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CONTEXTO HISTORICO:
EL ENIGMA DE FERMAT

EL PROBLEMA:
EL ULTIMO TEOREMA DE FERMAT (UTF),
ENUNCIADO ALREDEDOR DE 1637:

" +y" = 2" NO TIENE SOLUCIONES
ENTERAS POSITIVAS PARA N > 2.

El Estado en el S. XIX: La Unica demostracidn rigurosa que existia era

para n=4 (por el propio Fermat) y n=3 (por Euler, con una brecha). El

caso general era inabordable.
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LA CONTR|BUC|6N LA ESTRATEGIA DE DOS

CASOS:

CRUCIAL AL UTF « Gaso | més il p o i
(EL CASO N=P)  Coso s e pcd a 92

EL RESULTADO (1823):
Germain se centré en demostrar el UTF para un EL TEOREMA DE SOPHIE

caso especial: cuando n es un numero primo GERMAIN
impar p. Demostré el Caso | para un tipo especitico de

primos: si p y 2p+1 son ambos primos, entonces
el Caso | del UTF es verdadero para el

exponente p.




Concepto Clave: Los
Primos de Germain

DEFINICION: (y la Prueba)

Un nimero primo p es un Primo de Sophie Germain si g = 2p + 1 también es primo

(a g se le llama en ocasiones "primo seguro”).

LA DEMOSTRACION

La gran innovacion de Germain fue introducir un primo auxiliar para analizar la ecuacién del UTF.

Germain introduce un segundo numero primo, g, que estd directamente relacionado con el exponente del problema (p):

q=2p +1

¢Por qué funciona esto? Este nimero g estd disefiado para tener propiedades aritméticas que "restringen” las posibles

soluciones del UTF de una manera muy especitica.



Logica Aplicada Resultado

Asumimos que existe una solucion entera (X,
Paso A: Asuncion Yy, Z) para x\p + yAp = z p que cumple con el | xX*p +y~rp =2z"p
Caso I.

Germain demuestra que, debido a la relacién
. sz : especial entre p y q=2p+1, si existe la| | 4 divide a xvz
Paso B: La Restriccion de Germain solucion, entonces al menos uno de los d Y
téerminos (x, y, o z) debe ser divisible por q.

Si asumimos que q divide a x, y aplicamos
Paso C: La Imposibilidad esta informacion a la ecuacion original Contradiccion generada.
maodulo q:




Pero... ;Porqué q debe dividir a
alguno de los x,y o0 z?

[ Ahora supongamos que g no divide NI a x NI

CONSTRUYAMOSLO POR
CONTRADICCION:

Si g no divide a x entonces por el pequefio teorema de

Fermat sabemos que 297! =1 (mod q).

Esto es crucial: significa que si g no divide a x, el término

x*p (mddulo g) solo puede tener dos valores posibles: 10
-1.

a y Nl a z. Esto quiere decir que los unicos

valores de cada uno de estos solo puede

ser -1 o0 1. Veamos que pasa con z? + ¢*,

para este caso:

14+1=2+#

(—1) + (—1) = -2 # +1
1+ (—1) =0+# =£1

1




Concepto Clave: Los
Primos de Germain
(y la Prueba)

LA CONTRADICCION:

e Sustitucion: Partimos de la ecuacién original y la analizamos médulo g:

xp—l-y — P

e Aplicacién de la Hipétesis de Si q divide a x entonces P = 0 (mod q) La ecuacién se simplifica a:
0+ y? = 2P (mod q) = y* = 2P (mod q)

 El Resultado Imposible: El Teorema de Germain, usando propiedades del orden de los elementos mdédulo g (que se

relaciona con el exponente p), lleva a demostrar que si y? = 2P (mod q) ,entonces se debe cumplir que

y = z (mod q) (0 y = —2 (mod q))

e Sin embargo, la asuncidn inicial del Caso | y las propiedades de g=2p+1 implican que si una solucién existe, se deberia

llegar a una relacién de divisibilidad que es incompatible con el requerimiento de que p no divida a xyz.

e La Ruptura: En esencia, la condicion g = 2p + 1 es tan restrictiva que si una solucién existe, fuerza una relacién, que

hace que la solucién sea trivial o contradiga la suposicion de que los numeros x, y, z son coprimos con p.



Condicion Deseada (No
Trivial)

Se busca una solucioén (x, y, z)
donde x,y,z> 0y no sean
iguales

Condicion Forzada por
q=2p+1

La aritmética modulo g=2p+1
fuerza que las variables
satisfagan condiciones que
solo son posibles si la solucion
es trivial (es decir, si x=y=z=0,
lo cual no aplica) osix, y, z
tienen factores comunes
grandes

La Contradiccion

Imposibilidad Logica: La
asuncion de una solucion no
trivial implica que la solucién
debe ser trivial. Esto prueba
gue la asuncion original era
falsa.




EL SUCESOR

La obra de Germain

fue continuada vy

completada por
Adrien-Marie

Legendre, quien

acreditd su

contribucidn.

Legado y Relevancia
Moderna

EL LEGADO EN
CRIPTOGRAFIA:

Los primos seguros (como
g=2p+l) son de extrema
importancia en la criptogratia
moderna, especialmente en
protocolos como DSA o
Diffie-Hellman, ya que tienen
propiedades especificas
atiles para la generaciéon de

claves.

EL LEGADO
HISTORICO:

Su ftrabajo demostrd
que la  rigurosidad
matematica no
depende del género,
abriendo caminos para
futuras  generaciones
de mujeres en la

ciencia.










