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EL MISTERIO DE LOS NUMERQOS PRIMOS

Los numeros primos son los “atomos” de la aritmética.

* El problema: Su distribucion parece aleatoria y caotica.
» Ejemplo: 2, 3,5,7,11, 13, 17, 19...

No nos interesan los primos en si, sino las “brechas” (gaps) entre ellos.
g1=3—-2=1,9,=5-3=2;93=7—-5=2;9,=11—-7 = 4;
Pero,
gs =13 —-11 =2

La verdadera pregunta es, ;qué tan grande puede llegar a ser una de estas
brechas?
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BRECHAS “PROMEDIO” VS, “MAXIMAS”

El teorema de los nimeros primos (probado en 1896) describe como se distribuyen
los primos. Establece que la funcion de conteo de primos, m(x) (cuantos primos

hay menores o 1guales a x), se comporta como:
b

m(x)~ log x

S1 “dividimos por x”, obtenemos la densidad o “probabilidad” de que un nimero

en la vecindad de x sea primo:
m(x) 1

x logx

La brecha promedio es simplemente el inverso de esta densidad. Por lo tanto, la
separacion promedio esperada entre primos cerca de x es: brecha promedio = log x.

Esto solo describe el promedio. La Conjetura de Cramér busca un limite para la brecha maxima.
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Harald Cramér SU CONJETURA

Pn+1 — Pn = 0((logp,)?)

Intuitivamente, la brecha maxima

In = Pn+1 — Pn
crece mas o menos como el cuadrado de la brecha
promedio.
iAclaraciones!

« Como vimos, esto NO significa que g,, = (logp,)?.

» Significa que g, estd acotada por esta funcion. Hay
una constante C tal que g,, < C - (logp,,)? para todos
los primos p,,.

25/09/1893 — 05/10/1985
Matematico Sueco
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“VERSION FUERTE” DE LA CONJETURA

Cramér fue mas especifico. Utilizando un limite superior:

1

lim su =
noo P (logpy, )?

Esto significa que la proporcion entre la “brecha récord” g,, y (log p,, )* se
acerca a 1 infinitamente a menudo.

Dicho de otra forma, Cramér creia que (log p,, )* no era solo un “limite de
velocidad” con el cual crecia la brecha maxima, sino el “limite de velocidad™
exacto.
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BASE HEURISTICA DE LA CONJETURA

1. El punto de partida: El teorema de los numeros primos.

La conjetura no es una adivinanza, es el resultado de un modelo matematico
formal basado en nuestro mejor conocimiento de los primos: el Teorema de los
Numeros Primos.

* El teorema (demostrado en 1896) nos dice que la densidad de los primos
alrededor de un nimero x es 1/log x.

* Esto se puede interpretar como: “La probabilidad de que un nimero n elegido
al azar sea primo e¢s P(n es primo) = 1/logn.”

* Este fue el tnico dato sélido que Cramér uso.
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BASE HEURISTICA DE LA CONJETURA

2. La Gran Idea: El Modelo Aleatorio de Cramér.

* Cramér formul6 una hipotesis audaz: “;Qué pasaria si esta probabilidad es
lo Gnico que importa?”

» El propuso un modelo (el “Modelo de Primos Aleatorios”) donde cada

numero n se somete a una prueba de Bernoulli (un evento aleatorio
1

logn’

independiente) para ser un “primo de Cramér” con probabilidad P, =

* La suposicion clave es la independencia: que un nimero sea primo no afecta
la probabilidad de que sus vecinos lo sean (juna suposicion que, como
veremos, es util pero falsa!).
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BASE HEURISTICA DE LA CONJETURA

3. La Derivacion.
En este modelo, ;cudl es la probabilidad de tener una “brecha” (gap) de
tamafio k justo después de n?

R/ Seria la probabilidad de k ““fracasos” seguidos (es decir, k nimeros
“compuestos”).

P(brechade k) = P(n + 1 no es primo) X - X P(n + k no es primo)

1\
P(brechade k) = <1 — )
logn
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BASE HEURISTICA DE LA CONJETURA

. Qué tan grande debe ser k para que sea probable encontrar una brecha asi al
menos una vez al revisar todos los numeros hasta N?

Buscamos la “brecha maxima esperada”. Esto ocurre cuando la probabilidad

1
de encontrar la brecha es del orden de " Buscamos resolver:

() =3
1-— ~—
log N N

10
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BASE HEURISTICA DE LA CONJETURA

Tomando logaritmos y usando la aproximacion log(1 — x) = —x (para x pequeqo).

. 1
log N

Resolviendo para k (el tamafio de la brecha):

> ~ —log N

k ~ (log N)?

El término (log p,,)* no es arbitrario. Es el resultado directo de preguntar: “En un
universo donde los primos solo obedecen al teorema de los nimeros primos y son
por lo demas aleatorios, jcual es la brecha maxima que esperamos encontrar?”

11

Conjetura de Cramér 2025




ESTADO ACTUAL
DE LA CONJETURA

Qué ha sido probado o refutado.




Guido Hoheisel

A2 4

14/07/1894 — 11/10/1968
Matematico Aleman

Un matematico aleman en tiempos de la
segunda guerra mundial.

En 1930, Hoheisel logr6 probar que:
g, =0(pY)conb < 1.

Basicamente probo que g,, crece mas
lento que p,,.
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R. Baker, G. Harman, J. Pintz

Imadgenes tomadas con fines educativos

El mejor resultado encontrado a la fecha
se debe a un grupo de matematicos.

En 2001, Baker, Harman y Pintz
lograron encontrar el limite superior mas
pequeno hasta la fecha:

gn =20 (pg.SZS)

Basicamente lo podemos ver como

In = 0(@)

Aunque impresionante, la brecha entre
esta cota probada y el crecimiento
logaritmico (log p,, ) que postula la
conjetura sigue siendo inmensa.

14
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Robert Rankin

27/10/1915 — 27/01/2001
Matematico Escocés

En 1938, Rankin demostrd que las brechas
pueden ser mas grandes que el promedio.
Encontro brechas de tamano:

(logp,)(loglogpy) (loglogloglogp,)

> C
o (logloglog p,,)*

Esto prueba que existen brechas anormalmente
grandes, lo cual apoya la idea de que las brechas
maximas crecen mas rapido que el promedio

log p,,.

15
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AVANCES MODERNOS

(Esta mal el modelo de Crameér?

El problema es que el modelo de Cramér es demasiado aleatorio.

Por ejemplo, el modelo predice que habra infinitos primos “gemelos” (diferencia de 2).
Eso esta bien.

Pero también predice que habra infinitos primos con diferencia de 1.
i Esto no es posible! (Solo 2 y 3).

16 Conjetura de Cramér 2025




AVANCES MODERNOS

* Corrigi6 el modelo para tener en cuenta
“pequeias conspiraciones’ aritméticas
(como que los numeros no pueden ser
pares, o divisibles por 3, etc.).

* El modelo corregido de Granville sugiere
que la conjetura original de Cramér es...
iligeramente incorrecta!

Andrew Granville

17
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AVANCES MODERNOS

Andrew Granville

* Conjetura de Cramér (1936):
1

lim su =
Tt (logpy, )?

* Conjetura de Granville (1995):

. In _
lim su =2e vV =~ 1.1229...
noeo P (logpy, )?

donde y es la constante de Euler-Mascheroni. Matemdtico Britinico
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AVANCES MODERNOS

Discrepancia entre la Cota Probada y las Conjeturas

106 L
* Conjetura de Crameér (1936): e e
hm Supg—n2 =1 ’//’
n-e " (logpn ) i

105 -

* Conjetura de Granville (1995):

In__ _ 2e7v ~ 11229 ..

lim sup —(log .

n—>0o

donde y es la constante de Euler- 10° -

e e
e ——————— =

Mascheroni.

Tamano Maximo de la Brecha g, (Escala Logaritmica)
o
™

o)
8]
1

——-- CotaProbada: g, = O(p2-525)
—— Conjetura de Granville: g, = 2e 7 Y(log pp)?

—— Conjetura de Cramér: g, = (log p,)?

0.0 0.2 0.4

0.6 0.8 1.0
Numero p, Te12
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RESUMEN Y ESTADO ACTUAL

,Qué creemos? Que las brechas maximas entre primos
crecen como (log p,, )*. (La Conjetura de
Crameér/Granville).

. Qué sabemos? Solo podemos probar que crecen mas

lento que p2-°2°.

La brecha: Sigue siendo una de las brechas mas grandes
entre la heuristica y la prueba en toda la matematica.

20
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POR QUE NOS IMPORIA ESTO?

Resolver esto no solo nos diria donde “encontrar” el proximo
primo, sino que revelaria la estructura fundamental y la
verdadera naturaleza de la “aleatoriedad” de los numeros
primos.
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IMUCHAS GRACIAS!

PREGUNTAS?

Ricardo Morales - 22289

Conjetura de Cramér




	Diapositiva 1: CONJETURA DE CRAMÉR
	Diapositiva 2: Agenda
	Diapositiva 3: El misterio de los números primos
	Diapositiva 4: Brechas “promedio” vs. “máximas”
	Diapositiva 5: su CONJETURA
	Diapositiva 6: “Versión fuerte” de la conjetura
	Diapositiva 7: Base heurística de la conjetura
	Diapositiva 8: Base heurística de la conjetura
	Diapositiva 9: Base heurística de la conjetura
	Diapositiva 10: Base heurística de la conjetura
	Diapositiva 11: Base heurística de la conjetura
	Diapositiva 12: ESTADO ACTUAL DE LA CONJETURA
	Diapositiva 13
	Diapositiva 14
	Diapositiva 15
	Diapositiva 16: Avances modernos
	Diapositiva 17: Avances modernos
	Diapositiva 18: Avances modernos
	Diapositiva 19: Avances modernos
	Diapositiva 20: Resumen y estado actual
	Diapositiva 21: ¿Por qué nos importa esto?
	Diapositiva 22
	Diapositiva 23
	Diapositiva 24

