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Consideremos el circulo unitario: ( ; 12) (7 24)
1

) ) 137 13 25’ 25
r-+y =1
y supongamos gue buscamos determinar
¢ccuales son los puntos racionales sobre el 1 |

circulo?
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Consideremos el circulo unitario: 5 19 ( 7 24)

z’+yt =1 (_13’13) ! 25’ 25
y supongamos que buscamos determinar ¢;cuales
son los puntos racionales sobre el circulo?

—1 1
Existe un truco simple:
a\ 2 b >
(—) -|—(—) =1 & a*+b*=¢’
C C
entonces, a,b,c forman una terna pitagorica!! 8 15 3 _ﬂ
C (si a,b,c son coprimos, una terna pitagorica primitiva) —1—7, —1—7 —1 5 ) 5

b puntos ternas
a racionales {pltagorlcas}
en el circulo (primitivas)

Conocemos todas las ternas pitagoricas, entonces jtambién todos los puntos racionales del circulo!
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b puntos ternas
a racionales {pltagorlcas}
en el circulo (primitivas)

Conocemos todas las ternas pitagoricas, entonces jtambién todos los puntos racionales del circulo!

Pero... ;que pasa si cambiamos la ecuacion ligeramente?
encontrar los puntos racionales se vuelve... complicado




. QUE ES UNA CURVA ELIPTICA?

NO ES una elipse

Son curvas elipticas
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. QUE ES UNA CURVA ELIPTICA?

4 )
Una Curva Eliptica E sobre un campo K

es el conjunto de todos los pares (x, y)
que satisfacen la ecuacion:

y* =z° + Ax + B
con A, Be K

Se requiere que la curva no sea singular es decir, que no tenga

. picos ni autointersecciones (es se cumple si 44° + 27B* #0) )
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GEOMETRIA DE CURVAS ELIPTICAS

Consideremos dos puntos P y () sobre lacurva, y luego trazamos
la recta a traves de los puntos:

R
N




GEOMETRIA DE CURVAS ELIPTICAS

Consideremos dos puntos P y () sobre lacurva, y luego trazamos
la recta a traves de los puntos:

C

a4

A la interseccion de esta recta con la curva le llamamos R..



GEOMETRIA DE CURVAS ELIPTICAS

Consideremos dos puntos Py ( sobre lacurva, y luego trazamos
la recta a traves de los puntos:

C

a4

Reflejamos R horizontalmente, y a este nuevo punto —R le
llamamos P + (). Asi definimos la suma de puntos.



GEOMETRIA DE CURVAS ELIPTICAS

Si tenemos un solo punto, podemos sumarlo a si mismo realizando
la misma construccion, pero con la recta tangente.
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Si tenemos un solo punto, podemos sumarlo a si mismo realizando
la misma construccion, pero con la recta tangente.




GEOMETRIA DE CURVAS ELIPTICAS

Un gran problema es que la linea
vertical entre Py —P no intersecta
la curva... necesitamos un tercer

punto para definir
P+ (—P)..

e e e e e e e e e )




GEOMETRIA DE CURVAS ELIPTICAS

S

Un gran problema es que la linea
vertical entre Py —P no intersecta
la curva... necesitamos un tercer

punto para definir
P+ (—P)..

Asi, definimos el punto al infinito
O =P+ (—P)

e e e e e e e e e )

(!) Como regla, O es un punto en todas las lineas verticales.
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FORMULAS DE ADICION

Queremos sumar los puntos

P, = (z1,v1) , Po=(z2,92)

Sobre:
E:y°=z°+Ax+ B

Sea la linea que conecta a los puntos:

L:y=\x+v
4 _ )
;/z_gll para P; # P,
A= Sw%JrA Y V:yl—)\wl.
5 para P1 — P2
_ J1 y,




FORMULAS DE ADICION

Encontramos la interseccion de
E:y =z’+ Az + B L:y=Ax+v

Resolviendo:

Az +v)* =z°+ Az + B




FORMULAS DE ADICION

Encontramos la interseccion de
E:y =z’+ Az + B L:y=Ax+v

Resolviendo:

Az +v)* =2+ Az + B

Sabemos que T1, L2 son soluciones, por lo gue podemos computar T3

2>+ Az +B— Az +v) = (2 —z1)(z — x2) (2 — x3)
— x5 — (1 + @9 + 333)332 + (129 + 123 + T2T3)T — T1ToT3.



FORMULAS DE ADICION

Encontramos la interseccion de
E:y =z’+ Az + B L:y=A+v

Resolviendo:

Az +v)* =2°+ Az + B

Sabemos que T1, L2 son soluciones, por lo gue podemos computar T3
2>+ Az +B— Az +v) = (2 —z1)(z — x2) (2 — x3)
— x5 — (1 + @9 + wg)azz + (129 + 123 + T2T3)T — T1ToT3.

Igualando los coeficientes de T obtenemos
—)\2:—$1—ZE2—$3 :>Ca33:)\2—w1—w2)




FORMULAS DE ADICION

Encontramos la interseccion de
E:y =z’+ Az + B L:y=A+v

Resolviendo:

Az +v)* =2°+ Az + B

Sabemos que T1, L2 son soluciones, por lo gue podemos computar T3

2>+ Az +B— Az +v) = (2 —z1)(z — x2) (2 — x3)
— x5 — (1 + @9 + xg)azz + (x1T9 + 123 + T2T3)T — T1ToT3.

Igualando los coeficientes de T obtenemos

—)\2:—$1—$2—$3:>C$3:)\2—$1—£B2) y Cygz)\fbg—Fl/)

y finalmente: (Pl + Py = (:Eg, —yg)]




FORMULAS DE ADICION

Algoritmo de adicidon en curvas elipticas:

e SiP # P,yx = x3, entonces P + P, = Q.
e SiP, =PFP,yy; = 0, entonces P, + P, = 2P; = Q.
e SiP 75 Py (y zy 3& T3),

— Lo — UYL
ylyy:ylz 2 1.

entonces \ = £

Io—I1 L
e SiPL =Py 7#0)

entonces A = 3I§;A yU = _EHE?HB .
Luego,

@:’1+P2: (Az—ml—ﬂ:g—)\ng}«(ml —|—$2)—H).)




ALGEBRA DE CURVAS ELIPTICAS

La suma de puntos en una curva eliptica £ sobre un campo K
cumple las siguientes propiedades:

o P+O=0+P=P oP+QQ=Q+P
e P+(-P)=0 * P+ (Q+R)=(P+Q)+R VP,Q,Rc E

Es decir, es un grupo abeliano. (Poincare, 1901)




ALGEBRA DE CURVAS ELIPTICAS

La suma de puntos en una curva eliptica £ sobre uncampo K
cumple las siguientes propiedades:

o P+O=0+P=P oP+QQ=Q+P
e P+(-P)=0 * P+ (Q+R)=(P+Q)+R VP.Q.Rc E

Es decir, es un grupo abeliano. (Poincare, 1901)

‘Teorema: (Mordell, 1922) Los puntos racionales sobre una curva
eliptica forman un grupo abeliano finitamente generado.
Es decir, existen finitos P, Ps,...,P, € E(Q) talque P e E(Q) puede ser expresado:

P=FKkiP;+ koPo+...+k, P, ki,koy ... kn €7

\ A estos P1, Py, ..., Pjesllamamos generadores, y con ellos puedo encontrar todos los puntos racionales!! )




ALGEBRA DE CURVAS ELIPTICAS

e . B
Teorema: (Mordell, 1922) Los puntos racionales sobre una curva
eliptica forman un grupo abeliano finitamente generado.
Es decir, existen finitos Py, Ps,...,P, € E(Q) talque Pec E(Q) puede ser expresado:
P=kP +kPo+...+k, P, ki, ko, ... .k, €EZ
\ A estos Py, Py, ..., Pjesllamamos generadores, y con ellos puedo encontrar todos los puntos racionales!! Y

El teorema fundamental de grupos abelianos finitamente generados nos
dice entonces que:

E(Q) = (Grupo finito) X Z X Z X --- X Z
ﬁ-—-——-\\/’—--—'

Fveces



ALGEBRA DE CURVAS ELIPTICAS

E(Q) — E(Q)tors X 2

E(Q)tors esel grupo finito, conocido como grupo de torsiéon de E(Q)
T esun entero conocido como rango de E(Q)



ALGEBRA DE CURVAS ELIPTICAS

E(Q) = E(Q)tors X 2’

:Qué grupos de torsion E(Q):rs son posibles?

‘Teorema: (Mazur, 1977) El subgrupo de torsion del grupo de puntos h

racionales E(Q):rs SObre una curva eliptica debe ser uno de los
siguientes 15 grupos:
e CUxconl < N<10oN =12

* < <
g Co X Copconl < N < 4. )
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The elliptic curve E/Q : y? + xy + y = x3 + x?
has a point P = (0.0) of order 4.



The curve E/Q : y?> — y = x3 — x° has a point P = (0, 1) of order 5.



The elliptic curve E/Q : y? = x3 + 1 has a point P = (2. 3) of order 6.
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The elliptic curve 30030bt 1 has a point of order 12.

¥2 + xy = x3 — 749461x + 263897441



ALGEBRA DE CURVAS ELIPTICAS

E(Q) = E(Q)tors X 2’

cQuérangos 77 son posibles?

" PROBLEMA ABIERTO: A

cQuée valores puede tomar 7 ? ;Puede tomar valores arbitrariamente
grandes o esta acotado?

CONJETURA Park, Poonen, Voight, Wood (2016):

Los rangos T estan acotados, existen solo finitos valores de rangos

mayores a 21
- Y,




Example (2006): Elkies’ elliptic curve of rank > 28 (= 28 under GRH!)

y2 + xy + y = x° — x? — (2006776241557552658503320820933854
2750930230312178956502)x + (3448161179503055646703298569
0390720374855944359319180361266008296291939448732243429)

Independent points of infinite order:

Py =[-2124150091254381073292137463.
259854492051899599030515511070780628911531]

P, =[2334509866034701756884754537.
18872004195494469180868316552803627931531]

P; =[-1671736054062369063879038663.
251709377261144287808506947241319126049131]

Noam Elkies
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