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Grupos Simples

• Un grupo simple es aquel en el que sus únicos subgrupos normales 
son el grupo identidad y él mismo.

• Esto hace que los grupos simples no puedan partirse en subgrupos. 
• Teorema de la clasificación de grupos simples finitos: 
𝑆𝑒𝑎 𝐺 𝑢𝑛 𝑔𝑟𝑢𝑝𝑜 𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑜. 𝐸𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 𝐺 𝑒𝑠 𝑢𝑛𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑜𝑠 𝑠𝑖𝑔𝑢𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠:
• 𝑈𝑛 𝑔𝑟𝑢𝑝𝑜 𝑐í𝑐𝑙𝑖𝑐𝑜 𝑑𝑒 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑜.

• Un grupo alternante
• Un miembro de una de las 16 familias infinitas de grupos de Lie.
• 𝑈𝑛𝑎 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 26 𝑒𝑥𝑐𝑒𝑝𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑔𝑟𝑢𝑝𝑜𝑠 𝑒𝑠𝑝𝑜𝑟á𝑑𝑖𝑐𝑜𝑠



Grupos Simples Esporádicos
• Grupos de Mathieu: 
𝑀11, 𝑀12, 𝑀22, 𝑀23, 𝑀24

• Grupos de Janko: 𝐽1, 𝐽2 o 𝐻𝐽, 𝐽3 o 
𝐻𝐽𝑀, 𝐽4

• Grupos de Conway: 𝐶𝑜1, 𝐶𝑜2, 𝐶𝑜3
• Grupos de Fischer: 
𝐹𝑖22, 𝐹𝑖23, 𝐹𝑖24 o 𝐹3+

• Grupo de Highman-Sims: 𝐻𝑆
• Grupo de McLaughlin: 𝑀𝑐𝐿
• Grupo de Held: 𝐻𝑒 o 𝐹7+ o 𝐹7
• Grupo de Rudvalis: 𝑅𝑢

• Grupo de Suzuki: 𝑆𝑢𝑧 o 𝐹3−
• Grupo O’Nan: 𝑂′𝑁(𝑂𝑁)

• Grupo de Harada-Norton: 𝐻𝑁 o 
𝐹5+ o 𝐹5

• Grupo de Lyons: 𝐿𝑦
• Grupo de Thompson: 𝑇ℎ o𝐹3|3 o 
𝐹3

• Grupo Monstruo Bebé: 𝔹 o 𝐹2+ o 
𝐹2

• Grupo Monstruo: 𝕄 o 𝐹1





Grupo Monstruo

• El grupo Monstruo 𝕄 es el más grande de los grupos simples 
esporádicos de manera que 𝕄 ≈ 8 × 1053

• Es un grupo de rotaciones en 196,883 dimensiones i.e., cada 
elemento es expresado en una matriz de 196,883 × 196,883.



Clases de Conjugados

• Sea 𝛾 ∈ 𝐺, es un grupo finito, entonces se define la clase de 
conjugados como:

• 𝑐 𝛾 = {𝑔𝛾𝑔−1|𝑔 ∈ 𝐺 }

• Se dice que 𝑐(𝛾) parte el grupo 𝐺. 



Representaciones

• La Teoría de Representaciones es el estudio de como las 
simetrías ocurren en la naturaleza; esto es, el estudio de como los 
grupos actúan por medio de transformaciones lineales en 
espacios vectoriales (Wadsley S., 2021).

• Una representación 𝜌 de un grupo 𝐺 en un espacio vectorial 𝑉 es 
un homomorfismo de grupo 𝜌: 𝐺 → 𝐺𝐿(𝑉), donde 𝐺𝐿(𝑉) es el 
grupo de transformaciones lineales invertibles de 𝑉.

• Notación: (𝜌, 𝑉)



Ejemplo de Representaciones

• 𝑆3 = {𝑒, 123 , 132 , 12 , 13 , 23 }

• Se considera el subespacio:
𝑉 = { 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ∈ ℝ3: 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 0}

Se elige como bases 𝑣1 = (1,−1,0) y 𝑣2 = (1,0, −1).
Entonces las representaciones son:

𝜌 𝑒 =
1 0
0 1

, 𝜌 12 =
−1 0
−1 1

, 𝜌 123 =
0 −1
1 −1



Representaciones

• 𝑮-invariante: Sea la representación 𝜌: 𝐺 → 𝐺𝐿(𝑉). Se dice que un 
subespacio 𝑘 − 𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑙 𝑊 de 𝑊 es 𝐺 − 𝑖𝑛𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑡𝑒 si

𝜌 𝑔 𝑊 ⊆ 𝑊,∀𝑔 ∈ 𝐺

i.e. 𝜌 𝑔 𝑤 ∈ 𝑊∀𝑔 ∈ 𝐺 & 𝑤 ∈ 𝑊

• En ese caso se llama a 𝑊 una subrepresentación de 𝑽.
• Subrepresentación propia: Se le llama a una subrepresentación 
𝑊 𝑑𝑒 𝑉 si 𝑊 ≠ 𝑉 &𝑊 ≠ 0

• Se dice que 𝑉 ≠ 0 es irreducible si no tiene subrepresentaciones 
propias.



Representaciones

• Hay tantos irreducibles en 𝐺 como 𝑐(𝛾) en 𝐺.
• Toda representación de un grupo 𝐺 es isomorfa a la suma directa 

de irreducibles
• i.e., dado un cambio de bases de 𝑉 se puede asumir que 𝜌 es 

evaluada en matrices cuadradas diagonales cuyos tamaños son 
las dimensiones de los irreducibles



Representaciones del Grupo Monstruo

• Se tiene el supuesto [por Conway & Norton] de que el menor 
irreducible no trivial de 𝕄 es de dimensión 196883.

• Asimismo, se tiene que 𝕄 tiene 194 dimensiones irreducibles.
• Se tiene la sucesión de dimensiones de irreducibles como:

• 𝑟𝑛 𝑛=1,…,194 = 1, 196883, 21296876, 842609326,…



Toro complejo

• Sea el lattice (enrejado), si ∃𝜔1, 𝜔2, ∈ ℂ×, 𝜏 =
𝜔1

𝜔2
∈ ℋ , donde 

ℋ es el semiplano de Poincaré, se define entonces:
Λ = 𝜔1ℤ⊕𝜔2ℤ con base {𝜔1, 𝜔2}, de manera  Λ ∈ ℤ

• El toro complejo se define como:
ℂ/Λ = {𝑧 + Λ: 𝑧 ∈ ℂ} es un grupo abeliano bajo la suma en ℂ .



Toro complejo



Toro complejo

• Si se considera el toro complejo como una clase de equivalencia 
de lattices (rejas) en ℂ, siendo la relación de equivalencia la 
multiplicación. 

• Entonces en cada clase hay un lattice Λ𝜏, 𝜏 ∈ ℋ, cuya base tiene 
la forma (𝑎𝜏 + 𝑏, 𝑐𝜏 + 𝑑) para 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ2 ∋ 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1



Transformaciones lineales fraccionales

• Una transformación lineal fraccional (aquí considerada en el 
semiplano de Poincaré superior ℋ ) es una función:

𝑇 𝑧 =
𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑
∋ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℂ & 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0

Esta transformación es representada por la matriz 𝛾 = 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

Y se escribe 𝛾𝑧 = 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

𝑧 =
𝑎𝑧+𝑏

𝑐𝑧+𝑑



Grupos Modulares

• Son funciones complejas que tienen un gran grupo de simetrías 
relacionadas al grupo de matrices. Para un anillo 𝑅 se definen los 
grupos:

• 𝐺𝐿2 𝑅 = 𝛾 ∈ 𝑀2×2 𝑅 det 𝛾 ≠ 0 Grupo lineal general en 𝑅
• 𝑆𝐿2 𝑅 = {𝛾 ∈ 𝐺𝐿2(𝑅)| det 𝛾 = 1} Grupo lineal especial en 𝑅
• 𝑃𝑆𝐿2 𝑅 = 𝑆𝐿2(𝑅)/{±𝐼} Grupo especial de proyecciones en 𝑅



Grupos Modulares

• 𝑆𝐿2(ℤ) es el grupo modular homogéneo
Se tiene que 𝑆, 𝑇 genera el grupo de manera que:

𝑆 =
0 −1
1 0

, 𝑇 =
1 1
0 1

∋ 𝑆2 = −1 & 𝑇𝑛 =
1 𝑛
0 1

, 𝑛 ∈ ℤ

• 𝑃𝑆𝐿2(ℤ) es el grupo modular inhomogéneo
La base de este grupo es {𝑇, 𝑆} definidos como antes



Dominio fundamental

• Es un subconjunto Δ ⊂ ℋ, que es simplemente conectado (no 
tiene agujeros). 

• Contiene exactamente un punto de cada órbita bajo la acción de
𝑃𝑆𝐿2(ℤ).

• Espacio modular del toro complejo: 𝑀1 =ℋ/𝑃𝑆𝐿2(ℤ)
• Se identifica el elemento 𝜌 = 𝑒2𝜋𝑖/3 = 𝜌2

• Este es producido por la acción 𝛾𝜏 = 𝑎𝜏+𝑏

𝑐𝜏+𝑑



Dominio fundamental



Funciones Modulares

• Una función de ℋ invariante bajo la acción de 𝑃𝑆𝐿2 ℤ :

𝑓 𝜏 = 𝑓 𝑀 ∗ 𝜏 = 𝑓
𝑎𝜏 + 𝑏

𝑐𝜏 + 𝑑

Por definición de invariante cumple con las condiciones:

𝑓 𝜏 + 1 𝑓 𝜏 & 𝑓 −
1

𝜏
= 𝑓(𝜏)

Una función definida así sobre 𝑃𝑆𝐿2 ℤ es una función modular



Formas modulares

• Dado que el estudio de las funciones modulares es complicado, 
para su estudio se usan las formas modulares:

• Una forma modular 𝒇 de peso 𝟐𝒌, 𝑘 ∈ ℕ es una función 
holomórfica en ℋ , tal que:

𝑓 𝜏 = 𝑐𝜏 + 𝑑 2𝑘𝑓
𝑎𝜏 + 𝑏

𝑐𝜏 + 𝑑
∀𝑀 ∈ 𝑃𝑆𝐿2(ℤ)

de manera que crece exponencialmente de manera que ℑ 𝜏 → ∞



Serie de Eisenstein

• Es una forma modular de peso 2𝑘, definida como sigue:

𝐺2𝑘 𝜏 = ෍

𝜔∈Λ𝜏

1

𝜔2𝑘



Formas modulares

De la teoría de formas modulares se tiene que el conjunto 𝑀𝑘 de 
formas modulares es un espacio vectorial complejo.
Asimismo, se tiene que 𝑀 es el anillo polinomial 𝑀 = ℂ[𝐺4, 𝐺6] .
Es posible buscar funciones modulares como los cocientes de 
formas modulares del mismo pero sobre los elementos de 𝑀0, que 
consisten en funciones modulares constantes.
Se elige 𝑀12 para construir dichas funciones modulares más 
simples porque 𝑘 = 12 es el menor valor para el cual dim 𝑀𝑘 > 1.



J-invariante de Klein

• Es la razón de elementos de 𝑀12 linealmente independientes 
expresada como:

𝑗 𝜏 = 1728
𝑔2 𝜏 3

𝑔2 𝜏 3 − 27𝑔3 𝜏 2
∋ 𝑔2 = 60𝐺4, 𝑔3 = 140𝐺6

Es una función modular.
Se tiene que toda función modular es una fracción racional de 𝑗.
De igual manera, el campo de funciones modulares es ℂ(𝑗).



Expansiones-q

• Tanto las formas como las funciones modulares han de satisfacer 
𝑓 𝜏 + 1 = 𝑓 𝜏 para que admitan una descomposición de 
Fourier en términos de 𝑞 = 𝑒2𝜋𝑖𝜏.

• Bajo 𝜏 → 𝑞(𝜏), el plano ℋ tiende al disco unitario.
• Entonces para todo 𝑓 𝑞 es invariante bajo 𝜏 → 𝜏 + 1

• Se tiene que los coeficientes de la expansión q de 𝑗 son enteros, 
siendo sus primeros términos:

• 𝑗 𝜏 = σ𝑛=−1
∞ 𝑐 𝑛 𝑞𝑛 =

1

𝑞
+ 744 + 196884𝑞 + 21493760𝑞2 +⋯

• ǁ𝑗 = 𝑗 − 744 se dice que es la función 𝑗 normalizada.



Conjetura de Thompson

• Existe una representación infinito dimensional

𝜌♯ , 𝑉
♯ =⊕𝑖≥−1 𝑉𝑖

♯ de 𝕄, de manera que para cada 𝑉𝑖
♯ es la 

𝑒𝑥𝑝𝑎𝑛𝑠𝑖ó𝑛 − 𝑞 de la 𝑗 − 𝑖𝑛𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑖𝑧𝑎𝑑𝑎

ǁ𝑗 𝜏 = ෍

𝑖≥−1

dim(𝑉𝑖
♯) 𝑞𝑖



Serie de McKay-Thompson

• Se estudia la siguiente serie, porque la dimensión de una 
representación es la traza de 𝜌(𝑒).

𝑇[𝑔] = ෍

𝑖≥−1

𝑇𝑟 𝜌♯ 𝑔
|𝑉𝑖
♯ 𝑞𝑖 =

1

𝑞
+෍

𝑛=0

∞

𝐻𝑛 𝑔 𝑞𝑛

Se tiene que hay una de estas series por cada clase de conjugación 
[𝑔] de 𝕄. 
En la serie, 𝑔 ∈ 𝕄 es cualquier representación de [𝑔].
𝐻𝑛 es una clase de funciones de 𝕄. 



Conjetura Monster Moonshine
• Conmensurable: Dos subgrupos son conmensurables si su 

intersección es finita.
• Se tiene que las funciones en ℋ que son 𝑃𝑆𝐿2 ℤ − 𝑖𝑛𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠

son las funciones modulares 
• Se sabe que todas estás pueden ser expresadas como funciones 

racionales de 𝐽 o de manera equivalente, como funciones 
racionales de ǁ𝑗.

• De esta manera ǁ𝑗 es el Hauptmodul normalizado de 𝑃𝑆𝐿2(ℤ).



Conjetura Monster Moonshine

• Existe una representación infinita-dimensional  𝜌𝕄, 𝑉♯ =⊕𝑉𝑖
♯

del grupo monstruo, tal que cada 𝑉𝑖
♯ es finito-dimensional, y de 

tal manera que para cada clase de conjugación [𝑔] la serie de 
McKay-Thompson 𝑇[𝑔] es la expansión-q del Hauptmodul
normalizado de un subgrupo Γ[𝑔] ≤ 𝑃𝑆𝐿2(ℝ) conmensurable con 
𝑃𝑆𝐿2 ℤ .
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