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Una fraccion continua infinita es una expresion de
la forma:

al—|——b3

donde todo a,, b, € R
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Una fraccion continua infinita simple es una
expresion de la forma:

nt 7 —
CLZ—FW

dondea, € R™



Tambien usamos la notacion compacta:

ag;a1,as,...| =ag+
M+
az—l—w

Notamos que los convergentes estan definidos para toda n

Cp = [a();alaaZa'"aan]



El valor de la fraccion continua infinita

ag;ai,as,...| =ag+

es el limite de los convergentes C),

lim C,, = lim |ag;a1,as,...,a,]
n— 00 nN— 00

dado que el limite existe...



TEOREMA 15.2

El k-ésimo convergente C' de una fraccion continua |ag; a1, as,...,a,| €s:
— — ]_
Pi bo = ao q0
Cr = — con p1 = aiap +1 ) q1 = a1
Ik Pk = QkPk—1 t Pk—2 gk = akqdk—1 T+ gk—2

TEOREMA 15.3

LEMA

TEOREMA 15.4




TEOREMA 15.3

Dado Cj = % el k-ésimo convergente, se cumple

Prqk—1 — qkPk—1 = (—1)]‘6_]L 1<EkE<nmn
Dem:

Sea k=1

Suponemos que se cumple para k = m, entonces:

Pm+19m — dm+1Pm — (am+1pm _l_pm—l)Qm — (am+1Qm =+ Qm—l)pm
— (mem—l — Qmpm—l)
- (=



LEMA

Dado C = + - elk-ésimo convergente, se cumple
Q-1 < q 1<k<n

y para n>1 la desigualdad es estricta

Dem:

Seak=1:
go=1<a; =q

Suponemos que se cumple para k = m, entonces:

Om+1 = Qm+19m + Gm—-1 > Qm+i1G9m = 1 - @m = @
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TEOREMA 15.4

a) Los C';, con k par forman una sucesion creciente:

OO<CQ<C4<"‘
b) Los Cx con k impar forman una sucesién decreciente:
Ci>0C3>Cs > ---

c) Todo convergente con k impar es mayor que cualquier convergente con k par

Dem:

Pk

dr+2 dr+1 dr+1

N o O G VA G Vi (TR S
por 1o. qdk+29k+1 qk+19k Arkqk+19k+2

Cit2 — Cr = (Cig2 — Ciq1) + (Crp1 — Cp) = (pk+2 Pr+1 ) n (pk+1

dk

)
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(—=1)*(gqr+2 — qr)
qrdrk+149Kk+2

Cri2 — Cf =

a) Entonces Ciio — C) tiene el mismo signo que (—1)* , por lo que si k es par,
Cajr2 > Cy; ytenemos:

CQ<CQ<C4<"'
b) De forma similar, para todo kimpar, C2;+1 < Ca;_1 y tenemos:
Ci>Cs3>05>---

c) Finalmente, dividimos prgr_1 — gxpr—1 = (—=1)*! entre  qkqr—1

k—1
Pk Pr—1 (—1)
Cr— Ck_1 = —
qdk dr—1 drqr—1

porloque (i < Cy1
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TEOREMA 15.2

El k-ésimo convergente C' de una fraccion continua |ag; a1, as,...,a,| €s:
— — ].
Pk Po = ag q0
Cr = — con p1 = aiap +1 ) q1 = a1
Ik Pk = QkPk—1 T+ Dk—2 dk = Okqk—1 T qQk—2
Dado Cj = <& elk-ésimo convergente, se cumple

PrQe—1 — qkpr_1 = (—1)** 1<k<n

LEMA

Dado Cj = 2. €lLk-esimo convergente, se cumple
qr-1 < qk 1<k<n

TEOREMA 15.4

a) Los C}, con k par forman una sucesion creciente: Cyp < Cy < Oy < - -+

c) Todo convergente con kimpar es mayor que cualquier convergente con k par

b) Los C con k impar forman una sucesion decreciente: C1 > Cg > Cg > - - -
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A probar: Existe lim Cn = lim [ag; a1, a2, .., ay]

nN— OO nN— 00

Dem:

Por Teorema 15.4 tenemos:
Co<Co<Cy<--- <Oy <+ <COgpr1 <<y <y <]y

Como tenemos secuencias monotonas y acotadas, convergen:

Czn — X Czn+1 — Oé,
Por Teorema 15.3
2n+1 2 1
don+1 don dong2n+1
entonces
, 1 1
a —al < < —

d2nq2n+1 qzzn

14



EJEMPLO:

Los n-ésimos convergentes estan dados por

c,=[1:1,1,...,1] = 21
N——— Up

n
Si x es el valor de la fraccion continua:

. . Unp+1 . Unp + Unp—1
r = lim C,, = lim = lim
n—00 n—00 Uy n— 00 U,
1
=1+ —.
70

Lo que da la ecuacion z?

Considérese [1;1,1,1,...| =

— lim
n—oo

(1

—x — 1 =0 cuyaunicaraiz positivaes g =
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TEOREMA 15.5

El valor de toda fraccion continua infinita es un numero irracional

Dem: .
Supongase por contradiccion que ag;a1,az,...| = 3 €S racional, es decir, es el
limite de Dn
Cn — [a’O;a'lvafZ)"'?an] -
a Qn
Como 3 S€ encuentra estrictamente entre los convergentes C,, y C,,.1 ,tenemos:
a 1 1
b dn+1 dn dndn+1
0 < a Pn < 1 Recordemos que g; es una secuencia de enteros
b qn 0rnQni1 creciente, por lo que podemos hacer ntal que b < g1

= 0 < |ag, — bp,| < ’ <1 ( >< )

dn+1 16



¢ FRACCIONES
CONTINUAS Notamos que:

INFINITAS [ao; a1, az,...] = lim[ag;as,. .., ay)
DISTINTAS =i (o0 )
PUEDEN o
REPRESENTAR B
EL MISMO B rr—

IRRACIONAL?
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TEOREMA 15.6

Si dos fracciones continuas infinitas |ag; a1,a2, ...y |bo; b1, b2, .. .]
son iguales, entonces se cumple a,, = b,,,Vn > 0

Dem:
Sea x = |ag;ai,as,...] porloque Cy <z < C; esequivalentea ag < z < ag -

a1
Como aj > 1 ,porserentero,tenemos @0 < Z <ap+ 1 porloque [z] =ag
es el entero mas grande.

Sea |ag; a1, az,...| =x = |by; by1,be,...] porloque ag = |z| = by

c ! b L | = [by: bo bs, .. ]

omo ag = | ai;as,as,...| = |01;09,03,...
’ [al;ag,ag,...] ’ [bl;bg,bg,...] b e

y por induccion probamos facilmente que a, = b,,Vvn > 0 18



TEOREMA 15.6

Si dos fracciones continuas infinitas |ag; a1,a2, ...y |bo; b1, b2, .. .]
son iguales, entonces se cumple a,, = b,,,Vn > 0

COROLARIO

Si dos fracciones continuas infinitas son distintas, entonces
representan distintos niumeros racionales.

¢ TODOS LOS IRRACIONALES PUEDEN
REPRESENTARSE?
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