Ecuacion de Pell

lan Castellanos



Historia

* Poema del ganado del rey Sol escrito por Arquimedes, enviado a
Eratdostenes.

* 1653 d.C.- Desafio de Fermat: demostrar que x? —dy? = 1,d > 1
tiene un numero infinito de soluciones.

* Wallis y Brouncker proponen un conjunto de métodos de
solucion, pero no llegan a demostrar la conjetura. Los métodos

estan relacionados a fracciones continuas de \/H

* 1768 d.C.- Lagrange demuestra que los métodos de Wallis 'y
Brouncker siempre tienen solucion.



Casos triviales de la ecuacion de Pell

*Vd € Z,x* — dy? = 1 se satisface de manera trivial con x =
+1&y=0

e Sid<—1>=x%?—dy?>1][exceptoenelcasox =y = 0]
cd=—-1>x=0,y=4%1

cd=n’=>x*—-dy*=1=>(x+ny)(x—ny) =1
(x +ny)(x — ny)

Sx+ny=x—ny==11=>x= > = +1
& la ecuacion no tiene soluciones aparte de la trivial:
x=+1,y=0.

Porque:(x +ny)+(x—ny)=2=2x=2>=>x=1



Casos triviales de la ecuacion de Pell

* De lo anterior se tiene que el caso considerado en adelante es
aquelenqued € Z 3 d # n® (d es irracional), con el fin de tener
mas soluciones ademas de la trivial.

« Ademas, se restringen las soluciones de x? —dy? = 1a
soluciones positivas x,y > 0 puesto que, cuando y > 0 se tienen
conjuntos de cuatro combinaciones: *+x, +v.

* De esta manera se buscan solo las positivas porque al conocer
estas se conoce el resto.



Teoremas asociados

 Teorema1:p, q solucion postitiva de x*> —dy? = 1

= — es un convergente de la expansion de fracciones continuas de Vd
q

Demostracion:Quitar essta demostracion
p,q > 0,por hipbtesis se tiene p? —dqg? =1

= (p—qVd)(p +qVd) =1

Seap > q
1
P _va-=
q q(p + qVd)
Vd Vd 1
s0<2_Vd<

q a(qVd +qVd) ~ 2q2Vd  26°



Teoremas asociados

. Se considera el teorema x irracional arbitrario. Sl— €Qb=1&(ab) =1satisface: |x — —| < — sz

Z es un convergente q— de la expansién de x
n

. Z
= Por teorema anterior,—es un convergente de Vd
q

Q.E.D
Importante: En general, la reciproca del teorema anterior es falsa.

« Elteorema siguiente brinda informacion del tamafio de los valores de k = p2 — dg2



Teoremas asociados

* Teorema 2: S es convergente de la expansion de Vd =
X =p,y = q esuna solucion de las ecuaciones:

x2 —dy? =k k| <1+ 2Vd.
Demostracion:(quitar esta demostracion)

Seas un convergente de Vd

. Pn L . .
= dado que por corolario— es el n ésimo convergente del irracional Vd

dn
=>|\/——3
q

1
<?(1)
1
= |p — CI\/E| < a

1
= |p+qVd| = |(p — qVd) + 2qVd| < |p — qVd| + |2¢qVd| < 5+ 2qVd < (1+ 2Vd)q (1)
= Se combinan las ecuaciones (I) Si(ll) como sigue:
Ip? — dq?| = |p — qVd||p + qVd| Sa(1+2\/3)q =1+42Vd

Q.E.D.



Ejemplo 1

sde7

Sea d = 7,con expansion en fracciones continu

= |2;1,1,1,4] cuyos primero convergentes son:

= pr— 74
= El teorema 2 estipulaque x = p,, & y = q,
Las posibles respuestas son entonces,con 1 + 27 =~ 6.2915

¢ 22 —-7(1)% = -3
¢ 32-7(1)?=2
- 52-7(2)% = -3

«82-7(3)?=1
~ el Gnico convergente que cumple conx* —7y* =lesx =8&y =3



La estructura de la expansion en fracciones
continuas de vd

Sead € ZT 3 d no es un cuadrado perfecto, se tiene que
la expansion en fracciones continuas del mismo tiene la forma

Vd = [ag; a1, az, a3, ..., a3,a;,a1,2a0], a1 = WEJ

Por teorema 1, se tiene que x* — dy* = 1 tiene solucién
= tiene soluciones positivas x = p;, &y = qy

= Z—k convergente de Vd
k



La estructura de la expansion en fracciones
continuas de vd

Asimismo se tiene que el periodo n de la expansion de Vd
provee informacién necesaria para mostrar que x* — dy? =1

tiene solucion en Z.
: . e : Pk
Estas soluciones son en realidad infinitas y obtenidas de —.

Ak
Se tiene que Vd = [ay; ay, a,, ... |se obtienen al definir:

1

, k € N
Xk — [xk]

x0=‘/a&xk+1=



La estructura de la expansion en fracciones
continuas de vd

El proposito de los siguientes teoremas es el de establecer que:

Sines lalongitud del periodo para Vd

Pkn-1

= satisface: p,%n_l — dq,%n_l = (—1)k

Qkn-1



Lema 1

SeaVd = |ay;aq,a,,..] se consideragz So=0,t, =1,
d — Si41

Sk+1 = Aty — Sk, k1 = — k€N

Entonces se cumple lo siguiente:
3) Sk'tk € Z,tk #* 0

b) til(d — si)
Sk+\/E

c) X, = , k=0

* Este lema se demuestra por induccion.



Teorema 3

Z—k convergentes de la expansiéon de Vd
k
S>pi—dai = (D%, 4 >0, k=0123,..

Demostracion: (quitar demostracion)
Xk+1Pk T Pr-1

Xk+19k T qr-1

ParavVd = [ay; aq, ..., Qx, X.41]5€ sabe que Vd =

S +Vd
Se sustituye x4 = fer en la expresion anterior:
k+1
Sk+1 + \/H
* D + Di—
/7 - e Pk T Pk-1
et +\/E*CIR + qk-1



Se simplifica entonces en:

Vd(Sk+1qr + ter19k-1 — Pi) = Sk+1Pk + tier1Pr—1 — A
Se tiene que la parte derecha es racional y Vd es irracional
por lo que se tiene que:

Sk+1q9k t tk+19k-1 = Pk & Sk+1Pk + tk+1Pr+1 = Aqx
= Pr(Sk+19k + tk+19%-1) = PPk & — Qi (Sk+1Px + tk+1pk-|él) = %QR(_QR)
= Pr(Sk+19k + tr+19k-1) + (—qr) (Sg+1Px + tk+1Pr+1) = Pk — 4Gk

= tk+1(Prr-1 — Pr-19k)
Por teorema (15.3 en Burton), Dir—1 — Pr—1qr = (=1)*71 = (=1)**1

= pp —dqp = (=D 1t 4

Por propiedades de convergentes se tiene Cy;, < Vd < Cok+1) k=0
Pk

Dado que C;, = —
Ak

« pi —dqgi > 0,k impar
e pf —dqf <0,k par



2 2
. —d t
Se tiene —k—tk = _ Kkt p > q

pk—1_dq12<—1 Lk -

2 d 2
Pk g0 < — Kt
Pk—-1 — Aq5—1 K

Se tiene entoncest; =d —ag > 0

Corolario:

Q.E.D

Sines la longitud del periodo de la expansion de Vd, entonces

t]:1®7’l|]



Ejemplo 2

SeaVv15=1[3;1,6] =>n =2

Se tienen los primeros cuatro convergentes:

A
1_1' 2_1’ 3_7’ 4 —

Por teorema 2:

32 — 15 %1% = 27% — 15 * 74
42 — 15 % 12 = 312 — 15 * 87
Por corolario 2|2 & 2|4
:t1:t3:6, t2:t4:1

—6
1



Teorema 4

Seaq—k convergentes de la expansion Vd y sea n la longitud de la expansion.
k

 Sinespar = todas las soluciones positivas de x* — dy* = 1 son:
X = Pkn-1 & Y = qkn-1 k = 1'213'

 Sinesimpar = todas las soluciones positivas de x* — dy* = 1 son:
X = D2kn-1 &Y = Q2rn-1, k=123, ..



Demostracion: (este si se va a demostrar)

Por teorema, se tiene que toda solucion x, = p;,yo = q;

para algun convergente 5—] de Vd.
J
Por teorema anterior p]2 — dqj2 = (—1)j+1tj+1
= j+lespar &tj, = 1conel fin que quede la forma de e. Pell
= n|(j + 1) por corolario
= j+ 1 =nk,para algun k
Sin esimpar = k es par.
Sin es par = cualquier valor de k basta para resolverlo.

Q.E.D.



Ejemplo 3

Seax*—7y* =1, 7=1[2;1114]

= los primeros 10 convergentes son:

347 11 18 119 137 256 393 649
1’1°2°3°5733738°71°109°180
= X = P1ok-1 Y = q10k-1/ k=123, ..

X =pg =649, y=q9 =180



L a solucion fundamental

Es la menor solucién positiva xy, Vg 3 xg < x'& yg < y'Vx',y’

Z_dy2=1

tiene soluciones enn o 2n pasos.

* Por teorema 3, se tiene que x

* Con este concepto se busca generar de manera mas rapida las
soluciones de la ecuacion de Pell.

* Los siguientes teoremas buscan un proceso sencillo para el
calculo de las soluciones a partir de la solucion fundamental.



Teorema 5

Sea xq,y,la solucién fundamental de x* — dy* = 1.
= Vx,,, ¥, € Z definidas por

n
Xp +yNd = (x; +yVd), n=123,..
son una solucion positiva.
Demostracion:
Se tienen x1,y; > 0& x,, v, € Z*
Se considera asimismo que x? — dy? = 1 por definicion

n n

X,% - dy% = (xn + Yn\/a)(xn — Yn\/a) = (xl + yl\/a) (X1 - Y1\/E)
= (f —dyp)" =1 =
s x2—dy2 =1&x,,y, es una soluciéon positiva.

Q.E.D.



Teorema 5

St x4, y1es la solucion fundamental, entonces para toda solucion
positiva x,,, Y, € Z estan determinados por:
n
X +ypVd = (x; + 1 Vd) n=123,..

Demostracion:
Ad absurdum, la solucion u, v no se obtiene a través de

(x1 + ylx/a)n = (x1 + ylx/a)n <u+wv'd < (x1 + ylx/a)nﬂ
= X, + yn\/a <u+wv/d < (xn + ynx/a)(xl + yl\/a)

(xn — yuVd) (xn + yVd) < (% — yuVd)(u + vVd)

< (xn + yn\/a) (xl + Y1\/E) (xn R yn\/a)



Dado que x2 — dy? = 1 se tiene
1< (xn — yn\/a)(u + v\/a) < xq+ yl\/a

Se definen las siguientes expesiones de s,1 € Z

r+svd = (x,, — y,Vd)(u + vVd)

Sean: r = x,u —y,vd S =Xx,UV— y,U
>7r?2—ds?=(x2—-dy)w? —dv?) =1:

1 <r+S\/E<x1 +y1\/3

Se procede a demostrar que r,s son soluciones positivas:

Si1<r+S\/E&(r+S\/E)(r—S\/E)=1:O<r—5\/3<1
=>2r=(r+5\/3)+(r—5\/3)>1+0>0
:>25\/H=(r+5\/d)—(r—5\/3)>1—1=O
=>1rs>0&x; <r&y; <s

:>x1+y1\/a<r+sx/a(—><—)

Q.E.D.



Ejemplo

* Determinacion de numeros que son triangulares y cuadrados al

mismo tiempo.

mim+ 1
n? = (2 ), n,meZ

8n’ =4m(m+1) =4m? +4m=0C2m+1)* -1
>x=2m+1 & y=2n

=2y =x%-1

= x?—2y%4 =1



Perspectiva algebraica

- Se define Z|Vd| = {a + bVd:a,b € 7}
. Z[\/E] es un anillo conmutativocon1 = 1 + 0vd

 Se busca describir las unidades de Z[\/E]

» Conjugado: a + bVd € Z[d] entonces su conjugado es a — bvd

* Norma: La norma de a + bvd € Z[vVd] es el entero:
N(x + yVd) = (a + bVd)(a — bVd) = a? — db?




Perspectiva algebraica

* La solubilidad de la ecuacion de Pell x? — dy? = 1 es equivalente
a describir los elementos del anillo Z[\/E] connorma 1:

N(x +yVd) = x> —dy? =1
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