Fracciones Continuas |V

Buenas aproximaciones, Lema, Teorema 15.8, Teorema 15.9y
ejemplos.

Emilio Reyes

Presentacion Seminario 1: los convergentesp,,/q,, son las mejores fracciones parciales que aproximan a un irracional.




Teorema 15.5

SiC,, = p,/q, es el n-ésimo convergente del numero (irracional) x,
entonces para cualquier fracciona/bcon1 < b < q,,41, S€
cumple

.Como lo probamosy qué implicaciones tiene?




Lema

Sip,/q, es eln-ésimo convergentede x,ya,b € Zconl1l <b <
dn+1, €NtONces

|qnx — pnl < [bx — 2]

prueba:

Consideremos el sistema

{pna + Pry1f =a
dna + Qn+1:8 =b

Este lema nos servira para realizar la prueba directa del teorema 15.8.




Entonces tendriamos que:

|bx — a| = |(gna + qn+18)x — (P + Dpy1P)]
— |a(CInx — pn) + .B(Qn+1x — pn+1)|

Para continuar, debemos estudiar un poco los signhos de
a(qnx —pn) Yy B(Qn+1 — Pn+1)

Porque queremos usar la propiedad
|A+ B| = |A| + |B]

Dicha propiedad se cumple solo si Ay B tienen el mismo signo.




Al sacar el determinante obtenemos p,,4,,+1 — 9nPn+1 = (—1)n+1

Por lo tanto, el sistema tiene solucidon unica en los enteros, y
existen enteros a y f que cumplen.

Sia =0,b = qg,+1, 0o que contradice la hipdtesis.
Sif = 0, se cumple la desigualdad.

Consideremos cuando § # 0.

Por el teorema 15.3, sabemos que para todo k: prqr—1 — qiPr—1 = (—1)*1




Siff <0 entoncesa >0
Siff >0 entoncesa <0

Entonces, a y [ tienen signos opuestos. A su vez, como Z—” <x <
n

Pn+1/Gn+1, €NtONCES G X — Dy ¥V Qni1X — Pn+q también tienen
Signos opuestos.

Asi, a(g,x — p.,) ¥ B(Gny1X — P 4+1) tienen el mismo signo.



Entonces:

|bx — a| = [(gna + qni1B)x — (Pra + pps1P)

a(CInx — pn) T .B(Qn+1x — pn+1)|
al |an o pnl + |,B| |qn+1x T pn+1|
= |C(| |an _pnl

= |an o pnl

Dicha propiedad se cumple solo si Ay B tienen el mismo signo.




Regresemos al Teorema 15.5

SiC,, = p,/q, es el n-ésimo convergente del numero (irracional) x,
entonces para cualquier fracciona/bcon1 < b < g, , se cumple

Ya podemos usar el lema demostrado anteriormente.




prueba:

Supongamos por contradiccion que
a
X — Pn > ‘x — —
Gn b
Entonces,
p a
|gnx — Dnl = qn x——| > b‘x_g‘ = |bx — al
dn

Contradiciendo el lema.

Este lema nos servira para realizar la prueba directa del teorema 15.8.




Ejemplo. T y sus convergentes.

De la fraccidon continuade T ~ 3.14159265358979323 se obtiene:
= [3;7,15,1,292, ...]

O o N o R

3.0000000 0.141593
1 2217 3.142857 0.001265 7
2 333/106 3.141509 0.000084 106
3 355/113 3.141593 0.00000027 113

.Como nos sirve el teorema 15.8 aqui?: cada convergente de m es la “mejor aproximacién posible” con un denominador no

mayor que su q,




Teorema 15.9

Si x esirracional,y gcd(a,b) = 1,b = 1 satisface

‘x - _‘ 2b2

a
entonces, E es un convergente de x.

¢cQué dice? Si una fraccion a/b aproxima a x “demasiado bien” (mejor que 1/2b”2), entonces a/b es un convergente de x.




prueba:

Asumase por absurdo que a/b no es un convergente de x.

Por las propiedades de los convergentes sabemos que
Qo < q1 < gz <(q3 <

Entonces, para cualquier denominador b, existe un unico indice n
talque: q,, < b < @qu41



Para este n en especifico, podemos usar el lema (cuya hipotesis
era b < g,.+1. Tenemos que:

g = pal< 1bx —al = blx — 2| < =
Con lo cual:
1
x — 20 <
dn| 2bqy

Por la suposiciéonde a/b # p,,/q, ,tenemos 1 < |bp,, — aq,,|



Entonces:
1 bpn — a(qn
bqn bqn

1
qun T b2

Pn Q

qn b

Pn
— —X

dn

+|x——|

De donde b < g,,, lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, a/b tiene que ser un convergente de x.



Muchas gracias por su
atencion.

Espero les haya ayudado para comprender la aplicacién de las fracciones continuas en las buenas aproximaciones de

numeros. ;Dudas?
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