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Lema Téecnhico

Damos una prueba, basada en EULER, del Gltimo Teorema de Fermat, en el caso n = 3.

Lema
Todas las soluciones enteras positivas de

s3 = a® +3b?, tales que (a,b) =1y s esimpar, (1)
son s =m?+3n a=m?—-omn?, b =3m?n —3n3, (2)

conm—+nimpary (m,3n) =1.
Prueba: (<) Es relativamente facil verificar que tales nimeros s, a, b, producen una
solucion de la ecuacion (1):
a®+3b> = (m*—o9mn?®)? +3(3m°n —3n3)°
= m® —18m*n? + 81m?n* + 27m“n® — 54m*n* + 27n°
mé 4+ om“n? +27m?n* 4+ 27n° = (mM? 4 3n2)3 = s3.
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Lema Téecnhico

Ademas, la hipotesis m + n impar implica que m y n son de paridad distinta, de modo
que s = m? + 3n? es impar. Ademas, (m,3n) = 1 implica que (m,n) =1y
(a,b) = (m(m*—o9n3), 3n(m* —n?)) = (M*—9n* m>—n?) = (8n*, m*> —n?)
= (8n*,(m+n)(m—n)) = (>, m* —n*) = (N*,m*) =(n,m)> = 1.
(=) Reciprocamente, sea (a, b, ¢) una solucion positiva de la ecuacion (1). Tome p un

namero primo impar, p > 3, tal que p | s. Como (a,b) =1,y s> = a®> + 3b?, entonces pt a
y p 1 b. Entonces, a> = —3b? (mod p). Como b es invertible modulo p, entonces

—3=(ab™")?> (mod p).

Por la ley de reciprocidad cuadratica, tenemos

(?>—1 = (3)_1 = p=1 (mod 6).
Recordemos que la ecuacion de Legendre (ax? + by? + cz2 = 0) tiene solucion < —bc es
cuadrado (mod a), —ca es cuadrado (mod b), —ab es cuadrado (mod c).
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Lema Téecnico

De lo anterior, tenemos que

—3 escuadrado (mod p)
3pescuadrado (mod1) p = —p+y*+322=0
p es cuadrado (mod 3)

tiene solucion (con x = 1).

Asi, existen enteros m,, n, € Z tales que , y se tiene que | p? = ¢ +3d?,

donde‘c =m3 — om,n? ,y‘ d =3m3in, —3n3

En efecto,
p’ = (m;+3m) = mS+omini +27ming +27n3
y
& +3d® = (m—9mni)’+ (3min, —3n3)?

m® — 18m%n? + 81m?2n% + 27m%n? — 54m2n’% + 27n°

= mb 4+ omn? + 27m2n% + 27n°.
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Lema Téecnhico

Observe que (p,m;) = (p,n,) =1y p > 3,y como ¢ = m3 — 9myn?, d = 3m?n, — 3n3,
entonces (p,c) = (p,d) =1.

Procederemos a hallar la parametrizacion (2) por induccion sobre el nimero k de
divisores primos de s.

® Sik =0, entonces s = 1,y el resultado es inmediato, pues en este caso, tenemos
que 1 = 12 4 3- 02, de modo que la Gnica solucion posibleesa=1y b = o.
Haciendom =1y n = o, vale

s:m2+3n2:1\, \a:m3—9mn2:1\, ’b:3m2n—3n3:o,

conm+n=1+0=1impary (m,3n)=(1,0) = 1.

® Si k=1, entonces s = p tiene un divisor primo es exactamente el resultado de la
pagina anterior, en donde

: \d =3m3n, —3n3 \

p=mj+3n3| ‘c:m?—gmmf
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Lema Téecnhico

con m, + ny impary (m,,3n,) = 1.

Ahora, supongamos que el resultado vale para todo s impar que posee k factores
primos (no necesariamente distintos). Si s tiene k + 1 factores primos, digamos s = pt,
con p primo (p > 3), t impar, observemos que

t3p® = $°p3 = (a* 4 3b?)(c? + 3d?) = (ac + 3bd)? + 3(ad F bc)>. (3)

(ac 4 3bd)? + 3(ad F bc)? (a®c® + 6abcd + 9b*d?) + (3a*d* F 6abcd + 3b°c?)

a*(c® +3d?) + 3b*(c* + 3d*) = (a® +3b%)(c* + 3d?).

Ademas, como
(ad + bc)(ad — bc) = (ad)? — (bc)*> = d?(a® + 3b%) — b?(c? + 3d?) = p*(t3d® — b?),
entonces p? | (ad + bc)(ad — bc).

Afirmamos que p no puede dividir a ambos factores. Si p divide a los dos factores,
tendriamos p | ad y p | bc. Como (p,c) = (p,d) =1, esto implicaquep |ayp | b, lo que
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Lema Téecnico

contradice la hipotesis (a, b) = 1. Asi, p? divide exactamente a uno de los factores, y
tomando adecuadamente el signo de este factor, se tiene

ac + 3bd
Uu=——-¢
p3
son enteros tales que t3 = u? + 3v2, con t impar.
Son enteros, ya que de la ecuacion (3) tenemos

V:adq:bc6

p <7

Z,

o5 [(ac £3bd)* +3(ad F be)?’] = 5s°p® = §° € Z,

y el segundo término v es entero debido a la divisibilidad por p3 de arriba.
Asimismo,
1

sty = .

1 1
u?+3v2 = 26 [(ac +3bd)? + 3(ad F bc)?| = 0 s3pd =
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Lema Téecnico

Como t tiene k factores primos, se sigue de la hipdtesis inductiva que

) ‘ v =3min, —3n3

‘t:m§+3n§, ‘u:mg—gmzng

u

con m, + n, impary (m,,3n,) = 1.
Entonces
s = pt = (mi+3n7)(m;+3n3) = mim;+3min; +3m;n3 + 9nin
= (mim3+ 6mymyn,n, + 9n3n3) + (3M3n2 — 6M,m,n,n, + 3mMin?)
(mm, + 3”1"2)2 + 3(man, — m2n1)27
——— — —— ——
m n

con m, n de paridad distinta (verifique!), y (m,3n) = 1 (falta este detalle).
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Lema Téecnico

Ahora, como a = uc+3vdy b = +(ud — vc), pues

uc+3vd = Z[(ac+3bd)c+3(ad F bc)d] = 5;[ac® £ 3bcd + 3ad” F 3bcd]
= pa(c@+3d*) = jap’> = a,

y
+(ud —ve) = =g[(ac+3bd)d — (ad F bc)c] = £ [acd +3bd® — acd + bc?|
= 5b(c+3d*) = 5bp® = b.

Sustituyendo t,u,v,c,d en términos de m; y n;, parai =1,2,ens,ay b, resulta
a = uc+3vd = (md—omn?)(md — omyn2) + 3(3m2ny — 3n3)(3m2n, — 3n3)
= (mm3 — ominim3 — om3m,n3 + 81mymyn3nd) + 27(mimansny — minand — minynd + n3nd)
= (m3m3 4 om2m2nan, + 27mamynin2 + 27n3n3) — 9(m3myn2 — 2m?m2nan, + man2m3 + 3m2nand — 6myman2n2 + 3m2nand)

= (mmy+ 3”1"2)3 — 9(mimz + 3mnz)(miny — m2n1)2 = m® —omn’
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Lema Téecnico

2 2 2 2
b = —(ud—vc) = —[(3mIn, —3n3)(m3 — omyn2) — 3(m3 — omyn2)(3m2n, — 3n3)]
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
= —3[(m2mm3 — om2mynin2 — n3mZ + 9n3myn2) — (M3m2n, — omanZm2n, — m3n2 + omqn2n3))
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
= 3[(m3m2n2 —mj n1mg + 6mimynin; — 6mamynin, + 9m1n1n3 — 9n?m2n2) - (mqng — 3mimanin; + 3mymsniny; — anf)}

= 3(Mimy + 3mny)*(Many — myng) — 3(Many — myny)® = 3mn® — 3n°

Asi, los enteros m = mym, + 3n,n, y n = m;n, — m,n,, satisfacen | s> = a®> + 3b? |y

cumplen la parametrizacion

s:m2+3n2\, ’a:m3—9mn2\, ’b:3m2n—3n3\.

Esto completa la prueba del lema .
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El Ultimo Teorema de Fermat

Damos solucion al dltimo Teorema de Fermat, para n = 3. Usamos descenso infinito.

Sea (x,y,z) € (Z")3 una solucion de la ecuacion x3 + y3 = z3, con xyz minimo. Como
cualquier factor comin de dos de estos niimeros es también factor del tercero,
podemos suponer sin pérdidad que x,y,z no tienen divisores comunes dos a dos. En
particular, uno de éstos debe ser par.

Note que x = y es imposible, caso contrario, tendriamos 2x3 = 23, y el exponente de la
mayor potencia de dos en el lado derecho es miltiplo de 3, mientras que del lado
izquierdo esto no ocurre. Podemos suponer que x > y.

Suponga primero que X,y son ambos impares, y z es par. Podemos escribir, x = p + g,
y=p—q,conp,q > 0, primos relativos de paridad distinta. De ahi

Xty = (x+y)0¢ —xy+y?) = 2p((P+9)° - (p+a)(p—aq) +(p—q))
= 2p(p*+2pq+ @G - p* + G+ p* —2pq +q°)
= 2p(p* +30°).
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El Ultimo Teorema de Fermat

Portanto, 2p(p? + 3g?) = z3 es un cubo perfecto. De igual forma, en el caso zimpary
alguno de x 0 y par, podemos suponer sin pérdida que y es impar, y sustituyendo

z=p+q,y=q-—p,resulta
¥ = 2y =z-y)@+zy+y’) =2p((P+9)°+(P+9)a-p)+(q-p))
= 2p(p* +2pq +q* - p* +q* +p* —2pq + q°)
= 2p(p* +3q°).
Calculando el maximo divisor comin entre p y p? + 3g?, resulta
(p, p? +3¢*) = (p,39?) = (p,3). Tenemos portanto dos casos: (p,3) =10 (p,3) = 3.

1. En el primer caso, existen a,b € N tales que a® = 2p y b3 = p?> + 3g°. Por el Lema
anterior, existen enteros m, n € Z, de diferente paridad y primos relativos, tales

que
b =m?+3n? p=m3—o9mn? g = 3m?n —3n3.

Luego, a®> = 2m(m — 3n)(m + 3n). Observe que los nimeros 2m, m — 3n, m + 3n son
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El Ultimo Teorema de Fermat

1. primos relativos (de lo contrario, m, n no serian coprimos), de modo que existen
e,f,g € Z" tales que 2m = e3, m — 3n = f3, m + 3n = g3. En particular, tenemos que
f2+g>=(m-3n)+(m+3n)=2m=e

lo que implica que (e, f, g) es solucion de la eq. de Fermat. Ademas,
efg < (efg)? = a®> = 2p = x +y < xyz, y esto contradice la minimalidad de (x,y, z).

2. En el caso (p,3) = 3, esto implica que p = 3r, con (r,q) = 1. Luego,
73 = 2p(p? + 3G®) = 18r(3r* + g?), y portanto existen enteros positivos a, b tales que
18r = a3 y 3r> + g2 = b3. De nuevo por el Lema, existen enteros m,n € Z* tales que

b =m?+3n? qg=m3—omn?, r=3m?n—3nd.

De aqui se sigue que a3 = 27(2n)(m — n)(m + n). De igual forma que en el caso
anterior, los nimeros 2n,m — n, m + n son primos relativos = existen e,f,g € Z+
tales que 2m = e3, m — n = f3, m + n = g3. En particular, tenemos que
f2+g=(m-n)+(m+n)=2m=e3y (ef,g) essolucion de la eq. de Fermat.
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El Ultimo Teorema de Fermat

2. Finalmente, efg < (efg)® = ‘2’—; < %3 = 3(18r) = 6r = 2p, lo que contradice
nuevamente la minimalidad de (x,y, 2).

En cualquier caso, la existencia de una solucion minimal (x,y, z) de la ecuacion de
Fermat, produce otra solucion (e, f, g) todavia menor. Portanto, la ecuacion x3 + y3 = 23
no tiene soluciones enteras positivas.
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