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Descenso de Fermat

Dada una ecuacion
f(X1, X2, ..., Xn) = O,

el método del descenso infinito permite mostrar que esta ecuacion no posee soluciones
enteras positivas o, sobre ciertas condiciones, permite hallar todas sus soluciones
enteras.

Si el conjunto de soluciones A = {(X4,...,Xn) € Z" : f(X4,...,Xn) = O} €S N0 vacio, nos
gustaria considerar la solucion “minima” en cierto sentido. En otras palabras, queremos
construir una funcion ¢ : A — Ny considerar la solucion (X,,...,Xp) € Acon ¢(Xy, ..., Xn)
minimo.

El método del descenso (descenso de Fermat, o descenso infinito) consiste en obtener,
a partir de esta solucion minima, otra todavia menor, lo cual claramente conduce a una
contradiccion, probando que A debe ser vacio.

Ya hemos usado este argumento antes, en el Algoritmo de Euclides. Alli, por ejemplo
dado un par (a,b) € N?, con a > b, podemos usar ¢(a,b) = b.
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Descenso de Fermat

Ejemplo: Encontrar todas las soluciones enteras positivas de la ecuacion
m? —mn —n? = +1.

Solucion: Observe que m? = n? +mn+1>n? = m > n. Con igualdad si, y s6lo si,
mn = —1 < (m,n) = (1,1). Esta es claramente una solucion.

Consideramos ahora una solucion (m,n), con m > n. Demostramos que (n,m — n)
también es solucion. Para ello, observe que
n*—n(m-n)—(m-n)> = n*>-nm+n*>—-m>+2mn—n?
n>+nm-m?> = —(m*>—-mn—n?) = ¥

Asi, si tenemos una solucion (m, n), podemos hallar una cadena descendente de
soluciones, y este proceso se detendra cuando hallemos una solucion (a, b), con a = b.
Invirtiendo el proceso, encontramos todas las soluciones: Si (m, n) es solucion,
entonces (m + n, n) también lo es. Portanto, todas las soluciones de la ecuacion son
(1,1),(2,1),(3,2),(5,3),- -, (Fng1, Fn), - - -

donde F, es el n-ésimo nimero de Fibonacci.
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Ejemplo: La ecuacion de MARKoV. Consideramos la ecuacion diofantina en enteros

positivos
X+ y? + 22 = 3xyz.

De entrada, (1,1,1) y (1,1,2) son soluciones. Ademas, como la ecuacion es simeétrica, sin
pérdida de generalidad podemos considerar solamente las soluciones de la forma

x <y <z, con coordenadas de forma no decreciente.

((1,1,2) solucion = (1,2,1) y (2,1,1) son soluciones).

Sea (x,y,z) una solucion con x <y < z,y con z > 1. El polinomio cuadratico

T2 —3xyT + (X* +y*) =0,

posee dos soluciones: una de ellas es z, laotraesz =3xy —z = @ € Z — {o}.

Veamos que siy > 1, entonces z <y, y asi (Z,x,y) también es solucion de la ecuacion

de Markov. Para ello, suponga por contradiccion que # =27z >y, esto es,
yz < x2 +y? < 2y2. En particular z < 2y. Se sigue que

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Descenso Infinito | Alan Reyes-Figueroa Page 3 UVG




Descenso de Fermat

5y* > y* +2° = 3xyz — X* = X(3yz — x) > X(3yz — y) > xy(3z — 1),
y portanto, 5y > x(3z —1).

Ahora, observe que si x > 2, entonces 5y > 2(3z — 1) > 5z, y portanto x =y = z = 2, que
no es solucion, lo que es un absurdo.

Luego,x:1y# >z = J+y>2z>y. Portanto,
® otenemos que ; +y =2zyeneste casoy =1y z =2, lo que contradice y > 1;

® 0y =z ysustituyendo en la ecuacion original, tenemos que 1+ y? + y2 = 3y?, lo
que implica quey = z =1, lo que contradice z > 1.

Esto muestra que Z/ <y, y (Z,y, x) es solucion de Markov.

Lo anterior muestra que dad una solucion (x,y,z) de la ecuacion de Markov, con z > 2,
siempre es posible encontrar una solucion menor (Z',y, x), y este proceso se detiene
solo cuando alcanzamos la solucion trivial (1,1, 1).
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(1,34.89)

(1,13,34)

(13,34,1325)

1 {1,5.13)

A )—1.2—(1.25) 5
(5,433,6466)

433

(29.433,37666)

(5,29,433)

2 (2,5,29)
(29,169,14701)

169

(2,169,985)

(2,29,169)

{13,194 7561)
< 194
(5,13,194)
(5,194,2897)
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