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Criterios de Divisibilidad

Mostramos ahora algunos de los criterios de divisibilidad que cominmente usamos.
Para ello, consideramos la representacion de un nimero entero n en base 10:

d

n=(aq...0,0,00)10 = Zamok.
k=0

Criterio del 2: Como 10 = 0 (mod 2), entonces

d d
n= Zamok = Z ax10f +a0 = ao  (mod 2).
k=0 k=1
———
=0

Asi,n =0 (mod 2) & ao, =0 (mod 2).
Luego,2 | n < 2| a,, esto es, un nimero es par, si y solo si su altimo digito es par.
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Criterios de Divisibilidad

Criterio del 5: De igual forma, como 10 = 0 (mod 5), entonces

d

d
n= Z a0k = Z ap10f + ap = a, (mod 5).
k=0 k=1

Asi,n =0 (mod 5) < ao =0 (mod 5). Luego,5 | n < 5] ao, esto es, un nimero es
divisible entre 5, si y solo si su altimo digito es 0 0 5.

Criterio del 10: De nuevo, como 10 = 0 (mod 10), entonces

d d
n=> 010" =) a,10* +ao=a, (mod 10).
k=0 k=1

Asi,n =0 (mod 10) < @o = 0 (mod 10). Luego, 10 | n < 10 | ao, esto es, un niimero es
divisible entre 10, si y solo si su Gltimo digito es 0.
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Criterios de Divisibilidad

Criterio del 4: Observe que 10 =2 (mod &),y 10f = 0 (mod &), para k > 2. Entonces
d d
n=> 010" =Y a,10* + a,10 + ao = 10a; + @  (mod 4).
k=0 k=2

Asi,n =0 (mod 4) & (a,00)10 = 100, + Ao = O (mod 4). Luego, 4 | n < 4| (a,00)10,
esto es, un namero es divisible entre 4, si y el nimero formado por sus ultimos dos
digitos es miltiplo de 4.

Criterio del 8: Observe que 10f = 0 (mod 8), para k > 3. Entonces
d d
n= Zamo’* = Z ap10® 4 a,10% 4 ;10 + ap = 1004, +10a; + Ao, (mod 8).
k=0 k=3

Asi,n =0 (mod 8) < (0,0400)10 = 1000, + 100, + Ao = O (mod 8). Luego,
8| n < 8] (a.0:00)10, €Sto es, un nimero es divisible entre 8, si y el nimero formado
por sus ultimos tres digitos es miiltiplo de 8.
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Criterios de Divisibilidad

Criterio del 3: Observe que 10 =1 (mod 3) entonces
n= Za,ﬂo = Zamk = Zak (mod 3).

Asi,n =0 (mod 3) < 39 _a,=0 (mod 3). Luego,3|n < 3|9 a, esto es, un
niamero es divisible entre 3, si y solo si la suma de sus digitos es miltiplo de 3.

Criterio del 9: Observe que 10 =1 (mod 9), entonces
d d
n= Zamok = Zam Zak (mod 9).
k=0 k=0

Asi,n =0 (mod 9) & zg:o ar =0 (mod 9). Luego, 9 |n < 9| zg:O Qy, esto es, un
namero es divisible entre 9, si y solo si la suma de sus digitos es miiltiplo de 9.
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Criterios de Divisibilidad

Criterio del 11: Observe que 10 = —1 (mod 11), entonces
d d

> a(—=1)*  (mod 11).

k=0 k=0

=]
|
=)
=
-
(@]
=
Il

Asi,n =0 (mod 11) & Y9 (—1)*a, =0 (mod 11). Luego, 11 | n < 11| 39 (—1)*ay,
esto es, un namero es divisible entre 11, si y solo si la suma alterna de sus digitos es
miltiplo de 11.

Existen otros criteros que son combinacion de los anterioes. Por ejemplo:
® n es divisible entre 6 si, y solo si, es divisible entre 2 y es divisible entre 3.
® n es divisible entre 15 si, y solo si, es divisible entre 3 y es divisible entre 5.

Estamos interesados en generar criterios para numeros primos, por lo general, niimeros
terminadosen1,3,70 9.
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Criterios de Divisibilidad

Criterio del 7: Dado n = (a4 . . . 3,0,0, )10, CONsideramos los nimeros que se obtienen de
separar la Gltima cifra de n, esto es

‘ad...aza1 I ao‘ — (ag...001)10 Y Qo.

En particular, el numero g = (aq . .. @.a,)1, corresponde a =%, y tenemos que
n =10q + Qo.

Consideramos ahora el namero F(n) = q — 2a, = ";J° — 2a,. Observe ahora que en
modulo 7

F(n)=q—2a,=0 (mod7) < =20, (mod7) < 10q =200, (mod 7)
< Nn=10G+ 0o =210, =0 (mod 7).
Luego,7 | n < 7| F(n) = q — 2a,. Este tipo de criterios radica en reducir la divisibilidad

modulo k de n, a un nidmero mucho menor (F(n) es aproximadamente la décima parte
de n).
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Criterios de Divisibilidad

Ejemplo: ;Es 441 divisible entre 7? ;Y 18467
Aplicamos el criterio anterior de forma sucesiva:
=44 —-2(1)=42=4—-2(2)=0 (mod 7).
Como 7 | 0, esto muestra que 7 | 441.
En el otro caso, de nuevo aplicamos el criterio
1846 =184 —2(6) =172=17—-2(2) =13=6 (mod 7).

Como 7113, esto muestra que 7 1 1846.
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Algoritmo para generar Criterios de Divisibilidad

Mostramos un criterio de divisibilidad general para nimeros terminados en 1,3,7, 6 9.

Aligual que en el caso del 7,sin = (aq . .. a,0,00 )10, CONsideramos los nimeros que se
obtienen de separar la Gltima cifra de n: g = (aq . .. 0.a1)10 = 55 y ao, de modo que
n =10q + ao.

Definimos el nimero F(n) en funcion de la terminacion del modulo m en el cual
queremos dividir:

m+1 .
om+ =9R+1, sim=10R+1;

=3kR+1, sim=10kR+3;
F(n) = q + ta,, donde t = 7,,}0+1

=7kR+5, sim=10kR+7,

=kR+1, sim=10k+09.

Veremos que la divisibilidad de un nimero modulo m, se reduce a mostrar la
divisibilidad de F(n) modulo m. Para ello, dividimos la prueba en casos:
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Algoritmo para generar Criterios de Divisibilidad

Prueba: Mostramos que m | n <= m | F(n).
Observe primero que para m terminado en 1, 3,7y 9, se tiene que (10, m) = 1.

*m=10R+1
(<) Suponga que F(n) = 0 (mod m). Entonces
F(n)=q+tao=0 (modm) = q+(9R+1)ao =0 (mod m)
= g+ (10R+1)ao — Rao =q — kao =0 (mod m)

= q=FRa, (mod m).

Luego, n =109 + a, = 10(kay) + ao = (10R + 1)ap = ma, = 0 (mod m).

(=) Suponga ahora que n = 0 (mod m). Para mostrar que F(n) =0 (mod m), es
suficiente mostrar que 10F(n) = 0 (mod m) (ley de cancelacion):

= 10F(n) =10(q + tay) = (109 + ao) + (10t — 1)a, (mod m)
= 10F(n)=n+ [10(9k +1) —1]ao (mod m)

= 10F(n) = 9(10R + 1)ap =9mMap, =0 (mod m).

n=o0 (mod m)
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Algoritmo para generar Criterios de Divisibilidad

*m=10R+3:
(<) Suponga que F(n) = 0 (mod m). Entonces
F(n)=q+tao=0 (modm) = q+ (3R+1)a, =0 (modm)
= g+ (10kR+3)ap — (7R+2)ap =0 (mod m)
= q=(7R+2)a, (mod m).

Luego, n =109 + ap = 10(7R + 2)a, + ao = 7(10kR + 3)ap = 7ma, = 0 (mod m).
(=) Suponga ahora que n = 0 (mod m). Para mostrar que F(n) =0 (mod m), es
suficiente mostrar que 10F(n) = 0 (mod m) (ley de cancelacion):
n=0 (mod m) = 10F(n) =10(q+ tao) = (109 + ao) + (10t —1)a, (mod m)
= 10F(n)=n+ [10(3R+1) —1]a, (mod m)
= 10F(n) =3(10kR+3)ap =3mMa, =0 (mod m).

~— ~—
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Algoritmo para generar Criterios de Divisibilidad

*mM=10R+7:
(<) Suponga que F(n) = 0 (mod m). Entonces
F(n)=q+tao=0 (modm) = q+(7R+5)ao =0 (mod m)
= g+ (10R+7)ao — (3R+2)ap =0 (mod m)
= q=(3kR+2)ag (mod m).

Luego, n = 10q + ap = 10(3k + 2)a, + Ao = 3(10R +7)ap = 3ma, = 0 (mod m).
(=) Suponga ahora que n = 0 (mod m). Para mostrar que F(n) =0 (mod m), es
suficiente mostrar que 10F(n) = 0 (mod m) (ley de cancelacion):
n=0 (mod m) = 10F(n) =10(q+ tao) = (109 + ao) + (10t — 1)a, (mod m)
= 10F(n) =n+ [10(7R + 5) —1]ao (mod m)
= 10F(n) =7(10kR +7)ap =7mMa, =0 (mod m).
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Algoritmo para generar Criterios de Divisibilidad

®* m=10R+09:
(<) Suponga que F(n) = o (mod m). Entonces
F(n)=gq+tago=0 (modm) = q+(R+1)a,=0 (mod m)
= g+ (10R+9)a, — (9kR+ 8)ap =0 (mod m)
= q=(9R+8)as (mod m).

Luego, n = 1049 + a, = 10(9R + 8)a, + Ao = 9(10R + 9)as = 9Ma, = 0 (mod m).
(=) Suponga ahora que n = 0 (mod m). Para mostrar que F(n) =0 (mod m), es
suficiente mostrar que 10F(n) = 0 (mod m) (ley de cancelacion):
n=0 (mod m) = 10F(n) =10(q+ tao) = (109 + ao) + (10t — 1)as (mod m)
—> 10F(n)=n+ [10(R+1) —1]a, (mod m)
= 10F(n) = (10kR +9)a, = ma, =0 (mod m).
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Ejemplo: Criterio de divisibilidad entre 7.

m = 7 es de la forma 10(0) + 7, de modo que F(n) = g+ (7R + 5)as = q + 500 = q — 20,
(mod 7).
Por ejemplo, si quisiéramos saber si 7 | 1810. Hacemos

1810 =181-2(0) =181=18—-2(1) =16 =2 (mod 7).

Como 7116, esto muestra que 7 { 1810.

Ejemplo: Criterio de divisibilidad entre 93.

m = 93 es de la forma 10(9) + 3, de modo que F(n) = g+ (3k+1)a, = q +28a, (mod 93).
Por ejemplo, si quisiéramos saber si 93 | 174189. Hacemos

174189 = 17418 + 28(9) = 17670 = 1767 + 28(0) = 1767 = 176 + 28(7) = 372 = 37 + 28(2)
= 93=0 (mod 93).

Como 93 | 93, esto muestra que 93 | 174189.
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Ejemplo: Criterio de divisibilidad entre 47.

m = 47 es de la forma 10(4) + 7, de modo que
F(n) =g+ (7R +5)a0 = g + 3300 = q — 140, (mod 47).
Por ejemplo, si quisiéramos saber si 47 | 2021. Hacemos

2021 =202 — 14(1) =188 =18 — 14(8) = —94 =0 (mod 47).

Como 47 | —94, esto muestra que 47 | 2021.

Ejemplo: Criterio de divisibilidad entre 95.

95 = 5 - 19. Basta estudiar el criterio del 19. m = 19 es de la forma 10(1) + 9, de modo
que F(n) =g+ (R+1)ao = q +2a, (mod 19).
Por ejemplo, si quisiéramos saber si 19 | 11325. Hacemos

11305 = 1130 +2(5) = 1140 = 114+ 2(0) =14 =11+2(4) =19 =0 (mod 19).

Como 19 | 19, esto muestra que 19 | 11305. Ademas, 5 | 11305, de modo que 95 | 11305.
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