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Bases

La notacion usual para nimeros naturales es llamada la notacion base 10, con digitos
0,1,2,...,9. Esto significa por ejemplo, que
196883 =1-10°+9-10* +6-10% + 8 -10° + 8 - 10" + 3 - 10°.

El siguiente resultado muestra como escribir cualquier natural en cualquier base d > 1.

Teorema (Representacion en Bases)
Sean n € N, y d > 1. Existe una tnica secuencia (los digitos de n en la base d)
Qo,as, ... ,qy, ... cCoN las siguientes propiedades

1. paratodok e N,0 < a, < d,

2. existe m € N tal que a, = o, para todo kR > m,

3. =350 ard®.

Prueba: Usando el Algoritmo de la Division, escribimos n = n, = n,d 4 a,, 0 < ao < d,
n, = n,d +a,, 0 < a, < d;y en general, n, = n,,d + a, con o0 < a, < d, y vale (1).
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Bases

Afirmamos primero que n, = 0, para algin k € N. De hecho, si n, < d™, entonces

n, = |%| < d™,y, mas generalmente, por induccion se muestra que n, < d™*. En
particular, para k > m, tenemos n, <1 = ny = 0.

Se sigue de ahi que ay, = 0, para todo k > m, lo que muestra (2).

Para mostrar (3), procedemos por induccion sobre m + 1 el nimero de digitos a; no
nulos. Param=0,n=a, <d = n=a, = ao - d° y se cumple la representacion.
Supongamos valida la propiedad para todo niimero entero con a lo sumo m digitos en
su representacion base d. Entonces, si n = (am - - - G100 )4, tenemos que n = dn, + ao. En
particular n, = (an, - - - a;)4. Por la hipotesis inductiva aplicada a n,

m-—1 m-—1 m m
n=dn,+a,= d(Zaj+1dj> +a = Zamdj“ + a0 = Zajdj +ao = Za,-dj.
j=o0 j=0 j=1 j=o0

Para la unicidad, suponga que n admite dos representaciones en base d:
> koo rd® = n =37, bed®. Si las secuencias {a,} y {br} son distintas, existe un
menor indice j tal que a; # b;. Tomamos
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Bases

aj+ > apd" =bj+> bed"T = aj—bj=> (by—ar)d",
R>j k>j k>j

lo que muestra que d | aj — b;. Pero 0 < ag, b, <d = 0 < [a; — bj| < d, implica que
a; — bj = 0, y portanto a; = bj, un absurdo ya que estos son distintos. Esto muestra que
la representacion en base d es Unica.

Notacion: Ignorando los ceros iniciales, escribimos n = (am@m—_1-- - @:100)g = Z'::O agd®,
y llamamos a ésta la representacion en base d de n.
Ejemplo: La representacion binaria de n = 105 es
105 =12°+1-254+0-2+1-2° +0-22+ 02 +1=2°+ 2%+ 23 +1,
o, en forma compacta, 105 = (1101001),.
Ejemplo: Por otro lado, la representacion (1001111), corresponde a
n=1-2°40-2540-2+1-2241-224+1.24+1=25423 422 +1=79.
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Potenciacion Modular

Aplicacion: Calculo de potencias grandes modulo n.

Con frecuencia deseamos calcular el valor de una potencia a® (mod n), cuando k es
grande. ;Existe una forma eficiente de obtener este calculo?

Uno de esos procedimientos, es llamado el algoritmo exponencial binario, y se basa en
elevar al cuadrado de forma sucesiva, modulo n.
Mas especificamente, el exponente k se escribe en forma binaria, como

m
k= (bmbm_s---babibo), = > bi2',  conb;=006b;=1.

i=0

m
m i
ak = >t bi2 :l_labi2 Ha (mod n).
i=o0

bi=1

Luego

y los valores a (mod n) se calculan para las potencias de 2, que corresponden a los 1's
en la representacion binaria de R, y se multiplican.
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Potenciacion Modular

Ejemplo: Calcular 5" (mod 131).
Primero, expresamos el exponente 110 en base 2 como
110 = 64 + 32+ 8 + 4 +2 = 2° 425 + 23 4+ 22 + 2" = (1101110),.

Obtenemos ahora las potencias de 52 (mod 131), correspondientes a los 1's en la
representacion anterior:

52 = 25 (mod 131),
5% = 252 =625=101 (mod 131),
52 = 1012 =10201 =14 (mod 131),

56 142 = 12996 =27 (mod 131),
277 =729 =74 (mod 131),
74° = 5476 =105 (mod 131).
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Potenciacion Modular

Multiplicamos ahora los resultados parciales, correspondientes a los 1's en la expansion
binaria del exponente

50 — 5% .53 .58 .54. 52 =105-74- 114 - 101-25 = 60 (mod 131).

Como una variacion del procedimiento anterior, se podrian calcular modulo 131, las
potencias 57,53, 5%, 5™, 5% 548 5% para llegar al resultado

50 =5% .52 .52 = 41.117-25 =60 (mod 131),

lo que requeriria menos multiplicaciones.
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Potenciacion Modular

Algoritmo: (Potenciacion modular binaria).
Inputs: b > 1la base, k € Z* el exponente, n € Z* el modulo.

Assert b,koneZ,b>1andk,n>1.
If (n = 1):

return o
Else:

result = 1

b =b mod n

While (k > 0):

If ((k mod 2) = 1):

result = (result * b) mod n
b = (b * b) mod n
k =k » 1
return result.
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Potenciacion Modular

Existen otros algoritmos de potenciacion modular rapida. Por ejemplo:
® Reduccion de Montgomery,
® Multiplicacion de Kochanski,
® Reduccion de Barrett.

La reduccion de Montgomery y la reduccion de Barret se utilizan para calcular el residuo
cuando el modulo es muy grande. Por otro lado, la multiplicacion de Kochanski es un
método serializable.
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Potenciacion Modular

Teorema
Sea P(x) =S¢, ckx® una funcion polinomial de x, con coeficientes enteros cy, € Z. Si
a = b (mod n), entonces P(a) = P(b) (mod n).

Prueba: Como a = b (mod n) de las propiedades de congruencias, tenemos que a* = b*
(mod n), para todo k = 0,1,2, ..., m. Luego, c,a® = c,b* (mod m), para todo
k=0,1,2,...,n. Sumando todas estas congruencias, se obtiene

P(a) = 31, Cra" = Yok, Ckb® = P(b)  (mod n).

Corolario
Si a es una solucién de P(x) = 0 (mod n) y a =b (mod n), entonces b también es una
solucion.

Prueba: Del teorema, a = (mod n) implica que P(a) = P(b) (mod n). Por tanto, si a es
una solucion de P(x) = 0 (mod n), entonces P(b) = P(a) = 0 (mod n), y b una solucion.
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