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La ecuacion xa + yb = ¢

Recordemos:

Teorema (Teorema de Bézout)
Para todo a,b € Z, existen M, N € Z tales que Ma + Nb = d, d = (a, b).

Propiedad

La ecuacion diofantina xa + yb = ¢ admite solucién en Z si, y sélo si, d | ¢, donde
d=(a,b).

Si (X0, Yo) es una solucién particular de la ecuacion, entonces todas las otras soluciones
son de la forma X = Xo + gt, y=Yo— gt teZ.

Prueba: (=) Como d = (a, b) existen enteros r,s € Z cona = dr, b = ds.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

La Ecuacion xa +yb = ¢ | Alan Reyes-Figueroa Page 1 UVG




La ecuacion xa + yb = ¢

Si existe una solucion (xo,Yo) € Z?, entonces
€ = X0 + Yob = Xo(dr) + yo(ds) = d(xor +Vos) = d|c.

(«<) Sea d | c. Entonces ¢ = dg, para algin g € Z. Por el Teorema de Bézout, existen
enteros M, N € Z tales que d = Ma + Nb. Entonces

(Mg)a + (Ng)b = (Ma + Nb)g = dq = c,
y (Mg, Ng) € 72 es una solucion de xa + yb = c.

Para la segunda afirmacion del teorema, supongamos que se conoce una solucion
(Xo,Y0) € Z2 de la ecuacion dada. Si (x',y’) € Z? es cualquier otra solucion, entonces
axo + by, = ¢ = ax’ + by’. Lo anterior es equivalente a a(x’ — xo) = b(Yo — ¥').
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La ecuacion xa + yb = ¢

Tenemos a(x’ — Xo) = b(yo — ¥).
De nuevo, como d = (a, b), existen enteros primos relativos r y s, tales que a = dr,
b = ds. Sustituyendo estos valores en la ecuacion anterior y cancelando el factor comiin
d, entonces
r(x" = xo) = s(Yo — ¥').

La situacion es ahora la siguiente: r | s(yo — y’), con (r,s) = 1. Del lema de Euclides,
r|yo—V’; 0, en otras palabras, y, — y’ = rt para alglin niimero entero t € Z.
Sustituyendo, obtenemos

x' — xo = st.

Esto lleva a las formulas

X =Xo+St=xo+ 5t Yy =yo—rt=y,— 3t
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La ecuacion xa + yb = ¢

Sin importar el valor de t € Z, estos valores satisfacen la ecuacion diofantina, pues

ax'+ by’ = a(xo+gt) +b(yo— §t) = (a%o +byo) + (F — F )t
——

= C

Entonces, existen infinitas soluciones a la ecuacion, una para cada t € Z, en la forma
requerida.

Corolario
Si(a,b) =1ysi(xo,Yo) € Z* es una solucion particular de la ecuacion diofantina
xa + yb = ¢, entonces todas las soluciones son de la forma

X = Xo + bt, y =Y, — at, teZ.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

La Ecuacion xa + yb = ¢ | Alan Reyes-Figueroa Page 4 UVG




Discutir la solucion general para las siguientes ecuaciones diofantinas:
i) 6x+51y =22
i) 1ux + 35y = 93

iii) 33x + 14y = 115.
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Solucion: Las primeras dos ecuaciones no poseen solucion, pues 3122y 71 93.

La tercera ecuacion, 33x + 14y = 115, d = (33,14) = 1y 1|115. Entonces esta ecuacion
lineal si posee soluciones enteras.

Para encontrarlas, resolvemos la ecuacion homogénea 33x + 14y = 1, mediante el
algoritmo de Euclides. Tenemos:

33 = 2(1)+5
% = 2(5)+4
5 = 1(4)+1.

Asique1=5—4=5—(14—2-5) = 3(5) — 14 = 3(33 — 2- 14) — 14 = 3(33) — 6(14).
Multiplicando esta dltima ecuacion por 115, obtenemos 345(33) — 805(14) = 115, lo que
produce la solucion base x, = 345, Yo = —805.

El resto de soluciones enteras esta dada por la parametrizacion

X = 345 + 14t, y = —805 — 33t, teZ.
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Generalizacioness

Hemos visto que el MDC es asociativo, esto es ((a,b),c) = (a, (b,c)) paraa,b,c € Z.
Definimos la notacion

(a,b,c) =MDC(a,b,c) = ((a,b),c) =(a,(b,c)).
En general, para una secuencia finita de enteros a,, a,, . .., a, € Z, definimos

(a4,0,...,a,) = MDC(a4,Q,, ..., Qp).

Gracias a la asociatividad, este maximo divisor comiin generalizado se calcula de forma
inductiva
(a4,0;,...,a5) = ((a1,0, ..., 0n_4), Qn).

Propiedad (Bézout)
Para cualesquiera a, b, c € Z, existen M, N, P € Z tales que Ma + Nb + Pc = d, d = (a, b, c).
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Prueba: Sea d = (a, b, ¢). Primero calculamos d, = (a, b). Por el Teorema de Bézout,
existen enteros M,, N, € Z tales que

M1a + N1b == d1.

Ahora consideramos d = (d,, ¢). De nuevo, por el Teorema de Bézout, existen enteros
Q,P € Z tales que

Sustituyendo la primera igualdad en la segunda, obtenemos
d = Qd, + Pc = Q(M,a + N,b) + Pc = (QM,)a + (QN,)b + Pc.
Haciendo, M = QM, € ZZ,N = QN, € Z,P c Z, resulta
Ma +Nb+Pc=d. o
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Propiedad (Bézout Generalizado)
Para cualesquiera a,, a., ... ,a, € Z, existen My, M,, ..., M, € Z tales que

Mia; + Mya, + ...+ Mya, =d, cond=(ay,...,an).

Prueba: Se resuelve por induccion sobre el Teorema de Bézout. (Ejercicio!).

;Qué ocurre con la ecuaciones lineales de mas de dos variables?
Al igual que en el teorema de Bézout, tenemos la siguiente generalizacion
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Teorema (Soluciones enteras de ecuaciones lineales)
La ecuacién diofantina ax, + a,X, + ... + a,x, = kR admite solucion en Z si, y solo si,
d| R donded = (a4,...,an).

Si (X1,0,X2,05 - - - s Xn.0) € Z" es una solucion particular de esta ecuacion, entonces todas
las otras soluciones son de la forma

X1 = X0+ Ciaty + ...+ Cintp,
Xy = Xzo0+ Caaty +...+ Coptp,
Xn—1 = Xn-10*+ Cn—12la + ...+ Chqntn,
Xn = tp,
donde las c;; son constantes enteras, y los t,t,...,t, € Z corresponden an — 1

pardmetros enteros.
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Ejemplo: Hallar las soluciones enteras de la ecuacion 6x + 9y + 152 = 12.

Solucion: Sea d = (6,9,15) =3y 3 | 12 = hay soluciones enteras. Dividiendo entre d,
resolvemos la ecuacion fundamental 2x + 3y + 5z = 4.

Fijamos z = s € Z. Entonces hacemos 2x + 3y = 4 — 55 = ks, y resolvemos la eq. base
2X+3y=1.
(X0, Y¥0) = (—1,1) € Z? es solucion. Luego, el resto de soluciones estan dadas por

X = —1+43t, y=1-—2t, teZ.
De ahi que las soluciones de 2x + 3y = ks son de la forma
X = —Rs + 3t, y = ks — 2t, teZ.

Asi,
y = 4—55—2t
zZ = S, paras,tc Z'D
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Estas son las soluciones de 2x + 3y + 5z = 4, y también son las soluciones de la ecuacion

original 6x + 9y + 15z = 12.

La siguiente tabla muestra algunas de las soluciones obtenidas

s |t X |y |z 6X + 9y + 152
Al -12] 11| -] 6(-12) +9(11) +15(-1) = 12
110 | -9 [ 9 |-1] 6(-9)+9(9)+15(-1)=12
11| -6 |7 |-1] 6(-6)+9(7)+15(-1) =12
ol 7|6 o] 6(-7)+9(6)+15(0)=12
o|o| -4 | 4| ol 6(-4)+9(s)+15(0)=12
o 1 1| 2] 0| 6(-1)+9(2)+15(0)=12
1= 21| 1] 6(=2)+9(1)+15(1)=12
1 1 |11 6( 1) +9(-1) + 15( 1) = 12
1)1 3 1 || 6(a)+9(-3)+15(1) =12
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