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Motivacion

La teoria de nimeros es el estudio de los nimero naturales Ny sus propiedades, y por
extension de los nimeros enteros Z o los racionales Q. Es una de las ramas mas
antiguas de la matematica.

En este curso haremos un desarrollo de la teoria de nimeros “clasica”, y haremos una
breve introduccion a la teoria algebraicas de niimeros, y a la teoria analitica de
nimeros. Conviene conocer muy bien

¢ fundamentos (induccion, relaciones de orden y equivalencia)

® técnicas discretas (combinaciones, permutaciones, recurrencias)

® algebra lineal,

¢ calculo, un poco de analisis real,

® elementos de grupos y de anillos,

® programacion.
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Un poco de historia

Ndmeros y mas. Culturas como Sumeria, los babilonios, los egipcios, las civilizaciones

del Valle del Indus, China, las culturas en Mesoamérica, entre otros, seguramente fueron
los primeros en desarrollar un estudio de los niimeros (naturales).
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Un poco de historia

(Arriba): Tablillas ceramicas. (Abajo): Tabla Plimpton 322.
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Un poco de historia

[X] HhEH=RET

Hhi:
Eh=lied

(Arriba): Papiro de Mosc. (Abjo): Detalle
del Papiro de Rhynd.

Papiro de Rhynd.
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Un poco de historia
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Zhoubi Suanjing es uno de los mas an-
tiguos escritos chinos sobre matematicas.
“Zhou” se refiere a la dinastia Zhou (circa
1050-250 B.C.

Jia Xian, siglo XI a.D.
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Un poco de historia

The Initial Series on Yaxchilan Lintel 29
(notshown)records the birth date of
Yaxun Bahlam IV on 9.13.17.12.10 80k
13 Yax. Lintel 30 records the associated
819 (2.4.19) Day Station beginning with
the Distance Number 17 K'ins, 1 Winal,
~and 1 Tun at E1-F1 that counts backward
from9.13.17.12.10 to 1 Ben1 Ch'en (E2-

—components of the event are present at
E3-F5, including the proto-Cholan

positional verb root, wa’, ‘standing

g —upright’ at E3. The direction e/k’in, ‘east’
1 and the color chak, ‘red’ appear at F3 and
Eda. K'awiil appearsat ES. (Drawing by

—Graham, 1976).

(Arriba): Detalle Codice Dresden. (Abajo):
Yaxchilan Lintel 30.
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Cuenta Larga: 12.10.1.13.29 'S te” w’l
Sori sumplementaca

Himaro g dtancia s Cuent Largay I focha de 810 ia: 11617
Focha gl calendaro 0 819 dias: 129.19.195 | Ghkcen 7 Grien
Frase vt socac ol calendroce 819 ias

Frase vrta socac 1 fecha e Corda Lorga do I iscrcén
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Un poco de historia

Teoria de niimeros en Grecia. Los griegos, a distincion de las otras culturas, fueron los
primeros en innovar y explicar el comportameinto del mundo.

A ellos debemos
® El esquema deductivo, usado hoy en matematica.
® El método axiomatico.
® |as primeras obras documentadas/organizadas sobre matematica.

® Laaritmética y la geometria estaban ligadas.
® Los griegos eran misticos. Gustaban de nimeros con propiedades especiales.
® Simpleza, relaciones simples entre cantidades.
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Un poco de historia

Triangular Mumbers

14243+.. 4+ n="0t)

Sgusre Numbers

O O O

1 4 9

Pertagonal Mumbers
g 14+3+5+
5 12
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Un poco de historia

0 propiedades como el Teorema de NicOmMANO (circa 100 a.D.)

P+ 4P+ 4 =(1+2+3+...+n)? = (2L2H)2
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Un poco de historia

La Escuela Pitagorica.

PITAGORAS de Samos (circa 600 B.C.). Considerado el primer
matematico. Fue estudiante de TALES de Mileto, y de ANAXIMANDRO.
Contribuy6 de manera significativa en el avance de la matematica
helénica, la geometria y la aritmética, derivadas particularmente de
las relaciones numéricas, y aplicadas por ejemplo a la teoria de pesos
y medidas, a la teoria de la misica o a la astronomia.

Viajo a oriente, donde se instruye en ritos sagrados, los cultos
mistéricos, asi como las matematicas cultivadas por los egipcios,
babilonios, caldeos.
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Un poco de historia

Hoy es conocido por el Teorema de Pitagoras. Descubierto y re-descubierto muchas
veces y muchos anos antes por otros en Asia.

c b .cﬂ“ 4
a k a‘

cl=g?+ b2

(2,3)
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Un poco de historia

Ternas pitagoricas: (a, b, c) € N3 con
a? + b? = 2. Parametrizaciones

B
N

!Y/ | Q!/I |
Hallar ternas pitagorica equivale a hallar

puntos racion(aclsg sobse el circulo:
- -) =1
c

()
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Un poco de historia

La Escuela Pitagorica. Movimiento filosofico-religioso siglo VI B.C.
Formada por astrologos, misicos, matematicos y filosofos, cuya creencia
mas destacada era que el mundo era explicable en nimeros.

® Contribuciones a la medicina, astronomia, masica, ...

® Explicar el mundo en proporciones “divinas”: proporciones
racionales simples 4.

® Hipaso de Metaponto: descubre nimeros irracionales.
® Ternas pitagoricas: (a, b, c) soluciones de a* + b? = c.

15 3 7 om0
11 5/4 32 74 1/8 13/8 17/16 11?9’16
i
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Un poco de historia

EucLIDES (circa Siglo IV B.C.) Los Elementos, libros VI a IX. Dedicados
a la aritmética.

® Nimeros primos.

® Libro IX, Proposicion 20: “Los niimeros primos son mas que
cualquier multitud asignada de nimeros primos”.
En lenguaje moderno: El conjunto de niimeros primos es
infinito.

* Numeros perfectos: n es perfecto si sus divisores < n suman n.

® Libro IX, Proposicion 36: SiM =1+2+ 4+ ... +2"" es primo,
entonces M2"" es perfecto.

213 6947 e
Furstentum 85
Liechtenstein

d
q
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Un poco de historia

® Relacion entre la aritmética y la geometria.

® El algoritmo de Euclides: forma eficiente de hallar el maximo
divisor comin de dos nimeros ay b.
En lenguaje moderno: El conjunto de niimeros primos es
infinito.

* Nimeros perfectos.

® Libro IX, Proposicion 36:SiM=1+2+4+8+... +2""es
primo, entonces M2"~" es perfecto.
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Un poco de historia

1PFC TFC 3FC

Euclid's example

il

D

*FC 49 2

Nicomachus' example

960

- 20

500
460

Varias formas de visualizar el algoritmo de Euclides.

Introduccion | Al

an Reyes-Figueroa

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Page 16

UuvG




Un poco de historia

Nueva generacion de matematicos griegos:

ApoLONIO de Perga. (circa 200 b.C.) Conicas.
PTOLOMEO (circa 150 a.D.) el Almagesto.
DIoFANTO de Alejandria (circa 300 a.D.).

PAPPUS de Alejandria (circa 250 a.D.). Trabajos en
geometria.

TEON de Alejandria (circa 360-370 a.D.). Comentarios a
varias obras.

HYPATHIA de Alejandria (circa 400 a.D.). Trabaja mas en
temas como conicas, astronomia, geometria y optica.
Comentarios a la Arithmetica de Diofanto.

Introduccion | Alan Reyes-Figueroa Page 17 UVG
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Un poco de historia

DioFANTO de Alejandria (circa siglo 11l b.C.) .

® Publica la Arithmeticorvm, un tratado de 13 libros de los cuales solo
se conocen 6.

hd Epltaﬁo en forma de problema. Transelnte, esta es la tumba de Diofanto: los nimeros

pueden mostrar, joh maravilla! la duracion de su vida. Su nifiez ocup0 la sexta parte de su vida; después, durante

DIOFANTO

la doceava parte, de vello se cubrieron sus mejillas. Paso aun una séptima parte de su vida antes de tomar esposa DIOPHANTI
y, cinco anos después, tuvo un precioso nifo que, una vez alcanzada la mitad de la edad de la vida de su padre, “;ﬁﬁ’é@‘ﬁﬂ?&téﬂl

pereci6 de una muerte desgraciada. Su padre tuvo que sobrevivirle, llorandole, durante cuatro anos. De todo esto

se deduce su edad.

Ftmtit5+5ta=x

® Ecuaciones diofantinas: ecuaciones con soluciones enteras o

racionales.
Introduccién | Alan Reyes-Figueroa Page 18 uvERDAR
| UVG s




Un poco de historia

Entre las ecuaciones diofanticas mas populares de esa época estaban:
® ax+by=c,cona,b,ceZ.
® a2+ b?=c2
Ecuacion de Pell: (PELL siglo XVII a.D.). Diofanto estudio las ecuaciones de la forma

x> —Ny? =1, con N entero no cuadrado.

Relacion con aproximacion de nimeros. Por ejemplo, las soluciones racionales de la
.- . . 2
ecuacion x2 — 2y? = 0, corresponden a soluciones racionales de ;‘—2 =2,0

equivalentemente § = V2.

Las soluciones de la ecuacion x2 — 2y? = 1, corresponden a ]
aproximaciones racionales de v/2: (3,2), (17,12), (99, 70), ...

3215 2214666, £ ~1.414285,... — /2 ~ 1.414213562373... e

2 12 70
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Un poco de historia

ARQUIMEDES (circa 250 B.C.) Problema del ganado (cattle problem). Relacionado con las
soluciones de la ecuacion de Pell u?2 — 6,097,766 v = 1.

o T T T 132

Ll dd. warers

7112 ten S o '
e 1 bbbl
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Un poco de historia

Teoria de niimeros en Asia: Posterior a los griegos, el desarrollo de la matematica en
general se mueve a Asia (Persia, Arabia, China, India).

® Desarrollo del algebra.

® Sistemas de numeracion decimal.

En la teoria de nimeros tenemos los trabajos de BRAHMAGUPTA (circa 600 a.D.) y de
BHASKARA (circa siglo XII a.D.).
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Un poco de historia

Brahmagupta
* India redescubre la ecuacion de Pell.
® BRAHMAGUPTA hace avances en la solucion de la eq. de Pell.
® Compone soluciones de dos ecuaciones de Pell

X —Ny =R, y xX*—Ny*>=h,

para producir soluciones de x2 — Ny? = k;k,.

Bhaskara:
® Bhaskara extiende el método de Brahmagupta.

® Produce soluciones para todas las ecuaciones de la forma x2 — Ny? = 1, para
cualquier N > 1 no cuadrado.

® |lustra el caso N = 61, cuya menor solucion es extremadamente grande.
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Un poco de historia

China: Dinastia HAN (circa 200 b.C. y 200 a.D.).
® Uso del algoritmo de Euclides para simplificar fracciones con el m.d.c.
® Solucion de ecuaciones de la forma ax — by = ¢, por ejemplo 1461x = 118y — 4
® Conocimiento de ternas pitagoricas.
® Congruencias, por ejemplo, 1461 = —4 (mod 118).

SUN TzI SUANJING 6 SUN TzU SUAN CHING (circa 400-600 a.D.)

® Publica tratado “Matematicas clasicas del Maestro Sun”.
Compendio de matematica. Uno de los 10 canones
computacionales de la dinastia TANG.

® Teorema Chino del residuo.

2888 21,
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Un poco de historia

® ARYABHAT 6 ARYABHAT | publica la Aryabhatiya en 499.
® QIN JIUSHAO publica Mathematical Treatise en 1247.

Europa en la edad media: Oscuridad total.

® LEONARDO DE PisaA alias FiBoNAccl (circa 1200 a.D.) Estudio de secuencias numeéricas.
Publica el Liber abaci en 1202.

® LEVI BEN GERSHON 0 GERSONIDES (circa siglo XIV). Encuentra formulas para el
nimero de combinaciones y permutaciones. Pruebas rudimentarias por induccion.
Triangulo de Pascal.
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Un poco de historia

® LEvi BEN GERSHON da expresiones para |

(}) = win—ryi- Propiedades del tipo | 171 |
(r) = 22) + (") 13 3 1
1 4 6 4 1
15 10 10 5 1

® Cerca de establecer la induccion matematica, si
no de inventarla. Para mostrar P(n), Vn se
demuestra P(1), y para n arbitrario, se prueba
P(n) = P(n +1).

a+b

® BLAISE PAscAL (1623-1662) publica su Traité du @ +2ab +1?
. . PR @ +3d%b + 3ab* + b
triangle arithmetique en 1654. Establece que @+ 40D + 6207 4 dab? + 1
(a+ b)" es una funcion generadora del namero @ ta sl 5 10as s bul b
. . a® +6a°b + 15a*b* + 20a°b* + 15a*b* + 6ab® + b®
de combinaciones. @’ +7a% + 21a3b% + 35a*b3 + 35a3b* + 21a2b° + Tab® + b7
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Un poco de historia

Renacimiento de la teoria de nimeros: Siglos XVII a XIX,
donde la teoria de los niimeros toma su lugar, tal como la
conocemos hoy.

PIERRE DE FERMAT (1601-1655)
BLAISE PASCAL (1623-1662)

® LEONHARD EULER (1707-1783)
J. L. LAGRANGE (1736-1813)

A. M. LEGENDRE (1752-1833)
KaRL F. Gauss (1777-1855)
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Un poco de historia

® FERMAT. Abogado. No publico muchos de sus trabajos.

® Co-fundador de la geometria analitica.

® Interés en curvas, geometria, optica. Se interesa por las obras de Diofanto.

® Un primo p de la forma 4m + 1 es suma de dos cuadrados. Un primo de la forma
4m + 3 no.

® Pequeno teorema de Fermat nP~" =1 (mod p).

® Teorema del binomio, Teorema del multinomio.

® Famoso por el “Gltimo” teorema de Fermat: no hay soluciones no-triviales para
a"+b"=c",n>2.

* Trabajos en curvas cibicas. Su trabajo da inicio a las funciones elipticas, y a lo que
hoy conocemos como puntos racionales sobre curvas, y curvas elipticas.
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Un poco de historia

® EULER. Se interesa en la teoria de nimeros a partir de los trabjos de Fermat.

® Interes en primos. Primos de Mersenne (2" — 1), primos de Fermat (22" + 1). Primos
de Goldbach.

® Suma de los inversos de los primos:
1\—1 __ 1
[Ho-57"=>5
P p
® Funcion totiente ¢(n) que cuenta el nUmero de primos relativos a n.
® NiOmeros perfectos.

® Conjetura la ley de reciprocidad cuadratica.
e Ultimo teorema de Fermat para el caso n = 3.
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Un poco de historia

® | AGRANGE. Fracciones continuas.
® Extiende los trabajos de Fermat en congruencias.
® Sumas de 4 cuadrados n = a® + b? 4+ ¢ + d>.

® LEGENDRE Demostracion del Gltimo teorema de Fermat para el cason =5
® Ley de reciprocidad cuadratica, simbolo de Legendre.

® Pionero en la distribucion de nimeros primos. Aplica analisis a la teoria de
nimeros. Conjetura en 1798 el teorema de los niimeros primos.

® Gauss Congruencias con notacion algebraica. Reciprocidad cuadratica. Distribucion
de primos.

e Ultimo teorema de Fermat para n = 4. Enteros gaussianos.
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Un poco de historia

f ) 3500 230
| Sumer | | Estados Sumerios i) |
Acadios 73302112 __Amoritas__ Kassitas 1159 Caldsos 606-523
Babilonia | |
1800 1235 200 613
Asiria | | & I | ]
imperio e rsa 525

Persia PersialArabia

Egipto 3100 escriura  ZF00-2050  030-1785 1570-1083 525 Persas 332 A. Magne

Valle Nilo: Pueblos neoliticos prehistéricos

2300 escritura 1750 1300 Ganges 1000 563 Buda 535 Pemas

[ Valle Inde | Harappa [ VEdico [ Fostvaicn [T Maurya | India |

China 2000 escritura 1600 1100 770 600 Confucio 221 Impetin
[ Valle Huang Ho: Pueblos neoliticos [ Dinastia Hia | D.Shang [Cheu s

1700 decadencia__ 1430

Creta Cnosos: comercio Cnosos: recupers invasion de Micenas
Come rcio Maritime 1450 Escritura 1200: qusrras civilss, fi
[ Micenas [ogomin] ] Fermat, Euler, Gauss
Periorda Clisica y Helenisico Edad Media :l
=
5000 BC 45IJE! BC 4EIEIE|I BC ?WF‘I BC 3|JD|J| BC 25DE|I BC 2EIEIEI|E[‘, 15EIEI‘BC mnu‘ BC EDD‘BC I|J E.oulaD 100L aD 150|0 aD Zuuln ab

Linea de tiempo de las principales contribuciones en teoria de nimeros. (Ver al final del
libro de Burton, otra linea de tiempo mas detallada.)
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Induccion Matematica

Teorema (Principio de buen orden)

Cada conjunto no vacio S de enteros no negativos contiene un elemento minimo; es
decir, hay un entero a en S tal que a < b, paratodo b € S.

Teorema (Propiedad Arquimedeana)

Si ay b son niimeros enteros positivos, entonces existe un entero positivo n tal que
na > b.

Prueba: Suponga que el enunciado del teorema no es verdadero, de modo que para
algunos ay b, na < b para todo entero positivo n.

Entonces el conjunto

S ={b—na: nesun entero positivo}
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Induccion Matematica

consta enteramente de nimeros enteros positivos.
Por el principio de buen orden, S posee un elemento minimo, digamos, b — ma.

Observe que b — (m + 1)a también se esta en S, ya que S contiene todos los enteros de
esta forma. Ademas, tenemos que

b—(m+1a=(b-ma)—a<b-ma
contrario a la eleccion de b — ma como el menor nimero entero en S. Esta contradiccion

surge del supuesto inicial que la propiedad Arquimedeana no es valida. Por tanto, esto
prueba el teorema.
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Induccion Matematica

Teorema (Primer principio de induccion finita)
Sea S un conjunto de enteros positivos con las siguientes propiedades:

1. El namero entero 1 pertenece a S.

2. Siempre que un entero k esté en S, el siguiente entero k + 1 también esta en S.
Entonces, S es el conjunto de todos los enteros positivos Z™.

Prueba: Sea T el conjunto de todos los enteros positivos que no estan en S, y suponga
que T no es vacio.

Por el principio del buen orden, T posee un elemento minimo, que denotamos por a.
Como 1 € S, ciertamentea > 1, porloqueo<a—-1<a.
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Induccion Matematica

La eleccion de a como menor entero positivo en T implicaquea—1¢T = a—1€S.
Por hipotesis,a—1€S = a=(a—1)+1¢€S5,loque contradice el hecho de quea € T.

Portanto, T=2yS=72".
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