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Introduccion

* 1978
* John McKay

® (Observa una coincidencia entre el j-invariante modular y la
dimension del menor de los espacios irreducibles del grupo
Monstruo (M).

La expansién en serie de Fourier:

j(q) = ¢! + 744 + 196884¢ + 21493760 + -

donde ¢ = e?™7 y 7 es un punto en el semiplano superior.
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Grupo Monstruo

® Grupo esporadico mas grande

¢ Orden aproximado de 8 x 10%3

Grupos esporadicos
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Propiedades del Grupo Monstruo

® Dimension del menor espacio de representacién no trivial:
196883

® Es simple, es decir, no tiene subgrupos normales distintos de los
triviales

® Su estructura algebraica genera extensiones modulares en varias
dimensiones.

® Sus simetrias son altamente relevantes para la fisica tedrica y
ciertas teorias de campos.
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Caracteristicas

® Es el miembro mas complejo de los grupos finitos simples

® Es particularmente importante porque su complejidad y
estructura tienen conexiones con otras areas.
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Funciones Modulares

® Funciones complejas invariantes bajo la accién del subgrupo
modular SL(2,Z). Este grupo actia en el semiplano superior de
los ntimeros complejos y aparece en la teoria de nimeros, la
geometria compleja y la fisica tedrica.
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SL(2,7)

Regién fundamental

Area en el semiplano superior donde cada punto es
representativo

Cualquier otro punto puede obtenerse —> transformaciones del
grupo

El grupo puede ser generado usando solo dos matrices
especificas, denominadas Sy T

S inversién, lleva 7 a —%

T horizontal, lleva 7 a 7+ 1
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j-invariante

Funcién modular de peso cero para el grupo SL(2,Z).

Es una funcién invariante bajo las transformaciones de este grupo.
T se encuentra en el semiplano superior de los niimeros complejos.
Simetria:

* El valor de j(7) no cambia al aplicar transformaciones
especificadas por el grupo SL(2,7Z)
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Importancia de j

Clasifica a las curvas elipticas, actia como identificador.

® Dos curvas elipticas son distintas si y solo si tienen diferentes
valores de j
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Expansidon en serie de Fourier

j(q) = q ' + 744 + 196884¢ + 214937604> + ---

2miT

donde g =€ y 7 es un punto en el semiplano superior.
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Conjetura de Monstrous Moonshine

Establece que:

* Existe una conexién entre la teoria de grupos finitos (en
particular el grupo Monstruo) y las funciones modulares
(especificamente el j-invariante)

® La conjetura sugiere que cada uno de los coeficientes en la
expansion en serie del j-invariante estd vinculado a las
dimensiones de las representaciones del grupo Monstruo.

* Ademads también existe la hipotesis de que se pueden definir
funciones modulares para cada clase de conjugacién del
Monstruo, estas llamadas funciones de Moonshine
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Conjetura

® Primera observacién: 196884 = 1 + 196883

® Luego surgieron coincidencias similares, cada coeficiente parecia
coincidir con combinaciones especificas de dimensiones de
representaciones del grupo Monstruo.
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Conjetura

John McKay descubrié que los primeros términos de la expansion de
Fourier ya mencionada anteriormente, podrian expresarse como
combinaciones lineales de las dimensiones de las representaciones
irreducibles r, del grupo monstruo M con coeficientes pequenios no
negativos. Sea

rn, = 1,196883, 21296876, 842609326, 18538750076 . . .

entonces,

1=r;
196884 = r1 + 7o
21493760 =11 + r9 + 13
864299970 = 271 + 219 + 3 + T4
20245856256 = 311 + 3r9 + 13 + 214 + 15
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Conjetura

® John Conway y Simon Norton propusieron que para cada clase
de conjugacién del Monstruo deberia haber una funcién
modular asociada.


Montserrat


Importancia

® La conjetura implica que el grupo Monstruo y las funciones
modulares no solo estan relacionados de manera casual

® La relacién de el grupo Monstruo con la funcién modular j
sugiere que podria haber un ”universo” matemaético completo
en el que el Monstruo actiia como una simetria fundamental.
En otras palabras, el Monstruo podria ser capaz de organizar un
conjunto completo de objetos matematicos o funciones, como
las funciones modulares, a través de sus representaciones y
simetrias.
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"Moonshine”

Este termino surgié ya que parecia casi ”fantasioso” o ”mégico” que
existiera tal conexién entre el grupo Monstruo y el j-invariante.

Por otro lado, Conway y Norton formalizaron la Conjetura
Monstrous Moonshine en un articulo de 1979.
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Demostracion

Veremos la demostracién hecha por Richard Borcherds.
¢ Publicada en 1992

® Matematico inglés
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Idea general de la demostracion

° Algebras de Kac-Moody generalizadas: extensiones de las
algebras de Lie que permiten tener raices simples imaginarias.

Algebra de Lie
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Idea general de la demostracion

® Borcherds demostré que se podia construir una ”superalgebra
de Lie” cuya estructura contenia informacion tanto sobre el
j-invariante como sobre el grupo Monstruo.

® La superdlgebra reflejaba las simetrias del Monstruo y al mismo
tiempo capturaba la estructura de los coeficientes de las
funciones modulares asociadas.
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Impacto de la demostracién

® Validé la conjetura de Monstrous Moonshine

e Abri6é una nueva drea de investigacién que conecta la teoria de
grupos, las funciones modulares y la fisica matematica.

® Estudio més profundo de las algebras de Lie y sus aplicaciones
en otros campos

® Inspiré nuevos desarrollos en la teoria de grupos esporadicos y
la teoria de formas modulares.
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Conexidn con la fisica matematica

Teoria Conforme de Campos

® Interpretacion Fisica del Grupo Monstruo

Relacién con la Teoria de Cuerdas

Moonshine Generalizado y Nuevas Investigaciones en Fisica



Montserrat


Conclusion

La Conjetura Monstrous Moonshine comenzé como una observacién
numérica y se transformé en una conexién entre la teoria de grupos
v la teoria de niimeros, areas que antes se consideraban
independientes.
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