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Definiciones Previas

Def.

Sea el hemiplano H = {w ∈ C : Im(w) > 0}

Def.

Sea SL2(Z) = {γ ∈ Z2×2 : det(γ) = 1}

A menos que se indique lo contrario, se considerará

γ =

(
a b
c d

)
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Acción de SL2(Z)

Def.

Dados w ∈ H y γ ∈ SL2(Z), se define la acción:

γw =
aw + b

cw + d

Notemos que γH ⊂ H. Además,

T =

(
1 1
0 1

)
, S =

(
0 1
−1 0

)
generan SL2(Z)
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Forma Modular

Def
Una forma modular f : H → C de peso k entero
respecto a Γ < SL2(Z) tiene las siguientes tres
propiedades:

1 f es holomorfa (anaĺıtica)

2 f(γw) = (cw + d)kf(w) para cualquier
γ ∈ Γ, w ∈ H

3 f es acotada cuando Im(w) → ∞

Las formas modulares de peso k forman un espacio
vectorial Mk(Γ)
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2 f(γw) = (cw + d)kf(w) para cualquier
γ ∈ Γ, w ∈ H

3 f es acotada cuando Im(w) → ∞

Las formas modulares de peso k forman un espacio
vectorial Mk(Γ)

Manuel Alejandro Mart́ınez Flores Formas Modulares y sus q-extensiones en Teoŕıa de Números
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Serie de Fourier

Notemos que de la condición (2) implica que
f(w + 1) = f(Tw) = f(w), por lo que las formas
modulares respecto a SL2(Z) tienen periodo 1 y
tiene sentido hablar de su serie de Fourier.

f(w) =
∑
n∈Z

ane
2πinw

Que notemos
f(w + 1) =

∑
ane

2πinwe2πin =
∑

ane
2πinw = f(w)
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Serie de Fourier

Notemos además, que como como es acotada
cuando Im(w) → ∞, se tiene que:

f(i∞) =
∑
n∈Z

ane
−2πn∞ =

∑
n≤0

ane
−2πn∞ < ∞

Por lo que se puede concluir que an = 0 para n < 0
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q-extensión
Entonces sea q = e2πiw en la serie de Foruier de f .
Por lo que podemos expresar:

Def
Se le llama q-extensión de f a

f(w) =
∑
n≥0

anq
n

Esto es solo una redefinición de f como

f ∗(q) = f

(
log q

2πi

)
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Funciones de Eisenstein

Un ejemplo de formas modulares son las funciones
de Eisenstein:

Gk(w) =
∑

(0,0)̸=(m,n)∈Z2

1

(mw + n)k

Como S, T generan SL2(Z), se puede verificar que
Gk(Tw) = Gk(w) y que Gk(Sw) = wkGk(w)
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Convergencia de las funciones de
Eisenstein

Además, se puede verificar que para k ≥ 4 par éstas
convergen uniformemente a

Gk(w) = 2ζ(k) + 2
(2πi)k

(k − 1)!

∞∑
n=1

σk−1(n)q
n

Donde σm(n) =
∑

d|n d
m.

Notemos que

Gk(i∞) = 2ζ(k). Generalmente se considera la
versión estandarizada Ek = Gk/2ζ(k)
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G4
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G4 y el Dominio Fundamental

D = {w ∈ H : |Re(w)| < 1/2, |w| > 1}
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Pequeño resultado

Estas series son bastante útiles. Por ejemplo, se
sabe que M8(SL2(Z)) es un espacio de dimensión
1, por lo que E8 = E2

4 . Luego de realizar la
expansión se resulta en:

σ7(n) = σ3(n) + 120
n−1∑
k=1

σ3(k)σ3(n− k)
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Problema de los k cuadrados
Sea r(n, k) la cantidad de formas de expresar a n
como suma de k cuadrados.

Nótese que si k = a+ b, entonces

r(n, k) =
n∑

m=0

r(m, a)r(n−m, b)

Por lo que tiene sentido definir

θ(w, k) =
∞∑
n=0

r(n, k)qn
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Problema de los 4 cuadrados

Se puede notar que θ4(w, 1) = θ(w, 4) es una forma
modular de peso 2 respecto a

Γ0(4) =

〈(
1 1
0 1

)
,

(
1 0
4 1

)〉

Además, se puede verificar que M2(Γ0(4)) tiene
dimensión 2
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Problema de los 4 cuadrados

Por lo anterior, se puede concluir que θ(w, 4)
coincide con

E2,4(w) =
4

π2
G2(4w)−

1

π2
G2(w)

Haciendo los cálculos e igualando términos se
puede concluir que

r(n, 4) = 8
∑
4∤d|n

d
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Problema de los 4 cuadrados

Abusando de notación, esto se puede reexpresar de
la siguiente manera:

r(n, 4) =8σ(n)− 32σ(n/4)

Pero, ¿por qué es tan importante el 4?
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Problema de los 4 cuadrados

Notemos que si 4|n y n/4 = a2 + b2 + c2 + d2,
claramente también se tiene que
n/4 = (−a)2 + (−b)2 + (−c)2 + (−d)2

Pero
4 = 12+12+12+12 = (−1)2+(−1)2+(−1)2+(−1)2
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Problema de los 4 cuadrados

Por lo que al aplicar el Lema de Euler se llega que n
es igual a

(a+ b+ c+ d)2 + (a− b− c− d)2+

(a+ b− c− d)2 + (a− b+ c− d)2

Por lo que el 4 no es muy bueno para generar
sumas de 4 cuadrados nuevas y es una ”simetŕıa”
en el problema.
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