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Teoremas previos

Jg [corema 6.1 N

Sea n € 14 47,Si n es positivo y libre de cuadrados entonces p es primo si y

solo si,
ax* +y?=p

tiene un nimero impar de soluciones (x, y)
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Demostracion.
Sea n €14 4Z vy libre de cuadrados

Sea S = {(x,y) :y > 0,4x> + y> = n}

Sea T el conjunto de ideales de norma n en Z

Para cada (x,y) € S definase f(x,y) € T como el ideal generado por y + 2xi
Paso 1f es inyectiva, en efecto los otros generadores de f(x, y) son:

—y — 2xi, —2X + yi, 2X — yi

pero ninguno tiene la forma: y’ + 2x’i con y’ > 0

Paso 2 f es sobreyectiva :

Sean | € Ty a+ ib € Z][i] un generador de /, entonces a> + b*> = n
Notese que a # 0 # b pues n es libre de cuadrados, tenemos entonces:



continua.

I=f(5%,b) sia€2Zyb>0
I=f(%,-b) siac2Zyb<0
I=f(5,0) siac€c2Z+1yb>0
I=f(32,a) sia€2Z+1yb<0

Paso 3 Si n es primo, entonces,

— : 2 2 _ ) #S _ #T
#T=2=#{(x,y) x>0,y > 0,4 + y2 =n} = £ = #T =1
Sin= pipz ... pr con p; primos distintos ,

El nimero de ideales de norma p; es par paracada 1< i< r

#S _

=21 | #T =4 | #T = #{(x,y) : x>0y>04x +y =n}=-"— 5

#T
— €27
5 €

O



Teoremas previos

~rema @ 9O
Jg [corema 6.2 ~

Sea n € 14 6Z. Si n es positivo y libre de cuadrados, entonces n es primo si y

solo si,
3x* +y> =n

tiene un nimero impar de soluciones (x,y) con x > 0y y > 0. y
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Demostracion.
Sea n €14 6Z vy libre de cuadrados.

Sea S = {(x,y) : y > 0,3x% + y? = n}.
Sea T el conjunto de ideales de norma n en Z[w], donde w =
Para cada (x,y) € S, definase f(x,y) € T como el ideal generado por x + y + 2xw.

—1+v/=3
—.

De forma analoga a la prueba anterior se puede probar que:
Paso 1: f es inyectiva.
Paso 2: f es sobreyectiva.
Si n es primo, entonces # T = 2, lo que implica que:
S T

#{(x,y) : x>0,y > 0,3x? +y—n}—#2 #2 =1
Si n es un producto de primos, entonces # T es divisible por 4, lo que implica que el
ndmero de soluciones es par.



Teoremas previos

Jg [corema 6.3 p

Sea n € 114+ 12Z. Si n es positivo y libre de cuadrados, entonces n es primo si y

solo si,
3X2 o y2

=n

tiene un nimero impar de soluciones (x,y) con x >y > 0. y
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El algoritmo

El teorema 6.1 nos permite encontrar primos de la forma 4k +1 es decir 12k +1y 12k +5
El teorema 6.2 nos permite encontrar primos de la forma 6k + 1 es decir 12k +1y

12k +7

el teorema 6.3 nos permite encontrar prios de la forma 12k + 1

Podemos encontrar usando esos teoremas todos los primos mayores a 5
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def CribaAB(N):
criba = [@]*(N+1)
lim = int(N**@.5)+1

for x in range(1,1im):
for y in range(1,lim):
# teorema 6.1
# 0 = dx*H2 + yhE2
n = 4%xEED 4 yEEZ
# verificar si n es candidate a ser primo de la forma 4k +1
if n<= N and (n%12 ==1 or n% 12 ==5 ):
cribaln] =1 - cribaln]

# teorema 6.2
# 0 = FrxhA2 4yhE2
n = 3kkED 4yhkD
# verificar si n es candidate a ser primo de la forma 6k+1
if n<= N and n % 12 == 7:
cribaln] = 1 - cribaln]

# teorema 6.3

# N o= JFxHE2-yHE2

n = 3*x**2.y)kbl'2

if n<= N and n % 12 == 11:

cribaln] = 1 - cribaln]
#eliminar cuadrados de primos
for p in range(5,lim, 2):
if cribalpl:

p2 = p**2
for i in range{p2, N+1,p):
cribali] = @
primes = [2,3] + [1 for i im range(5,N+1) if cribalill

return primos
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