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1. Muestre que el cubo de cualquier entero puede escribirse como diferencia de dos cuadrados.
(Sugerencia: observe que n3 = (13 + 23 + . . .+ n3)− (13 + 23 + . . .+ (n− 1)3).)

2. Si la secuencia de números an está definida por a1 = 11, a2 = 21 y an = 3an−1 − 2an−2, para todo n ≥ 3, pruebe que

an = 5 · 2n + 1, ∀n ≥ 1.

3. Para n ≥ 1, verificar que 12 + 32 + 52 + . . .+ (2n− 1)2 =

(
2n+ 1

3

)
.

4. Números Triangulares. Cada uno de los números

1 = 1, 3 = 1 + 2, 6 = 1 + 2 + 3, 10 = 1 + 2 + 3 + 4, . . .

representa el númro de puntos que se pueden configurar en triángulos equiláteros

Esto llevó a los griegos a llamar a un número Tn triangular si es igual a la suma de enteros consecutivos, comenzando de 1.
Esto es

Tn = 1 + 2 + 3 + . . .+ n.

Compruebe las siguientes afirmaciones relacionadas con números triangulares.

a) Un número es triangular si, y sólo si, es de la forma n(n+1)
2 , para algún n ≥ 1. (Pitágoras, circa 550 B.C.)

b) El entero n es un número triangular si, y sólo si, 8n+ 1 es un cuadrado perfecto. (Plutarco, circa 100 A.D.)

c) La suma de dos números triangulares consecutivos es un cuadrado perfecto. (Nicómano, circa 100 A.D.)

d) Si n es un número triangular, también lo son 9n+ 1, 25n+ 3, y 49n+ 6. (Euler, 1775)

5. Pruebe que la suma de los rećıprocos de los primeros n números triangulares es menor que 2; esto es

n∑
k=1

1

Tk
=

1

1
+

1

3
+

1

6
+ . . .+

1

Tn
< 2, ∀n ≥ 1.

(Sugerencia: Observe que 2
n(n+1) = 2

(
1
n − 1

n+1

)
.)



6. Números Pentagonales. Cada uno de los números

1, 5 = 1 + 4, 12 = 1 + 4 + 7, 22 = 1 + 4 + 7 + 10, . . .

representa el número de puntos que pueden configurarse sobre un pentágono

Los antiguos griegos llamaron a éstos números pentagonales. Si pn denota el n-ésimo número pentagonal, donde p1 = 1 y
pn = pn−1 + (3n− 2) para n ≥ 2; pruebe que

pn =
n(3n− 1)

2
, para todo n ≥ 1.

7. 99 estudiantes aburridos se turnan para caminar por un pasillo que contiene una fila de casilleros cerrados, numerados del 1 al
99. El primer estudiante abre todos los casilleros; el segundo alumno cierra todos los casilleros numerados 2, 4, 6, 8, . . . , 98; el
tercer alumno opera en los casilleros numerados 3, 6, 9, . . . , 99: si un casillero estaba cerrado, lo abre, y si un casillero estaba
abierto, lo cierra. Para el k-ésimo alumno, éste trabaja en los casilleros numerados por múltiplos de k: si un el casillero
estaba cerrado, lo abre, y si estaba abierto, lo cierra.
¿Cuál es el número de casilleros que permanecen abiertos después de que todos los estudiantes terminan sus caminatas?

8. Encontrar todos los enteros positivos n para los cuales el número obtenido de n al borrar el último d́ıgito, es un divisor de n.


