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Fracciones Continuas

Proposicion
Vale . Pn _ (=1)"
an  (angr + Bnia) G2
donde B4 = qg: = [0; ap,An_1,0An—a, ..., a4]. En particular
1 Pn 1 1
(Anyq1 +2) g3 ’ an (angr + Bn) @3 Gnya G2
Obs!

® Como lim g, = +o0, ya que la secuencia es estrictamente creciente, entonces
n—oo
podemos recuperar x como el limite

lo que da sentido a la expresion x = [ao; @4, 0, . . .].
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Fracciones Continuas

® La proposicion anterior implica que para todo « irracional, la desigualdad
la — %\ < é posee infinitas soluciones racionales. Esto se conoce como el Teorema

de Dirichlet.
® Sia =i € Qesracional, la desigualdad |a — §| <z solo tiene un nimero finito de
soluciones racionales g.

De hecho, en este caso
r_ Pl _ s
< q\<q2 = [rq ps|<q = g<s.

(Esto es porque g < q|rq — ps| < s).
——
<1

La siguiente proposicion muestra que los convergentes pares de una fraccion continua

forman una secuencia creciente, mientras que los convergentes impares forman una

secuencia decreciente. Ademas, los convergentes impares son siempre mayores que los
pares.
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Fracciones Continuas

Proposicion

Para todo k > o, vale % < Pak+2 <x< Pak+3 < pzk+1.

J2k  Qakt2 Q2ri3 G2k

Prueba: El resultado de sigue de los siguientes hechos generales. Para todon > 0

tenemos
Pant+2  Pon _ Qani2Poni1+ Pan Pon 02n+2(P2n+1CI2n - Pan2n+1) B (—1)2" Qon+2 >0
Q2n+2 Q2n Q2n+2Q2n+1 + Q2n Q2n (02n+2Q2n+1 + Q2n) Q2n J2n+2Q2n )

Similarmente

Pant+3  Pant1 _ QGant3Pon+2 + P2n+1 _ Pania 02n+3(p2n+2Q2n+1 — p2n+1Q2n+2) i (—‘I)MJr1 Qants

= < 0.
Qan+3 Qan+1 Q2n+3Q2n+2 + Q2nt1 Qan+1 (@2n4+3G2n+2 + Gant1) Gan+a Q2n+3Q2n+1
; _ P _ (="
Por otro lado, para todo n > 0, se tiene que x o = G

y este término es positivo para n par (= las convergentes pares son menores a x), y es negativo
cuando n es impar (= las convergentes impares son mayores a X).
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Fracciones Continuas

Proposicion
Sean ao, a,,...,0, € Z, CcOn a, > 0 para kR > 1,y sea {g—:} la secuencia de convergentes de
la fraccion continua x = [ao; @4, @, . . ., ap]. Entonces, el conjunto de los nimeros reales
cuya representacion por fracciones continuas comienza con aq, 4,Qs, . . ., a, es el
intervalo
Pn PntPn— .
Pn o, oet=t), nopar;
I(Go; @4, Qy, ..., 0p) = {—} U{[a@o;04,0s,...,0n,0] : a>1} = (qp"ﬁ‘},"nf?" in] n impar
an gn+Qn—1’ Qn par.
Ademas, la funcion G : [1,00) — 1(ao; @y, . . ., ap), dada por G(a) = [ao; G4,0s, . .., Ap, ] €S

monotona, siendo creciente para n impar y decreciente para n pat.

Prueba: Basta notar que, de los corolarios de la clase anterior, se tiene
aPn+Pn—1 _ Pn (="

G(a)=[00:04,0s,....0p,0] = ——"2 =4 S

(@) =locian, 2 ) e Gns  Gn T (aGn T Gnr)
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Fracciones Continuas

Esta es una funcion monotona en o (creciente para n impar, y es decreciente para n par).

Luego, para | = [1,), tenemos que G(I) es un intervalo (pues G es continua, e | es
conexo = G(I) es conexo = G(I) es un intervalo en R. En particular
G[1,00) = [6(1), G(0))-
Como G(1) = o= y lim G(a) = g, entonces
Pn Pn+Pn—1 n par:
6(11,0)) = {((%z;grﬁnp;))’ N
dn+Qqn—1’ QGn p :

De ahi que
I(ao; 1,0, ...,a,) = {Z:}u{[ao,a1,az,...,an,a]: a>1) = {Z:}UG(( 00))

Pn Pn+Pn—1 .
(gl e g
n n—1  Pn 1
(C’n‘i‘Qn—17 ] fnrimpar.
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Fracciones Continuas

Proposicion
Dados enteros ao, a,, s, ... CcON a, > 0 para kR > 1, existe un Gnico nimero irracional «,
cuya representacion en fracciones continuas es [ao; @4, 05, . . .].
Prueba: Considere las secuencias {p,} y {gn} definidas por las recurrencias
Pn+2 = Qny2Pn41 + Pn, Gn+2 = Qnt+2Gn+1 + Qn, paran > o0,

€on po = Qo, P1 = oG + 1, Go = 1, G4 = Q5.

De la propiedad
Par < Pak+2 <...< P2k+3 < P2k+1’ k> o0,
4ok Qoki2 Qak+3 Aoki1
consideramos los intervalos cerrados
I — [pzk p2k+1}
k=" —|-
[P Q2k+1

En particular,lo c I, c I, C ..., de modo que los I, forman una secuencia anidada de
intervalos cerrados.
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Fracciones Continuas

Por el Teorema de Interseccion de Cantor, tal secuencia tiene interseccion no vacia (de
hecho la interseccion es un intervalo cerrado). Ademas, como

k] = Poki1  Pak _ Pak+1G2k — PokGakt1 _ (,1)2}2 _ 1
d2k+1 Qak Q2kr+192k GokaGor  GoeraGor’

entonces lim |lg| = 0. Asi, existe « € R tal que
k— o0

() Ik ={a}.

k>0

Pok _ o Para
2k Q2k+1

De la proposicion anterior, [ao; @4, . .., Q] V [Ao; G4, - - . , Q4] PErtenecen al intervalo

I(ao; @, ..., 0y). Portanto « € I(aog; a, . . . , Ay ), de modo que la fraccion continua de o,

comienza con [ao; @y, - . -, Ay, YR > 0.

Esto muestra que a = [ao; 04,0z, .. .].

Como [Ao; @y, . .., Gx] = = [Go; 1, Apqq], VR >O.
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Ejemplos:
® 1=3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1, .. ]
Portanto Po_, Pi_22 p>_33 p;_35
go g, 7’ g 106" g3 M3

® e=1[2;1,2,114,1,16,1,1,8,...,1,1,2m,.. ].
* V2=11;2,2,2,2,2,...]

L] ()0:7‘”;\/5:[1;1 1.1.1 ]

»y Ty Yy D
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Buenas Aproximaciones

Teorema
1 1
Para todo n € N ‘Xfﬁ < ga <q7%.
Ademas, ‘x _ P 1 5 ’x _ Pnia T
anl = 207 Qnia | 2074

Prueba: x siempre pertenece al intervalo con extremos Ly g"“ cuya longitud es

Pnt1 _ Pn| _ |PntaGn = PnGnia| _ | (=1)" N ‘X_ Py 1 X
Jnt1 Qn Qn+1CIn Qn+1Qn gn! ™ Qny1Qn Qg
te i ly _ Pn Pnia
Ademas, si ]X o — bl > 2q , entonces
1 :‘ X_Pn+1 _%4‘ 1 — 121(Qn+1+ Qn>
gdnQn+a gn+1 24n  2Qp4q 2\ Qn dn+1

Pero de AM-GM, ésta dltima es 1 > 1("”*1 + qm) > ,/% =1 = Qn = Gn4, absurdo. .
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Buenas Aproximaciones

Observacion: Note que ‘ P 1 1

< < .
Qn GnQn+1 Qn4aQp

De esto se desprende que cuando mayor es a,.,, mejor sera la aproximacion Z—: de x.

Ejemplo: De 7 = [3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,.. ]
podemos observar que a, = 292 implica que
ps _ 355

= 22 ~ 3.1415929204 . . .
Gz 13

es una buena aproximacion de 7.

Corolario (Teorema de Dirichlet)

Para todo x ¢ Q irracional, la ecuacion ‘x _P

1 . .
q‘ < 7 posee infinitas soluciones

i P
racionales ¢.
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Buenas Aproximaciones

Teorema (Hurwitz-Markov)
Para todo o ¢ Q irracional y todo entero n > 1, tenemos

‘a— p < !
ql  V5¢?
para al menos un racional p {an Pn Pnis }
q Gn—1" Gn’ Qnis

En particular, la desigualdad arriba tiene infinitas soluciones racionales g.

Prueba: Suponga que el resultado es falso. De la proposicion de la clase anterior

P ()

Gn (s + Bos) G2

entonces existe « irracional tal que an + 81 < /5, anir + Bnir < VB Y ania + Bniz < /5.
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Buenas Aproximaciones

De an + Bn < /5, @nia + Bnir < VB Y nia + Bnia < /5, se deduce que

an = an] <2, Anyr = |ana] <2, Gniz = [anya] <2
Sialgn ag, con k € {n +1,n + 2} fuese exactamente 2, tendriamos
ag + Br > 2+ 3 > /5, un absurdo.
(recordar que B = [0, x_, ..., a,] implica que B > e >35> %). De ahi que
Gpnt1 = 0pi2 = 1.
Sean x = ﬁﬂ, Y = Bnyq. Las desigualdades arriba se traducen en

1 1 1 1

1+X Yy X 1+y~
Tenemos
14+x+y<v56 = 14+x<V5-y = ;+1>1\£_y+1: V5
- N THx oy y y(V5-y)
5—-1
= Y(WV5-y)=1 = yz\[2 :
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Fracciones Continuas

1+X+y <56 = X<\f—y—1
1 V5
- 1.1 15—y — =
x ity = Sy T Ay -
V5 —1

2

= (+y)(V5-y-1)>1 = y<

Portanto, debemos tenery = @, pero esto es un absurdo, puesy = B4 = q" 1 eQ.g

Obs! Acabamos de mostrar en particular que la ecuacion |a — §| < \/ng posee mﬁmtas
soluciones racionales %, para todo nimero irracional a.

El nimero /5 es el mayor con esta propiedad. De hecho, para todo ¢ > 0, la ecuacion

p
(\f+s)q2

ot
solo posee un nimero finito de soluciones racionales g € Q.
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