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Simbolo de Legendre

Hasta ahora, hemos probado las siguientes propieades del simbolo de Legendre:
1. Sia=b (mod p), entonces (2) = (7).
2. (%f) =1,sipta.

3. —1es residuo cuadratico médulop < p =1 (mod 4).
b (7)) =(5)(5)-
Ademas, del Criterio de Euler, tenemos para p primo impar:

() = = {5 GPZ] (med

Y del Lema de Gauss, para p primo impar:

2\ P (1, sip=4+1 (mod 8);
(E)_(i’l) ’ _{—17 sip=+3 (mod 8).
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Ley de Reciprocidad Cuadratica

El Criterio de Euler ya produce un mecanismo para identificar residuos cuadraticos.
Vamos a mostrar ahora un resultado mas general.

Teorema (Ley de Reciprocidad Cuadratica)
Sean p, g primos impares distintos. Entonces

B)(E-

Prueba: Vamos a mostrar que

P-1a-1_ | iq) »
ot 3 (2 3 1 1
- (2) = (s oy (3) = (s 5l (2
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Ley de Reciprocidad Cuadratica
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Conteo de puntos enteros en la Ley de Reciprocidad Cuadratica.

La formula (1) es un conteo: el lado izquierdo es el nimero de puntos con coordenadas
enteras, en el interior del rectangulo con vértices (0,0),(2,0),(0,2) y (£, 2).
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Ley de Reciprocidad Cuadratica

La primer suma del lado derecho Z VPJ
1<i< a
cuenta el nimero de tales puntos que estan arriba de la diagonal y = %x en dicho
rectangulo. La segunda suma Z VqJ

P

Ay
1SS

cuenta el nimero de puntos debajo de esta diagonal.

Obs! Como p y g son primos distintos, no hay puntos con coordenadas enteras sobre la
diagonal. La cantidad {%”J representa la cantidad de puntos sobre la recta y = i, arriba
de la diagonal y = £x.

El nimero de puntos enteros en el intervalo 0 < x < %q es L%’J. Asi, hay L%’J puntos
sobre y = i, arriba de la diagonal (en la region T,. La otra cuenta es similar.
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Ley de Reciprocidad Cuadratica

Finalmente, para mostrar (2), basta verificar que >, _;-o-1 [21| =s (mod 2), donde s es
como en el lema de Gauss, aplicado para a = g. o

Sea r; el residuo de la division de ig entre p, de modo que iq = [%’jp + r;. Sumando y
usando la notacion en el Lema de Gauss, obtenemos

q Z i=p Z th Somi+ D (p—m).

ri<p/2 ri>p/2

Como py g son impares, modulo 2 tenemos

i= ['qJ+Zm+Z1— m;) (mod 2),

1<i< Pt 1<i< e ri<p/2 ri>p/2
y como {my,m,,....,m,—} ={1,2,..., B}, se concluye que
. 2 .
. i . i
1= {qu + I+ Z 1 (mod 2) «— L—qJ =s (mod2).
1<i<BEXt 1<i<ex? P 1<i< et ri>p/2 1<i<e p
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Ley de Reciprocidad Cuadratica

Corolario

Si py g son primos impares distintos, entonces
(B) (g) _ [ 1, sip=1 (mod4),6g=1 (mod 4);

q/\p —1, sip=g=3 (mod 4).

Prueba: Basta ver que si p = 4R + 1, el exponente 2 = 2k es par. Similarmente para el

caso q = 4k + 1. Por el contrario, si p = 4k + 3y q = 4j + 3, ambos exponentes son

impares.

Corolario
Sipy qson primos impares distintos, entonces

) (g)) sip=1 (mod4),6g=1 (mod 4);
(

(@020, apmass

mod 4).
p
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Ley de Reciprocidad Cuadratica

Ejemplo: Calcular (g)

De la Ley de Reciprocidad Cuadratica, tenemos
(%) = G = Gev= = (3)

- 3 -G)-G6 -GG 6
= () () = ) (B)= = = () (B

BB -G - T
= ()1 = () =n

Esto muestra que 29 es residuo cuadratico modulo 53.
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Ley de Reciprocidad Cuadratica

Ejemplo: Determinar si 90 es residuo cuadratico modulo 1019.

Como 90 =2 - 32 .5, tenemos que
92 . 2
(%) - (213195) - (10219) (1319) (1:19)
=1
= (5o1) (%)
= (som) (5 )
1019° —1
= (r05) (5) = (o) = (™%
——

Esto muestra que 90 no es residuo cuadratico modulo 1019.

(1019) (%)(_1)?. ’

509 _ ( 2 )(1019
1019 5

) = (5 (5)

= (=1)®7%5
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Solucion de Congruencias Cuadraticas

Ejemplo: Resolver la ecuacion x2 + x = 0 (mod 13).

Ejemplo: Resolver la ecuacion x2 — 3x +2 = 8 (mod 17).

Ejemplo: Resolver la ecuacion x2 =196 (mod 1357).

Ejemplo: Resolver la ecuacion X2 + x +7 =0 (mod 189).
Hay 6 soluciones. ;Como encontrarlas?
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