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Algoritmo de Euclides

El algoritmo de Euclides puede escribirse en fo
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Algoritmo de Euclides

SiM= <m11 m”),y como detM = (—1)", entonces M~ = (—1)" ( M2z _m”),y

My My —MmMy My,
fn) _ (—1)" My  —My) (a
o My My b)"

tenemos
En particular (a, b) = r, = (—1)"(mxa — m1,b), da los coeficientes en el Teorema de
Bézout.
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Algoritmo de Euclides

La eficiencia computacional del algoritmo de Euclides se ha estudiado a fondo.

® A.A. L. REYNAUD (1811), demostrd que el nimero de pasos de division en la entrada
(a, b) esta acotado por b.

* Mas tarde mejord esto a 2 + 2.

® P J. E. FINcK (1841), mostro que el nimero de pasos de division es como maximo
2log, b +1.

® EmILE LEGER (1837), estudid el peor caso.

® GABRIEL LAME (1844), refina el analisis de Finck. Mostro que el niimero de pasos

requeridos nunca es mas de cinco veces el nimero h de digitos en base 10 del
nimero menor b.

Obs! El peor caso corresponde a cuando todo cociente g; = 1 en el sistema (??).
Esto ocurre exactamente al tomar dos niimeros de Fibonacci consecutivos.
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Algoritmo de Euclides

Comparacion de valores en el algoritmo de Euclides. (a) d = (a, b). (b) Nimero requerido
de pasos. (c) Observe las diagonales que requieren mas pasos coinciden con nimeros a

y b con una relacion cercana al valor ¢ = 1+2‘6, e.g. nimeros de Fibonacci consecutivos.
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Estimativa de LAME

Sean a > b > 0. Recordemos que si el Algoritmo de Euclides hace k + 1 divisiones para
hallar d = (a, b), entonces en cada paso rr,q = qrlk—1 + ', gr > 1, b > r > 0, se tiene

a=qgb+r>b+r>2r, = r<$g.
Similarmente,r; < 2 < ¢, <f <% <2 <2< . yengeneral
< 3 Mo < 3 paraj=1,2,...,(R+1)/2.

Por otro lado, existe t € Z* tal que a < 2' = log,a <t = ry < % <1 =rx=0.(i.e,el
algoritmo acaba a lo sumo en 2t pasos)

Si a tiene N digitos en su representacion decimal, entonces a < 10". Luego,
log, a < Nlog, 10.
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Estimativa de LAME

Asi
R+1=2t <2(|log,a] +1) < 2(N[log,10] +1) ~ 6.6N.
(LAME, 1844,).

Se puede mostrar que para que el Algoritmo de Euclides efectle n pasos (n = k + 1), se
debe tomar al menos a = Fp5, b = Fpis.
En particular n < 2log,a = 2 <log,a = a > 2"

Recordemos la Formula de BINET (1843)
e[ (C5R) - (5]

Como (1*2*@)" — 0, cuando n — oo, podemos simplificar
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Estimativa de LAME

F~i€+ﬁy_in
HN\/E 2 -

\/gw )
donde ¢ = ”Tﬁ es la razon alrea. (i.e., los F, se parecen a los ¢")

Recordemos que ¢ satisface o> — ¢ — 1= 0, de modo que ©*> = ¢ +1.
Afirmamos que F, > "7, para todo n > 1.

F,=1>¢° F, =2 > . Asumiendo la hipotesis inductiva que F, > ©*~" siempre que
k < n,entonces Fpi1 = Fr+ Frq > 0" T+ "2 = 0" 2 (0 +1) = " 2¢? = ", lo que
completa la afirmacion.

Luego, a = Fyyo > """ yvale que n < n+1=log, ¢""" <log, a.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Mas sobre el Algoritmo de Euclides | Alan Reyes-Figueroa Page 7 UVG




Estimativa de LAME

De esta Gltima desigualdad, obtenemos

log,, @
80 4.7851..(log,, @) < 5log,, a < 5N.

n < log,a= logs

(Teorema de LAME, 1844).
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