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Historia

o El test de primalidad de
Pocklington fue propuesto por el
matematico y fisico inglés Henry
C. Pocklington en 1914.

o Fue propuesto como una
alternativa mds eficiente al test
de primalidad de Lucas,
requiriendo solo la factorizacién
parcial de n — 1.

HENEY POCEKLINGTON,
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Test de primalidad de Lucas

Theorem (Test de Lucas)

Sea n > 1. Si para cada factor primo q de n — 1 existe un entero a tal que

a" =1 (méd n),

aa #£1 (mdd n);

entonces n es primo.

El Test de Lucas, también conocido como el Test de Lucas-Lehmer, es un
método para verificar la primalidad de un nimero de Mersenne, que tiene
la forma 2P — 1, donde p es un nimero primo.
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Teoremas utiles

Theorem (Pequeno teorema de Fermat)

Sean a € Z y p un niimero primo, y a no es divisible por p. Entonces,

aP=a (mdd p).

Theorem (Euler-Fermat)

Sean a,n € Z, con n > 1 siendo dos enteros tales que (a, n) = 1. Entonces,

a®" =1 (méd n).
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Test de Pocklington

Theorem (Test de primalidad)

Sea N > 1 un nimero entero, y supongamos que existen niimeros naturales
a y p tales que:

a'"l=1 (méd N) (1)
pesprimo, pIN—1yp>vVN—-1 (2)
med (a(N—l)/P 1, N) -1 (3)

Entonces, N es primo.

La Ecuacién 1 se relaciona directamente con el teorema de Euler-Fermat.

Si encontramos cualquier valor de a que no sea divisible por Ny que haga
que la Ecuacién 1 sea falsa, podemos concluir inmediatamente que N no

es primo.
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Test de Pocklington

Demostracion.

Supongamos que N no es primo. Esto significa que debe existir un primo g,
donde g < v/N, que divide a N.

Dado que p > VN -1 > g—1, p > q— 1, y dado que p es primo,
med(p, g —1) = 1.

Por lo tanto, debe existir un entero u, el cual es un inverso multiplicativo
de p médulo g — 1, con la propiedad de que

up=1 (méd g—1)

y, por lo tanto, por el pequeiio teorema de Fermat,

a’*=a (mdd q)
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Test de Pocklington

Demostracion.

Esto implica
1=a""1 (mdd q)
por hipotesis (1) ya que g|N.
1= (aN—l)u = qup((N=1)/p) — (aup)(Nyl)/p (méd q)

= 1=aN-1/P (méd q)

Esto muestra que ¢ divide al mcd en la hipotesis (3), y por lo tanto este
mcd no es igual a 1, lo cual es una contradiccién. Ol

(Universidad del Valle de Guatemala) Test de primalidad de Pocklington 18 de noviembre de 2023 8/15



Test de Pocklington: Problemas

Cuando se brinda p desde un principio a es simple de encontrar pero en
caso contario, suele ser complicado encontrar un valor de p que satisfaga
la ecuacién (2) de la hipotesis:

o Generalmente es dificil encontrar un factor primo (p).
o Para muchos primos N, dicho p no existe.

o La eficiencia del Test depende de la eleccién del a.

Por ejemplo, N = 17 no tiene un p adecuado porque N —1 =24y
p=2<+N—1, lo que no cuple la desigualdad en (2).
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Test Generalizado de Pocklington

Corollary (Test Generalizado de Pocklington)

Factorice N — 1 como N — 1 = AB, donde A y B son primos relativos,
A > /N, la factorizacién prima de A es conocida, pero la factorizacion de
B no necesariamente es conocida.

Si para cada factor primo p de A existe un entero aj, tal que

aﬁ’_l =1 (méd N)

ged(al" VP 1, N) =1,

entonces N es primo.
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Test Generalizado de Pocklington

Demostracion.

Sea p un primo que divide a A, y sea p¢ la potencia maxima de p que
divide a A. Sea g un factor primo de N. Para el a, del teorema, sea b =
aE,N_l)/pe (méd q). Esto implica que b°° = aQ’_l =1 (mdd q), y debido a
que med(a VP — 1, N) = 1, también b7 = AV VP 21 (méd q).

Esto significa que el orden de b (méd q) es p°. Asi, p® divide a (g — 1).
Esto se cumple para cada factor de potencia primo p® de A, lo que implica
que A divide a (g — 1). Y entonces g > A > /N.

Si N fuera compuesto, necesariamente tendria un factor primo menor o igual
a vV N. Se ha demostrado que no existe tal factor, lo que prueba que N es
primo.

L]
v
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Ejercicio: Determinar si N = 27457 es un niimero primo.

Primero, buscamos factores primos pequeios de N — 1. Notese que

N —1=2%.3.143 = 27546. Debemos determinar si A =192y B = 143
cumplen las condiciones del Corolario. A®> = 36864 > 27457 = N, asi que
A > V/N. Por lo tanto, hemos factorizado lo suficiente de N — 1 para
aplicar el Corolario. También debemos verificar que gcd(A, B) = 1.

Finalmente, para cada factor primo p de A, usar prueba y error para
encontrar un a, que satisfaga las condiciones del corolario.
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Para p = 2, probar a, = 2. Elevar 213728 =1 (méd 27457), pero
gcd(213728 _ 1 27457) = 27457. Entonces, ap = 2 satisface la primera
pero no la segunda condicion del corolario. Probar a =5 en su lugar:
513728 = 1 (méd 27457), y ged(513728 — 1,27457) = 1. Entonces, a =5
satisface cambas condiciones.

Para p = 3, probar a3 = 2: 29152 =1 (méd 27457), y
ged(29%52 — 1,27457) = 1. Entonces, a3 = 2 satisface cambas condiciones.

Por lo tanto N=27457 es primo y note a los dos pares (p, ap) (2,5) y
(3,2).
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i Preguntas?
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