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Antecedentes histéricos

Anatoli Karatsuba

Anatoli Alekséyevich Karatsuba nacié el 31 de enero de
1937 en Rusia, y murié el 20 de septiembre de 2008 a los 71
afos de edad. Estudié en la Universidad Estatal de Mosct
el grado de Matemadticas y obtuvo su doctorado en ma-
tematicas con su tesis "Suma de razones trigonométricas
de una forma especial y sus aplicaciones”. Su mds grande
aporte, y por la razén que es conocido, es por su méto-
do para multiplicar grandes niimeros bastante rapido. Sus
investigaciones se centraron principalmente en sumas tri-
gonometricas, integrales trigonométricas, la funcién Zeta
de Riemann, caracteres de Dirichlet, autématas finitos y
algoritmos eficientes.

Figura: Anatoli karatsuba
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Algoritmo de Karatsuba

Qué es este algoritmo?

El algoritmo de Karatsuba, también conocido como, 'Algoritmo divide y venceras’,
es un procedimiento que sirve para multiplicar nimeros grandes eficientemente.
La idea simplificada del algoritmo es descomponer los nimeros a multiplicar en
componentes de la mitad del tamano, y operar cada una de estos componentes por
separado para luego volver a juntarlos.

Pros y contras del algoritmo

Como se explicd, el algoritmo divide los niimeros a pares, por lo que se necesita dos
nimeros de la misma longitud y con 2" digitos para que mantenga su eficiencia.
La eficiencia de la multiplicacién normal es de O(n?) mientras que la complejidad
de este algoritmo es de O(n"&:(3)) ~ O(n'%8"). (Esto se explicara en las siguientes
diapositivas)
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i Como funciona el algoritmo de Karatsuba?
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Algoritmo de Karatsuba

Representacién visual del algoritmo

Algoritmo Visual
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Algoritmo de Karatsuba

Pseudocdédigo del algoritmo

1 def Karatsuba(a,b,n):

2 if len(a)<=2:

3 return ax*b

4 mitad=floor(n/2)

5 A=aln . . . n/2]

6 B=a[n/2-1 . . . 1]

7 C=b[n . . . n/2]

8 D=b[n/2-1 . . . 1]

9 E=Karatsuba(A,B,mitad)
10 F=Karatsuba(A,D,mitad)
11 G=Karatsuba(B,C,mitad)
12 H=Karatsuba(B,D,mitad)
13 XxY=E*10"n+(F+G) "mitad+H

14 return XxY

Wilfredo Gallegos Paz Algoritmo de Karatsuba 26 de noviembre de 2023



Complejidad

Previo a argumentar la complejidad del algoritmo de Karatsuba es necesario tener
el conocimiento del siguiente teorema:

Teorema maestro(Master Theorem)

Dada la recurrencia de la forma:
T(n) = aT () +f(n)

para constantes a> 1y b > 1 con f asintéticamente positiva, las siguientes
afirmaciones son verdaderas:

Caso 1. Si f(n) = O(n'°83=¢) para algtin € > 0, entonces T(n) = ©(n'°e:?).
Caso 2. Si f(n) = ©(n'°e?), entonces T(n) = ©(n'¢:?log n).

Caso 3. Si f(n) = Q(n'°8»2") para algiin € > 0 (y a- f (#) < cf(n) para algiin
¢ < 1y todo n suficientemente largo), entonces T(n) = ©(f(n)).
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Complejidad

La recurrencia del algoritmo de Karatsuba es:

T(n) :3T(g> +c-0(n)

Donde:

- T(n) es el tiempo de ejecucién del algoritmo para multiplicar dos ndmeros de n
digitos.

-3T (g) representa las tres multiplicaciones recursivas de nlimeros mas pequenios.
- ¢+ O(n) es el tiempo necesario para combinar los resultados intermedios(c es la
cantidad de resultados lineales).

Usando el teorema maestro, que establece T(n) = aT () + f(n), donde a = 3,
b=2,y f(n)= 0(n), ysif(n) = 0(n°) para c < log, a, entonces la solucién es
T(n) = ©(n'°8s2).

En este caso, a=3, b=2,y c =1 (ya que O(n) = O(n')). Como ¢ < log, 3,
seglin el teorema maestro, la complejidad del algoritmo de Karatsuba es ©(n'°g23).
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Digitos de distinta longitud

Pseudocédigo modificado

1 def Potenciar(a,b):
maximo=max(len(a),len(b)) #longitud_mazima(a,b)

N

3 diferencia=0

4 while (#digitos not 27°n):

5 n+=1#aumentar potencia de 2

6 if (maximo == 2°n):

7 diferencia=2**n-maximo

8 a,b,n = volver_par(a,b,diferencia)
9 #extt while

10 elif (2**n>maximo) :

11 diferencia=2**n-maximo

12 a,b,n = volver_par(a,b,diferencia)
13 #extt while

14 else:

15 #continue

16 return a,b
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Ejemplos

*Archivo .py*
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