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Teoria de nu




Teoremas

Teorema (15.1)
Cualquier niimero racional se puede escribir como una fraccion

continua simple finita.

Definicion (15.2)
La fraccién continua formada por [ag; a1, . .., a,] cortando la

expansion después del k ésimo denominador parcial ay se llama k
ésimo convergente de la fraccion continua dada y se denota por
Ci,; en simbolos,

Cik=lao;a1,...,ak] 1<k<n

Dejamos que el convergente cero Cy sea igual al nimero ag.
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Teoremas

Teorema (15.2)
El k ésimo convergente de la fraccion continua simple

[a0; a1, - .., an] tiene el valor

G=P o
9k

IN
==
IN
S

Teorema (15.3)
Si Cx = pr/qk es el késimo convergente de la fraccion continua

finita simple [ao; a1, . . . , an|, entonces

PkGk—1 — qkpk—1 = (—1)*1 1< k<n
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Teoremas

Corolario
Paral < k < n, px y qx son primos relativos.

Lema
Si qi es el denominador del k ésimo C, convergente de la fraccion

continua simple [ag; a1, . . ., a,], entonces qx—1 < qx para
1 < k < n, con desigualdad estricta cuando k > 1.
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Teoremas

Teorema (15.4)
1. Los convergentes con subindices pares forman una secuencia
estrictamente creciente; €so es,

C0<C2<C4<"'

2. Los convergentes con subindices impares forman una
secuencia estrictamente decreciente; eso es,

G>G>CG>---

3. Todo convergente con subindice impar es mayor que todo
convergente con subindice par.

Teoria de niimeros Fracciones continuas infinitas Rudik Rompich 4/21



Teoremas

Teorema (15.5) S
El valor de cualquier fraccion continua infinita es un nimero

irracional.

Teorema (15.6)
Si las infinitas fracciones continuas [ag; a1, az, . . .| y [bo; b1, b2, . . ]

son iguales, entonces a, = b, para todos n > 0.

Corolario
Dos fracciones continuas infinitas distintas representan dos

numeros irracionales distintos.
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Teorema

Teorema
Cada nimero irracional tiene una representacion tinica como una

fraccion continua infinita.
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Demostracion



Definiciones

Definicion

Definicion
Caso particular

Una fraccion continua infinita es una expresion de la forma

by

b
a+ — B
a2t

ao +

1
agto
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Definiciones

Definicidon
Tenemos
1. Usamos la notacién compacto [ag; a1, a», . . .| para denotar

dicha fraccion.

2. Cada una de las fracciones continuas finitas se define como
Cn:[30;317327"'7an] n>0

3. El valor de la fraccién continua infinita [ag; a1, a2, . ..] es el
limite de la secuencia de niimeros racionales C,, siempre que
este limite exista.

4. En una especie de abuso de notacién, usaremos
[a0; a1, az, . . .] para indicar no sélo la fraccion continua
infinita, sino también su valor.
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Demostracion

La idea es establecer que un ndmero irracional arbitrario xg se puede
expandir a una fraccién continua infinita [ag; a, a2, . . .] que converge al
valor xq.
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Demostracion

La secuencia de nimeros enteros ag, a1, az, . . . se define de la siguiente
manera: Usando la funcién piso, tenemos
1 1 1

Xl:XO—[Xo] X2:X1—[X1] XB:Xz—[XZ].”

en donde

a0 =[] a=p] a=[] a=I[x]
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Demostracion

Entonces en general, los a, estdn dados por la expresién

1
g = [Xk] Xk41 = ———— k > 0
Xk — dk

NOTA
Notamos que xx41 es irracional cuando xy es irracional: entonces

como Xxg es irracional, todos los x; son irracionales también.
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Demostra

Entonces por la propiedades de la funcién piso,
O<Xk—ak=Xk—[Xk]<1

lo que nos permite decir

1
X1 = ——— >1
Xk — dk

en donde cada entero ax 1 = [xk+1] > 1 para cada k > 0.
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Demostracion

Entonces despejamos para x
1
Xx =axr+— k>0
Xk+1
Con nuestras relaciones vamos substituyendo:
Xo=ap+ —
X1

:ao—’—i
a+ <

X2

:ao—i-i
a+—tr

32%—;%
= [30; ai, az, .. '7al17Xn+l]

para cada entero positivo n.
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Demostracion

Esto nos hace sospechar que xp es el valor de la fraccidén continua infinita

[ao; a1, a2, .. .].
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Demostracion

Para cualquier entero fijo n, los primeros n+ 1 convergentes Cx = px/qx,
donde 0 < k < n, de [ag; a1, a2, . . .] son iguales que los primeros n+ 1
convergentes de la fraccién continua finita [ag; a1, a2, - - . , @n, Xnt1]-
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Demostracion

Si denotamos el (n + 2)ésimo convergente de este dltimo por C/, ;,
entonces el argumento utilizado en la demostracién del Teorema 15.2
para obtener C, ;1 de C, reemplazando a, por a, + 1/a,+1 funciona

igualmente bien en la configuracién actual; esto nos permite obtener

C,.1 de Cpy1 reemplazando ani1 por Xp1:
! .
Xo = Cn+1 = [30, d1,d2, ..., an,xn+1]

Xn+1Pn + Pn—1
Xn+19n + Gn-1
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Demostracion

Con esto, obtenemos

Xn+1Pn + Pn—1 _ Pn

X0 — C, =
" Xn+1qn‘+'qn—1 qn
_ (=1)(PnGn-1 = Gnpn-1) _ (=1)"
(Xn+1qn + qn—l) an (Xn+lqn + qn—l) an

La dltima desigualdad se da por el teorema 15.3.
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Demostracion

Volvemos a como definimos nuestras relaciones, tenemos x,.11 > a1, ¥
entonces

1 1 1
Ix0 — G| = =

< —
(Xn+1qn + %—1) an (an+1Qn + qn—l) an An+19n

Como gy estdn incrementando, podemos concluir

xo = lim C, =[ao; a1, a2, .. ]
n—oo

Cada ndmero irracional tiene una representacion tinica como una fraccién
continua infinita.
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Ejemplo

Considérese x = /23 = 4,8. Los nilimeros irracionales sucesivos x, (y por
lo tanto los ndmeros enteros ax = [xx] ) se pueden calcular con bastante
facilidad, con los célculos que se exponen a continuacién:

X =V23 =4+ (V23 -4) a0 =4
1

X1 = o] \/%_4: @HleL@ a=1
X2:><1_1[x1] = \/%_3: \/§+3:3+@ a =3
stxz‘i[xﬂ - ‘/é—az B = 1 4 VBt a3 =1
X = ] = s = VB +4=8+(V23-4) a=38

porque x5 = x1, también xg = X2, X7 = X3, Xg = Xx4; luego obtenemos

X9 = X5 = X1, Y asi sucesivamente, lo que significa que el bloque de
nimeros enteros 1,3, 1, 8 se repite indefinidamente. Encontramos que la
expansién fraccionaria continua de v/23 es periédica con la forma

V23 =1[4;1,3,1,8,1,3,1,8,.. ]
= [4;,1,3,1,8]
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Ejemplo

7 = 3,141592653.. ..

Hacemos los célculos

%0 =m=3+(r3) =3
- 1
. xo — [x]  0,14159265- - - ’ ap
1 1
. x1— [x1]  0,06251330- - ) a
1 1
T e — o] 0,99650440 - - as
1 1
X4 = = 20263467  as =292

X3 — [x3)  0,00341723--

Entonces tenemos T,

m=[37,151,292,.. ]
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2010.
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