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Recordatorio

Definición
Se llama ecuación diofantina a cualquier ecuación algebraica
de dos o más incógnitas, cuyos coeficientes recorren el con-
junto de los números enteros, de las cuales se buscan solu-
ciones que pertenezcan a los números enteros.
Un tipo particular son las ecuaciones pitagóricas. Si (x , y , z)
con x , y , z ∈ Z, es una terna pitagórica, también lo serán

(y , x , z)
(ky , kx , kz)
(−x , y , z), (x ,−y , z), (y , x ,−z)
cualquier otra terna mediante una combinación de las
anteriores
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Proposición
Las ternas pitagóricas primitivas (x , y , z) son de la forma

x = uv , y = v2−u2

2 , z = v2+u2

2

Se dice que una terna es primitiva si (x,y,z) = 1.
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Las primeras ternas pitagóricas primitivas (x , y , z) con z ≤
100 son

x y z
3 4 5
5 12 13
8 15 17
7 24 25
9 40 41

11 60 61
12 35 37
13 84 85
16 63 65
20 21 29
28 45 53
65 72 97

Cuadro: Ternas pitagóricas primitivas
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Teorema chino del residuo
Sea b1,b2, . . . ,bk tal que a1,a2, . . . ,ak son coprimos a pares
(dos en dos), el sistema de ecuaciones

x ≡ b1 (mód a1)

x ≡ b2 (mód a2)

...
x ≡ bk (mód ak )

admite una solución que es única módulo A = a1a2 . . . ak
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Principio de las casillas
Sea k ,m ∈ Z. Si n = km + 1 objetos son distribuidos en m
conjuntos, entonces por el principio de casillas se afirma
que al menos uno de los conjuntos contendrá al menos
k + 1 objetos.
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Ternas Pitagóricas

Las triplas de números enteros positivos (x , y , z) que satis-
facen la ecuación x2 + y2 = z2 se llaman triplas o ternas pi-
tagóricas. Nótese que x2+y2 = z2 admite soluciones triviales
de la forma (±x ,0,±x ) y (0,±y ,±y ) para x , y ∈ Z. Podemos
suponer que x , y , z son primos relativos en pares.
Si queremos encontrar todas las ternas pitagóricas (x , y , z)
entonces x = dx ′, y = dy ′, z = dz ′, entonces

x2 + y2 = z2 =⇒ (dx ′)2 + (dy ′)2 = (dz ′)2

=⇒ d2((x ′)2 + (y ′)2) = d2(z ′)2

=⇒ (x ′)2 + (y ′)2 = (z ′)2

Una terna pitagórica cuyos términos son primos relativos es
una terna pitagórica primitiva.
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Ternas Pitagóricas

Figura: Distribución de ternas pitagóricas sobre R2
+. Los puntos

rojos representan ternas primitivas.
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Teorema 4.4
Sean a,b, c ∈ Z, enteros libres de cuadrados, primos relativos
entre śı, dos a dos, y de signos distintos. La ecuación ax2 +
by2 + cz2 = 0 tiene solución no trivial (x , y , z) ̸= (0,0,0), con
x , y , z ∈ Z si, y sólo si, −bc es un cuadrado módulo a, −ca es
cuadrado módulo b y −ab es cuadrado módulo c.

Prueba. ( =⇒ ) Por hipótesis, podemos suponer que x , y
y z son primos relativos dos a dos, pues d |x ,d |y , entonces
d2|x2,d2|y2 =⇒
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Demostración

=⇒ d2|ax2+by2 = −cz2. Por lo tanto, d2|cz2 y como c es libre
de cuadrados, d |z. Esto también puede escribirse de forma
que x = dx ′, y = dy ′, z = dz ′, con x ′, y ′, z ′ ∈ Z, y sustituyendo
en la ecuación inicial,

ax2 + by2 + cz2 = 0 =⇒ a(dx ′)2 + b(dy ′)2 + c(dz ′)2 = 0

=⇒ a(x ′)2 + b(y ′)2 + c(z ′)2 = 0

Por otro lado, como by2+cz2 ≡ 0 (mód a) =⇒ b2y2 ≡ −bcz2

(mód a). Nótese que z y a deben ser primos relativos, pues si
p es primo tal que p|a,p|z, entonces tendremos que p|by2.
Sin embargo, como p|y , se contradice que y y z son primos
relativos.
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Por lo tanto, a, z son primos relativos entre śı. De esta forma,
z es invertible módulo a y se obtiene (byz−1)2 ≡ −bc (mód a).
Entonces queda demostrado que −bc es residuo cuadrático
módulo a.
Nótese que por simetŕıa de la ecuación, puede generalizarse
el resultado para demostrar que −ca es cuadrado módulo b
y que −ab es cuadrado módulo c.
( ⇐= ) Podemos suponer sin pérdida de generalidad que a <
0,b < 0 y c > 0. Por hipótesis, ∃u ∈ Z tal que u2 ≡ −bc
(mód a). Entonces tenemos que

ax2 + by2 + cz2 ≡ by2 + cz2 ≡ b−1((by)2 + bcz2)

b−1((by)2 − u2z2) ≡ b−1(by − uz)(by + uz)
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≡ (y − b−1uz)(by + uz)
≡ L1(x , y , z)M1(x , y , z)

donde L1(x , y , z) = d1x + e1y + f1z y M1(x , y , z) = g1x +
h1y + i1z son funciones lineales con d1 = g1 = 0,e1 = 1, f1 =
−b−1u,h1 = b y i1 = u, de forma similar

ax2 + by2 + cz2 ≡ L2(x , y , z)M2(x , y , z) (mód b)

ax2 + by2 + cz2 ≡ L3(x , y , z)M3(x , y , z) (mód c)

con Lk (x , y , z) = dkx + ekyfkz y Mk (x , y , z) = gkx + hk + ikz,
k = 2,3. Como a,b, c son primos relativos entre śı, dos en
dos, por el Teorema Chino,
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podemos hallar dos funciones lineales L(x , y , z) = dx+ey+fz,
M(x , y , z) = gx + hy + iz tal que

L ≡ L1 (mód a), L ≡ L2 (mód b), L ≡ L3 (mód c)
M ≡ M1 (mód a), M ≡ M2 (mód b), M ≡ M3 (mód c)

es el resultado del sistema de congruencias. Luego,

ax2 + by2 + cz2 ≡ L(x , y , z)M(x , y , z) (mód abc)

Ahora, considerando todas las triplas (x , y , z) ∈ Z3 con 0 ≤
x ≤

√
|bc|,0 ≤ y ≤

√
|ca|,0 ≤ z ≤

√
|ab|. Tenemos (⌊

√
|bc|⌋+

1)(⌊
√
|ca|⌋+ 1)(⌊

√
|ab|⌋+ 1) > abc.
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De estas triplas, por el principio de Dirichlet, existen dos
triplas distintas entre estas,
(x1, y1, z1) y (x2, y2, z2) con L(x1, y1, z1) ≡ L(x2, y2, z2) (mód abc)
⇐⇒ L(x1−x2, y1−y2, z1−z2) ≡ 0 (mód abc), donde, haciendo
x̃ = x1 − x2, ỹ = y1 − y2, z̃ = z1 − z2 tenemos

ax̃2 + bỹ2 + cz̃2 ≡ L(x̃ , ỹ , z̃)M(x̃ , ỹ , z̃) ≡ 0 (mód abc)

Nótese que (x̃ , ỹ , z̃) ̸= (0,0,0). Además, |x̃ | <
√

|bc|, |ỹ | <√
|ac| y |z̃| <

√
|ab|. Por hipótesis, a,b, c son primos relati-

vos dos a dos y libres de cuadrados, entonces no procede la
igualdad. Como a,b < 0 y c > 0 tenemos,
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−2abc = a |bc|+ b |ac| < ax̃2 + bỹ2 ≤ ax̃2 + bỹ2 + cz̃2 ≤
cz̃2 < |ab| c = abc. Como abc|ax̃2 + bỹ2 + cz̃2, entonces se
tiene que ax̃2 + bỹ2 + cz̃2 = 0. En el caso que
ax̃2 + bỹ2 + cz̃2 = −abc se tiene

0 = (ax̃2 + bỹ2 + cz̃2 + abc)(z̃2 + ab)

= a(x̃ z̃ + bỹ)2 + b(z̃ỹ − ax̃)2 + c(z̃ + ab)2

lo cual tiene como resultado (x̃ z̃ + bỹ , ỹ z̃ − ax̃ , z̃2 + ab) con
z̃2 + ab ̸= 0.
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Ejemplo

Considérese la ecuación

x2 + 3y2 − 7z2 = 0

con (1,3) = 1, (1,−7) = 1, (3,−7) = 1. Se tiene

−ac = −(1)(−7) = 7 ≡ 1 (mód 3)
−ab = −(1)(3) = −3 ≡ 4 (mód 7)
−bc = −(3)(−7) = 21 ≡ 0 (mód 1)
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