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Contexto historico

Recordemos que existen varios tipos de ecuaciones diofdnticas, ya que estas dependen
de los exponentes de sus variables. Lastimosamente, para las ecuaciones no lineales no
existe un procedimiento general para resolverlas.

i Como sabemos esto?

En 1970 Yuri Matiyasévich, luego de 20 afos de trabajo, logré
demostrar que no es posible encontrar un algoritmo que nos
diga si una ecuacién diofantica tiene soluciones o no las tiene.

i Crisis?

No exactamente, aunque
no tengamos un procedimiento para todas las ecuaciones
diofanticas existen casos particularesd que si podemos resolver.
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Contexto histdrico

En 1657, Fermat, mando el siguiente desafio a los matematicos ingleses:

Dado un niimero cualquiera que no es un cuadrado existe un niimero infinito de
cuadrados tal que si el cuadrado es multiplicado por el niimero dado y la unidad es
afiadida al producto el resultado es un cuadrado.

En otros términos, existen infinitos enteros x2, y2, d, donde d no es cuadrado tal que
se cumple que dy? +1 = x?
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Contexto histdrico

i Quiénes lograron la solucion?

Algunos matemdticos proporcionaron soluciones para niimeros racionales, por lo que no
fueron aceptadas por Fermat. Finalmente fueron Brouncker y Wallis, particularmente
Brouncker, quienes lograron resolver los casos particulares propuestos

(d = 61,109,149) y ademds dieron un procedimiento general para llegar a la solucién
para cualquier valor de d.

Entonces...; Tenemos un método para solucionarlas?

Algo asi. El principal problema de este método, y de todos los otros trabajados es que
no se puede asegurar que el método funcione siempre, es decir, el método se aplicaba a
una ecuacién con un valor d concreto y se podian obtener las soluciones x2 y y2.
PERO en ninglin momento se demuestra que el método era valido para todos los
casos.
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Contexto histdrico
i Qué tiene que ver Pell con todo esto?

John Pell fue un matematico inglés que vivié durante

el siglo XVII. La razén por la que estas ecuaciones llevan

su nombre parecer ser un error cometido por Euler al asociar el
método de resolucidn anteriormente mencionado a Pell en vez
de a Brouncker, quien vimos fue quien desarrollé el método,

el cudl veremos mas adelante. Como Euler era muy famoso y
respetado, es entendible por qué este error no fue cuestionado y
tomado como verdadero. Consiguientemente, a las ecuaciones

x2—dy2:1

las conocemos como ecuaciones de Pell, aunque Pell
probablemente no tuvo nada que ver con esto.
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Algunos ejemplos

d=2
(x,y) =(3,2),(17,12)

‘

—
(x,y) = (2,1),(7,4), (26, 15)

=7
(x,y) = (127,48), (2024, 765), (32257, 12192)

“

d =29
(x,y) = (70,13), (3699, 430), (9801, 1820)
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Lemas y definiciones

Definicién 1*
Un irracional cuadratico o se dice que es reducido si o es mayor que 1 y su conjugado
o/, estd entre —1y 0

Teorema 1*

Si o > 1 es un irracional cuadratico reducido, entonces la fraccién continua para o es
periédica pura

Teorema 2*

Si para un irracional cuadratico reducido o = [a1, ag, ..., an| detonamos a
B = [an, an—1, .-, a1] la fraccién continua de « con el periodo al revés, entonces

—%3 = o es la raiz conjugada de la ecuacién satisfecha por «
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Lemas y definiciones

Lema 1%

Para cualesquier N entero positivo, que no es un cuadrado perfecto, entonces
VN = [a1, a2, a3, ..., an, 2a1] para algin n

Demostracion Sea aj el entero mas grande menor a v/ N entonces VN 4+ a; > 1y su
conjugado —v/ N + a; se encuentra entre —1 y 0, de modo que v/ + a3 es reducido.
Si VN = [a1, a2, a3, ..., an, 2a1] entonces, aplicando el Teorema 1

VRt o= [or 535 5]
— [231,32,33,...,3,,,231]
— /N =[a1,a, a3, ..., an, 21
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Lemas y definiciones

Ejemplo: /29
V29 = [5,2,1,1,2,10]

Ejemplo: /19
V19 = [4,2,1,3,1,2, 8]
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Lemas y definiciones

Exceptuando el término 2a1, la parte periddica de la fraccién continua de v /N es
simétrica

Demostracion Veamos que, dado que VN = [a1, a2, a3, ..., an, 2a1] obtenemos que
VN —a; =0, ap, a3, ..., an, 2a1], y entonces, podemos ver que

1
Nl— air

VN—a;

= [a2,a3,...,an,2a1]

= |ap,an-1,...,2a1] Teorema 2

Donde a; — V'N es el conjugado de a; + V' N. Por el Teorema 15.6 (Stefan), entonces
ap = a,ap_1 = as,...,2a; = 2a1. De modo que, exceptuando 2ai, la parte periddica
de la fraccién continua de v N es simétrica

[ |
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Calculo de una solucidén

Teorema 3*

Sea d > 1 libre de cuadrados y supongamos que v/d = [a1, a2, ..., an, 2a1. Entonces
p2 — dq? = (—1)"y p3, — dg3, = 1. Como consecuencia, si n es impar,

(x,¥) = (pn, gn) es una solucién de x> — dy? = —1y (pan, Gon) de x?> —dy?> = 1. Sin
es par, (x,¥) = (pn, gn) es solucién de x> — dy? =1

Demostracién Veamos que la fraccién continua de v/d es lo tnico que necesitamos
para resolver la ecuacién x? — dy? = 1. Sabemos que

Vd =[a1,a2,33,...,an, 2a1] = [a1, a2, a3, ..., apn, Anp1]

donde

Opy1 = [231, a,az, ..., a,,] = \/E —+ a1
.Y recordemos por lo presentado anteriormente (Rudik) que podemos escribir

\/H _ Qnt1Pn + Pn-1

On+19n + gn-1
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Calculo de una solucidén

donde pn_1, Gn_1, Pn, gn son los enteros ya conocidos, que facilitan las convergentes
Cho1= g" 1 y C, = p” JUStO antes del término 2a;. Ahora, si sustituimos a1

n—
tenemos que

_  (Vd+a)patpai
\/g - (\/a‘f'al)Qn‘f'qn—l

\/a(\/a“‘ al)qn + qnfl\/3 = (\/g‘i’ 31)Pn + Ph-1 =
dgn + (a1qn + gn_1)Vd = (a1pn + pn_1) + paV'd

de modo que p,_1 = dqn, — a1pn Y Gn—1 = Pn — 31Gn-

Ahora, recordemos, por el Teorema 15.3 (Pallais) que ppgn—1 — gnpn—1 = (—1)", de
modo que si sustituimos tenemos que pn(pp — 319n) — gn(dgn — a1pn) = (—1)" y al
simplificar tenemos que p2 — dg2 = (1)"
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Calculo de una solucién

Para n par
pp — dgs = (-1)" =1

de modo que las soluciones a la ecuacién de Pell serdn (x1,y1) = (pn, gn)

Para n impar Las soluciones (x1, y1) = (pn, gn) se cumplirdn para

p2 — dg? = (—1)" = —1. Veamos que para obtener las soluciones para x> — dy? = 1,
debemos buscar en el segundo periodo de la fraccién continua de v/d, de este modo,
se toma el término as,, ya que

p%n - dq%n - (_1)2n =1

de modo que (x1,y1) = (p2n, g2n)M
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Calcular una solucién

Ejemplo: x2 —29y2 =1

V29 = [5,2,1,1,2,10]
70
27
(x1,y1) = (9801, 1820)
(9801)2 — 29(1820)% = 96059601 — 96059600 = 1

ap = a5 — G0 =
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Calcular una solucién

Ejemplo: x2 — 19y2 =1

V19 = [4,2,1,3,1,2,8]
170
39
(x1,y1) = (170,39)
(170)% — 29(30)? = 28900 — 28899 = 1

anp — dg — C6:
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Aproximaciones Racionales

Teorema 15.9 (Wilfredo)
Sea £ un nimero irracional cualesquiera, entonces

1
an qn
Majo Gil
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Aproximaciones Racionales

Teorema 4*

Sea &£ un ndimero irracional cualesquiera y ¢; = %, i € N el i-ésimo convergente de la
1

fraccién continua de €. Si r,s € Z con s > 0y k es un entero positivo tal que
|s€ — r| < |qk€ — pk| entonces s > qxy1. Ademads, si £ es un niimero racional tal que

1

o)<
sl = 252
entonces ¢ es una convergente de la fraccién continua de £

Demostracion Supongamos por contradiccién que 1 < y < g1, considerando el
siguiente sistema de ecuaciones lineales

PkX + P41y = r

gkX + qQr+1y =S
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Aproximaciones Racionales

Utilizando eliminacién Gaussiana y el Teorema 15.3 (Pallais) obtenemos que
x = (=1)"(spkr1 — rqu+1)

y = (=1 (rgk — spx)
. Debemos demostrar ahora que x, y son no nulos y de distinto signo. Supongamos que

_ _p -
x=0= L= —q:i. Dado que (pk+1,qks1) = 1, entonces gii1 | S, qri1 < s(—+).

Tomemos ahora y = 0, entonces r = pix, s = qxx, de modo que
|s€ = rl = [x[|qk€ — px| = |ak€ — p| (—+)

, luego x, y son ambos no nulos. Supongamos que y < 0. Como gxx =S — k1Y con
gi > 0, tenemos x > 0. Si y > 0, entonces gx+1yY > Qk+1 > S, tenemos
gx =5 — qr+1y < 0, luego x < 0.
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Aproximaciones Racionales

Por otra parte, si k es impar, tenemos que

si k es par, tenemos que
Pk+1 << Pk

k+1 qk

De igual manera vemos que qx€ — px Y qx+1& — Pk+1 tienen signos opuestos,
finalmente x (g€ — pk) e y (qk+15_pk+1) tienen el mismo signo, y de modo que

1€ — r| = |(qrx + gks1Y) § — (PkX + Prs1y)|
= |x (k€ — pk) + ¥ (qk+1€ — pr+1)]
= |x| |gk& — pr| + Iy |gk+1€ — Pe+1l > x| g€ — pr| > |ak€ — pk|

(=) s > Graa
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Aproximaciones Racionales

Para la siguiente parte, supongamos que 5 no es una convergente de la fraccién
continua de &, es decir X ;é B ; para todo / Sea k el entero no negativo mas grande tal
que y > gy, entonces y 2 qo =1y gk — cosi k— oco. Entonces qx <s < gk41 Y por
lo demostrado anteriormente, tenemos que

1

,
a6 — pil < Is¢ —r| = se— L) < o,
s 2s

de modo que ‘5 — Bk %. Como : # %, tenemos que |spx — rqx| > 1 asi

1 lspk —ral Pk 1 Pk r
— PR e re-¢
S5qk Sqk dk S qk
1 1
‘6 B 7‘ 25q + 252
Esto implica que 2$1qk < 2—; asi que gx > s(—+« )l
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Solucién general de la ecuacién de Pell

Teorema 5*

Sean k, d enteros con d > 0 libre de cuadrados y |k| < v/d. Sea (x, y) una solucién de
la ecuacién x? — dy? = k con x,y > 0. Entonces ;—< es una convergente de v/d

Demostracion. Para k positivo Tenemos que

0<x—yVd= S vd L < L
x+yvVd x+yVd oyt v(Gty) 22

. Dado que x > yv/d vemos que

y por el Teorema 4* ;—‘ es una convergente de v/d.
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Solucién general de la ecuacién de Pell

Para k negativo Dado que

poX Tk
d d
entonces (k)
—(5 1 1
O<y—-—F~==—9 < =
Vd Y+ yvVd + x X(1+y\){3

de modo que

1 y 1

Vd  x

Por el Teorema 4%, , €s convergente de £ =

1
73
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Solucién general de la ecuacién de Pell

Veamos entonces que si v/d = [a1, ap, ...] entonces ﬁ = [0, a1, a2, ...] de modo que los

convergentes de ﬁ tienen la forma {é} donde {C,} son los convergentes de v/d
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Solucién general de la ecuacién de Pell

Teorema 6

Sea % el n-ésimo convergente de la fraccién continua de v/d con d entero. Entonces

pn + gnV/d es una unidad en Z[V/d] ssi vVd = [a1ay, ..., an, 2a1]. Si esto ocurre,
entonces d(p, + gny/d) = (—1)"

Demostracién. Supongamos que p2 — dg2 = =+1. Sabemos que V/d estd entre los

converegentes & y %L De modo que el signo de —V/d es el mismo que el de

dn+1
’;: ’;”i, y por a igualdad ppy1Gn — pPnqns1 = (— 1)”+1, el signo sera (—1)". Por otro

lado, pp + g.\V/d es positivo, por tanto tenemos
P% - dq% = (pn + qn\/g> (Pn f) = ( 1)

Tenemos v/d = [a1,az. .., an, a]. Resolviendo esta ecuacién para encontrar a,
tenemos por tanto
_ app+ pn-1

agn + gn-1
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Solucién general de la ecuacién de Pell

Esto nos da que (p,, — q,,ﬂ) a=— (pn,l — q,,,lx/H), multiplicando por
Pn + gnV/d, tenemos

a=(-1)" (Pfl —~ qnfl\/g> (pn + qn\/3>
Recordando que ppgn—1 — gnpn—1 = (—1)", tenemos

a=c+Vd, donde c=(=1)"(ppPr_1— Gnqn_1d)

Vd=|ai,...,an,c+Vd| =[a1,32,...,an C + a1

Ecuacién de Pell Majo Gil
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Solucién general de la ecuacién de Pell

Para el regreso, suponemos que \/d = [a1, 32, ..., an, C + a1] para algiin entero c,
probaremos que N (p,, + q,,\/3> = (—1)"y ¢ = a;. Por hipétesis

Vid = [al,...,a,,,c+ \/3] entonces

_ (c+ \/H)Pn + Pn-1
f B (C + \/a)qn + Gn-1

Podemos expresar el lado derecho como x 4+ yv/d y comparamos coeficientes,
multiplicando el numerador y denominador por (¢ — ﬂ)q,, + gn—1, de manera que

(Cpn +Vdp, + pn—l) (an —Vdg, + qn_1>

Vd = i :

donde N = N (cq,, Fgp1+ ﬂqn).
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Solucién general de la ecuacién de Pell
De modo que

Vd = (cpn + pn-1) (cGn + Gn-1) — dpnqn + \/H(ann—l - ann—l).
N
Finalmente, tenemos que N = p,gn—1 — gnpn—1 = (—1)". Por el teorema anterior
tenemos que L{f’”’l es un convergente de la fraccién continua de v/d y por tanto

€qn + gn_1 = pn. En particular, N =N (pn + qnﬂ) = (—1)". La ecuacién
_ Pn—1

€qn + Gn—1 = pn, implica que ¢ = % o1,y tenemos
Pn _ l<cec< &.
dn an

Ya que [Vd] < < |V/d]| + 1, por tanto:
Vd| —1<c<|Vd]+1.

Como c es un entero, tenemos ¢ = |v/d| = a;. Por lo tanto,

f: [alvm} :
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Solucién general de la ecuacién de Pell

Y existen mas teoremas, pero a fin de cuentas ; Qué nos estan diciendo todos?

Que tenemos cada vez mas criterios para determinar si un par (x, y) es o no es
solucién de una ecuacién de Pell para algtn d (debe ser unidad de Z[\/d], debe tener

la forma ¢™ = (x + y\/d)™ donde ¢ € Z[/d], etc.) no tenemos una formula exacta
para determinar todas las soluciones.
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