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Representacién primitiva

Sean n, x,y € Z. Se dice que n = x> + y? es una representacién primitiva
si (x,y) =1

Sea n€ Z, p un primo de la forma 4m + 3. Si p|n = n no tiene
representacién primitiva.
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Demostracion Lema 1

Demostracidn.

Supongamos que n = x> + y?> 5 (x,y) = 1 y sea p un factor primo de n,
entonces p|x? + y2, pero (x,y) =1 = pix & pty.
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Demostracion Lema 1

Demostracidn.

Supongamos que n = x> + y?> 5 (x,y) = 1 y sea p un factor primo de n,
entonces p|x? + y?, pero (x,y) =1 = p{x & p{y. Puesto que Z/Z,
es un campo, dividamos y? en la ecuacién x*> + y> =0 méd p —

2 2 2
y y y
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Demostracion Lema 1

Demostracidn.

Supongamos que n = x> + y?> 5 (x,y) = 1 y sea p un factor primo de n,
entonces p|x? + y?, pero (x,y) =1 = p{x & p{y. Puesto que Z/Z,
es un campo, dividamos y? en la ecuacién x*> + y> =0 méd p —

2 2 2
y y y

Esto implica que —1 es un residuo cuadratico mdd p, entonces

(‘pl) _ ()2 g

Por lo tanto, prl debe ser par, entonces p es de la forma 4m + 1 ]
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Corolario 1

Si pn/qn es el n-esimo convergente del nimero irracional x, entonces

1 1
—— <5
dn+19n  gj

qn
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Demostracion Lema 2

Demostracidn.

Considerese la fraccién continua de x. Por el corolario 1, para cada m

1

dm ' dm+1

Puesto que gm+1 =2 gm+1yqgo=1 — dm3gn<n<gms+1 < n—+1,
entonces

p 1 1
X — i <
dm dm * dm+1 qm'(n‘*l)
Por lo tanto, el m-esimo convergente de la fraccién satisface el lema O
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Teorema: Suma de dos cuadrados

Un entero positivo n es la suma de dos cuadrados si y solo si todos los
factores primos p|n de la forma 4m + 3 tienen exponente par en la
factorizacién prima de n
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Teorema: Suma de dos cuadrados

Un entero positivo n es la suma de dos cuadrados si y solo si todos los
factores primos p|n de la forma 4m + 3 tienen exponente par en la
factorizacién prima de n

Demostracion.

( =) Supongamos por el absurdo que p, un primo de la forma
4m +33p"|n & p'*1{ n, para r impary que n = x> + y2.
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Teorema: Suma de dos cuadrados

Un entero positivo n es la suma de dos cuadrados si y solo si todos los
factores primos p|n de la forma 4m + 3 tienen exponente par en la
factorizacién prima de n

Demostracion.

( =) Supongamos por el absurdo que p, un primo de la forma
4m +33p"|n & p'*1 { n, para r impar y que n = x> + y?. Hagamos
d=(x,y) = x=dx,y =dy = n=d*(x?+y"?)=d°n
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Teorema: Suma de dos cuadrados

Un entero positivo n es la suma de dos cuadrados si y solo si todos los
factores primos p|n de la forma 4m + 3 tienen exponente par en la
factorizacién prima de n

Demostracion.

( =) Supongamos por el absurdo que p, un primo de la forma

4m +33p"|n & p'*1 { n, para r impar y que n = x> + y?. Hagamos
d=(x,y) = x=dx,y =dy = n=d*(x?+y"?)=d°n

Puesto que r es impar, p|n’, entonces por el lema 1 (x',y’) > 1(—«) [
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Notemos que para la implicacién de regreso podemos reducir el problema
al caso en el que n = n%ng, donde ny no tiene factores primos de la forma

4m + 3. Puesto que

OF +yD) 08 +y3) = (axe — yiye)? + (xwy2 + xay1)?

entonces el producto de dos sumas de cuadrados es una suma de
cuadrados. Y notemos que 2 = 12 + 12, por lo tanto es suficiente mostrar
que todo primo de la forma 4m + 1 es una suma de dos cuadrados.
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Suma de dos cuadrados

Demostracion.

Recordemos que para p primo de la forma 4m + 1 tenemos que
(=1)(P~1/2 =1 — —1 es un residuo cuadrado
méd p..IreZ>sr’>=—1 méd p.
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Suma de dos cuadrados

Demostracion.

Recordemos que para p primo de la forma 4m + 1 tenemos que
(=1)(P~1/2 =1 — —1 es un residuo cuadrado

méd p..3reZ > r>=—1 méd p. Utilizando el resultado del lema 2 con
n=|yp]yx=—7 sabemos queda,beZ30<b<,/py

1 1
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Suma de dos cuadrados

Demostracion.

Recordemos que para p primo de la forma 4m + 1 tenemos que
(=1)(P~1/2 =1 — —1 es un residuo cuadrado

méd p..3reZ > r>=—1 méd p. Utilizando el resultado del lema 2 con
n=|yp]yx=—7 sabemos queda,beZ30<b<,/py

1 1

Haciendo ¢ = rb + pa tenemos que
pb pb p
l<—=—=—=./p

Entonces,
0<b>+c?<2p
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Suma de dos cuadrados

Demostracidn.

Pero, c = rb mdd p, entonces

B+ P=b+r?b=p1+r*)=0 médp

por lo tanto, p = b% + ¢ O
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Agenda

© Suma de tres cuadrados
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Lema

Si n € N es suma de tres cuadrados de niimeros racionales, entonces n es
suma de tres cuadrados enteros.
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Demostracion Lema 3

Demostracion

Sea n= x12 +X22 +X§, con x1,x2,x3 € Q. Sean x; = %, Xp =

a8

_ P
» X3 q"
con g un denominador comdn para x1, x», x3, entonces g2n = pf + p% + pg.
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Demostracion Lema 3

Demostracion

Sea n = x? + x5 + x5, con x1, x2,x3 € Q. Sean x; = %, Xo = %2, x3 =8
con g un denominador comdn para x1, x», x3, entonces g2n = pf + p% + pg.

Sea d > 0 el menor entero positivo para el cual existen y1, y», y3 € N con

*n=yi +y;+v
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Demostracion Lema 3

Demostracion

Sea n = x? + x5 + x5, con x1, x2,x3 € Q. Sean x; = %, Xo = %2, x3 =B,

con g un denominador comdn para x1, x», x3, entonces g2n = pf + p% + p%.
Sea d > 0 el menor entero positivo para el cual existen y1, y», y3 € N con

*n=yi +y;+v

Ahora bien, supongamos por el absurdo, que d > 1. Si escribimos
n=dyt+z, y2=dn+tza, y=dj+z,
con yl,zi € Z, |z| < %2 para i = 1,2, 3, definimos
a=yi+y5+y5—n  b=2nd—yy—yy's—yys),

/ " /
d =ad+b. v':=avi+ bv:.
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Demostarcion Lema 3

Demostracion

Entonces

e

3 3 3
2= ) yP+2ab ) yiyl + 62 )7
i=1 i=1 i=1 i=1

= a%>d?*n + ab(nd — b) + b*(a + n) = (ad + b)?>n = (d')?n.

3 3
dd’ = ad® + bd = d* (2(%)2 — n) +2d <nd - y,-y/>

= =1

8

3
—2d Y yiyl +d* ). (%)

i=1 i=1
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Demostracion Lema

Demostracion.

Finalmente, 0 < d’ < %d < d, lo que contradice la minimalidad de d.
Notemos que si d’ = 0, entonces Z?:l 72 = dd’ = 0, de donde
z1 =2z = z3 = 0, y tendriamos que (y;)? + (v3)? + (¥4)? = n(—<).
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Teorema: Suma de tres cuadrados

Un entero n > 0 es suma de tres cuadrados si, y sélo si, n no es de la
forma 4%(8b + 7), con a,be N.
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Demostracion Teorema

Demostracién

( = )Notemos que k> =0,1,4 (mod 8), para todo k € Z. Por lo tanto,
una suma de tres cuadrados no puede ser congruente a 7 mdd 8.
Adema3s, si x,y,z € Z son tales que x2 + y2 + z2 =0 madd 4, entonces
x,y,z deben ser pares. Entonces, si x° + y2 4+ 22 = 43(8b + 7), tenemos
quex-2x y—2y,z-2z y 4(x? +y +z) ( %)%+ (2y)2 + (22)% =
X2+ y?+22=438b+7) = x>+ y2 + 72 =47"1(8b+ 7).

De modo que 29|(x, y, z); entonces

|

x?a® + y?a® + 228> =8b+7=7 mbd 8(—«)
(<) Lema 3
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Agenda

© Suma de cuatro cuadrados
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Identidad de Euler

Lema 4: Identidad de Euler

Para todo a, b,c,d,w, x, y,z € Z, se tiene que

(8 + B2+ 2 + d?) (W2 + X% + y? + 2%)
(aw + bx + cy + dz)? + (ax — bw — ¢z + dy)*+
+(ay + bz — cw — dx)? + (az — by + cx — dw)?

La demostracién de la identidad puede ser consultada en la pagina 144 de
Elements of Number Theory de Stillwell
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Suma de cuatro cuadrados

Si 2m es suma de dos cuadrados, entonces m es suma de dos cuadrados l

Puesto que 2m = x? + y?, entonces x, y tienen la misma paridad, entonces

- () - (7)
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Suma de cuatro cuadrados

Si p es un primo impar, entonces existen a, b,k € Z 3 a°> + b*> + 1 = kp

Considérense los conjuntos

1 _
A:{a%Z/Z,,:OgagpT},B:{—b2—1eZ/Zp:o<b<p—}

Cada conjunto posee (p + 1)/2 elementos de Z/Zy, por lo tanto
AN B #0, entonces Jac A,be B3a’> +b> +1=0 méd p
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Suma de cuatro cuadrados

Teorema: Suma de cuatro cuadrados
Todo entero positivo n puede escribirse como suma de cuatro cuadrados

Debido a la identidad de Euler, basta mostrar que el resultado para p un
nimero primo. Notemos que 2 = 12 + 12 + 0 4 02, por lo que nos
enfocaremos al caso en el que p es impar. Del lema 6 tenemos que
Ja,b,c,d ke Zsmp=2a’+b’>+c?>+d?conc=1d=0. Ahora
consideremos los casos donde m > 1 es par y donde m es impar

@ Si m es par, tomemos n = m/2, al aplicar el lema 5
omo_(atb\* (a—b 2+ c+d 2+ c—d\?
P=2P=\ 2 2 2 2
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Suma de cuatro cuadrados

@ Si m es impar, sean w, x, y, z enteros tales que w =a méd m,x = b
méd m,y =c méd m,z=d méd m donde w,x,y,z¢€ (—%, %)
Por lo tanto,

m2
wi x4y < 4-7 =m? y w?+x?+y?+22=0 (méd m).

Portanto, w? + x2 + y2 + 22 =nm, con 0 < n < m. Debido a la
eleccién de w, x, y, tenemos que los nlimeros

ax —bw —cz+dy,ay + bz — cw —dx y az — by + cx — dw son
divisibles entre m, y

aw + bx +cy + dz= 2>+ b® + c? + d*> = 0(médm).
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Suma de cuatro cuadrados

Aplicando el lema 4,

1 1
np = —5(mp)(nm) = — (8% + b* + ¢ + &) (W + 5% + y* + 2°)
_(aw + bx+cy +dz 2+ ax — bw — cz + dy 2
B m m
(ay—&—bz—cw—dx)2 (az—by—kcx—dw)2
+ +
m m
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