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Figura: Leonardo de Pisa
Figura: Rafael Bombelli
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Fracciones Continuas

Una fraccién continua es aquella fraccién que tenga la siguiente forma

Donde ag, a1, ..., a, son nimeros reales, y la notacién es [ag, ..., an]
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Teorema 1

Teorema : Cualquier nimero racional puede ser representado como una
fraccién continua finita.
Prueba :

Sean a, b niimeros enteros tal que b > 0 aplicando el algoritmo de Euclides

a = bag + ry O<ri<b
b=ra +r O<rn<n
ry =rx+n O<rn<nr

-2 =Fp—1n-1+rm 0O<r, <r,_i
rn—1 =rpan +0
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Dado que los residuos son enteros positivos, se puede reescribir las
expresiones del algoritmo

a +r| + |
T =4y - =y .
b b b
i
b ra 1
—=art+ - =a+ 5
r ri —
ra
r rs
- = (lh —=az+r—
r r2 2
F3
Frn—1 =a
n "
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Usando la expresién anterior de b/r;

- +
- = fp :du'!'
b

2 | =~

& + T

Repitiendo este procedimiento con las ecuaciones se obtiene
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Ejemplo

Expresar 19/51 como fraccién continua

51=2-19+13 or 51/19=2+ 13/19

19=1-13+6 or 19/13=1+6/13
13=2-6+1 or 13/6=2+1/6
6=6-1+0 or 6/6=1
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19 1
51 e

entonces 19/51=[0,2,1,2,6]
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fraccion continua k-convergente

Dada una fraccién continua [ag, a1, ..., a, ..., an] la que se froma de tomar
los primeros k elementos se llama la fraccion k-convergente y se denota

C, = [ao,al, ...,ak] 1<k<n

Nota:
Cuando k < n entonces

1
Ckt+1 = lao, . ak—1, ak + —]
dk+1
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valores pg, gx

Definanse los nimeros py , gk de la siguiente forma:

po = ao do =1
pr=ar*ap+1 g1 = a1
Pk = akPk—1 + Pk—2 gk = akqk—1 + gk—2
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Teorema

Teorema: La fraccidon k-convergente de una fraccién continua simple
[a0, ..., an] tiene el valor
_ Pk
Ak
Prueba: Notese que el teorema se cumple para Cy. supdngase por fines de
induccién que para k=m el teorema se cumple entonces

Ck

C. — Pm _ AmPm-1 + Pm—2
= =
dm Amqdm-1 + dm-2
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Nétese que los enteros pm—_1,9m—_1, Pm—2, Gm—2 no dependen de a,,
entonces, la expresion anterior no varia para la fraccién

[20, .-y @m—1, am + a,"1+1] y por la nota anterior

(am + ﬁ) Pm—1+ Pm-2

am+ L) dm-1+ qm—2

am+1

am—&-l(ampm—l + pm—2) + pm—1 _ am+1Pm + Pm—1
am+1(amqm—1 + qm—2) + gm-1 am+19m + dm—-1

por lo que para k=m+1 el teorema se cumple por lo que por induccién el
teorema queda demostrado.
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Ejemplo

Recordando 19/51=[0,2,1,2,6] entonces

po =0 go=1
pp=0x24+1=1 ¢ =2
pp=1%x14+0=1 g =1x24+1=3
p3=2%x1+1=3 g3=2%x3+2=238
pa=6%x3+1=19 g4 =6%x8+3 =051
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Notacidén alternativa

Una forma diferente de definir los nimeros py, qx es
p—2=0,p-1=1 g2=1,9g1=0
entonces queda

Pk = akPk—1 + Pk—2 Gk = akqk-1+ qk—2 k=10,1,2, ...
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Dado [2,3,1,4,2]

k -2 -1 0 1 2 3 4
aj 2 3 1 4 2
Pi 0 1 2 7 “ 43 95
gk 1 0 1 3 4 19 42
Ci 21 73 94 4319  95/42
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Ejemplo

Considérese la fraccién continua [0,1,1,...,1] es aquella que todo
denominador es q, observese sus primeras convergencias

c=0/1, a=1/1, o=1/2, 3=2/3, ca=3/5

usando el teorema anterior se tiene que el numerador de la k-convergencia
es

Pk =1 pr—1+ pk—2 = Uk

y el denominador

Gk = 1% qu—1+ qr—2 = px + pk—1 = Uk41

donde Uy es el k niimero de fibonacci.
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