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Fracciones Continuas

En las inclusiones N c Z c Q C R, probablemente el paso de Q@ a R es el mas
complicado conceptualmente.

* el concepto de niimero natural es casi un concepto primitivo,
un nimero entero no es mas que una clase de naturales, con signo,
un racional, es una clase que viene del cociente entre dos enteros ay b # o,
un ndmero real es una clase de secuencias de Cauchy de racionales.
(Ver Introduccion a la Matematica Moderna, Suger-Morales-Pinot).

Una propiedad de R es que todo niimero real puede ser aproximado por racionales. De
hecho, si x € R, basta hacer g = |x| y tenemoso <x—qg < 1.

Si escribimos la representacion decimal de x — g como x = 0.a,0,05 . .. @, . . . entonces si
r, = an, +10a,_, +100ap_> + ... + 10”—1a1, vale

rn+1
o SX—q < 5,

10

y portanto g + ;% es una buena aproximacion racional para x, en el sentido que el error
Ix — (g + ;2)| es menor que 3.
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Fracciones Continuas

Asi, la representacion decimal de x produce una secuencia {qx}, C Q de racionales que
aproximan a x y cuyos denominadores son potencias de 10.

Ahora, dado cualquier x € Ry cualquier natural g # 0, existe p € Z tal que g <x< pT“.
Prueba: Basta tomar p = |gx]. Luego

p+1

_ _p p+1
o<gx—p<1 = 0<Xx—g< 7 -0

I
S
IN
x
N

En consecuencia

Ejemplo: x = 7, g = 10.
Entonces p = [107] = |31.415926535. . .| = 31. De ahi que g =

— +1)
)x - %‘ = 0.0415926535... < & Y ’x — P2 = 0.0584073346. .. < 5.
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Fracciones Continuas

Hay aproximaciones racionales de x con denominador g, cuyo error es menor que % En
particular, las que provienen de la representacion decimal, corresponden a
denominadores potencias de 10.

Las aproximaciones base 10 son (tiles y populares para efectuar calculos (métodos
numeéricos, teoria de aproximacion), pero esconden aproximaciones racionales de x
mucho mas eficientes. Por ejemplo

3141592

314 355
‘ < 1000000 |*

|7T_ }<7oo ’ﬂ-_ﬁ y ‘77_113

3oooooo ’ﬂ- -
Estas revelan que 2’ y 2> son aproximaciones mucho mas eficiente se x = 7, que otras
con denommadores muycho mayores.

El objetivo de las proximas aulas es presentar una otra forma de representar nimeros
reales, proveniente de fracciones continuas. Esta representacion produce
aproximaciones racionales muy eficientes.
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Fracciones Continuas

Sea x € R. Denotamos de forma recursiva

. 1
Qo = X, a, = LanJ7 y sl CVn%Z, an+1:ﬁ7 vn € N.
n — Yn

Si para algiin n € N se tiene que o, = a, (esto es a, € Z), entonces escribimos
1

a1 + 71

a+...+ —

an

Denotamos la representacion en (1) por x = [ao; @4, @, . . ., ap]. Si no, denotamos
1
X=0o+ g (2)

a+ ———
a, + ...

y escribimos x = [ao; @4, 0, . . ]
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Fracciones Continuas

Ejemplo: Tomemos X = 7 =~ 3.1415926535 . . .
Entonces a, = |x] =3,y

1

= 3.1415926535... = 0.1415926535 ... = .
™ 3.1415926535 3+ 415926535 3+ 6.85276327 ...

= 3+ ! = 3+ ! = 3+ L

N 6 + 0.85276327... 1 - 1

64+ —— 6 +
1.17265837 . . . 1+ 0.17265837. ..
1 1
= 3+ ; =3+ ;
°F 1+ 71 °F 1+ !
5.7917838 ... 5+ 0.7917838. ..

LuegO, ™= [3v 6,1,5,1,.. ]
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Fracciones Continuas

En este caso, podemos construir aproximaciones de = como: [3;] = 3;
[3:6] =3+ § = & =3.166666. . .; [3;6,1] :3+é =3+7 =2 =3142857...
Ejemplo: Tomemos x = & = 1.77777777 . ..

Entonces a, = |X] =1,V

16 7 1
X = =1+L =14
9 9 9/7
1 1 1
= by =1 = 14 -
142 1+ o +—
/ 7/ 345

De ahi que % = [1;1,3,2]
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Fracciones Continuas

e 16 o

4

L

«— | (second digit)

]
'
| H |
) P

2 (fourth digit)

1 (first digit 3 (third digit}

Interpretacion geométrica de una fraccion continua.
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Fracciones Continuas

Obs:
® En el caso que x ¢ Q, la fraccion continua de x es infinita.
® Cuando x € Q, su representacion en fraccion continua es finita, y los coeficientes
vienen del algoritmo de Euclides.

En el ejemplo anterior,
16 = 1

I
w =2
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Fracciones Continuas

En general, si

p = Qoq+n,
q = aif1+1s,,
i = G+ 13
rn_1 - anrn + 0.
entonces
p I 1 1
X = —... =0+ — Qo+ —— = Qo+ ——p = Qo+
q q q/r’l a1 + i a1 + -
I ri/r,
1 1
= aO+ 1 = = 1 = [00;01,02,...,(1n].
a + —— a+ ———
a3 o]
2 a, + o+ —
2 an
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Fracciones Continuas

Si x = [a0; a4, 0, . . ], la fraccion g—: = [ao; G4, s, . .., ap] se llama la n-ésima reducida o
n-ésima convergente de la fraccion continua de x.

Proposicion
Dada una secuencia (finita o infinita) ty, t;,t,, ... € R, tal que t, > o para todo kR > 1,
definimos secuencias {Xm} ¥ {Ym} por
Xo=1to, Yo =1, X =tloti +1, Yy, =15, Y,
Xmt2 = tmtoXmi1 + Xm, Ymi2 = tmi2Ymys +Ym, VM > 0.
Entonces
1 Xn
[to;t17t2,...,tn]:to+ 1 = — VnZO
ti ————— I

t,+ .+ 1/t

AdeméS, Xn+1yn - Xnyn+1 = (_1)n, Vn 2 0.
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Fracciones Continuas

Prueba: Por induccion sobre n. Para n = 0, tenemos [to] = to = %0 = ;f Para n =1,
tenemos [to; 1] = to + ¢ = ©4* =%,y para n = 2 resulta
1 t, totit, +to + 1,
toitnty] = to+—r = to+ =
[to: 11, 2] ° Tt +1/t, T tit, +1 tit, + 1
Lt +1) +to  LXa+Xo X
tt; +1 tLyi + Yo Vo

Suponga que la afirmacion es valida para n. Entonces
1 } (tn + ﬁ)xn—1 + Xn—2

(tn + %)Ynﬂ + VYn—2
n—+1

[toitr v st aia] = [toity oot
trin

toa(tnXn—1 + Xn—2) + Xn—_1
tnsa(tnYn—1 + Yn—2) + ¥n_1
thpaiXn +Xn—1 Xnia
thiVn + Vo1 Yo
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Fracciones Continuas

Mostramos ahora la segunda afiramcion, también por induccion.
Para n = 0, tenemos que X,¥o — Xo¥1 = (tots +1)(1) — tot; = 1= (—1)°. Si
Xn+1Yn — XnYn+1 = (—1)", entonces

Xnt2¥nt1 — Xn¥ni2 = (tnpoXnitr + Xn)Ynt1 — Xnga(thioYnsr + V)
thi2Xnt1Ynt1 + XnYnt1 — tataXntaVntr — XntaYn
= —(Xnta¥n — XYn41) = —(=1)"=(=1)"". o

En los siguientes resultados x = [ao; a4, A, .. .] sera un namero real y {%} la secuencia
de convergentes de su fraccion continua.

Corolario
Las secuencias {pn} vy {qn} satisfacen las recurrencias

Pn+2 = Qnt2Pn+1 + Pn, Gnt2 = Gni2Qntr + Gn, VN > 0O,

€oN po = Ao, P1 = AoQ; + 1, Go = 1Y G4 = A4. Ademas, pp1Gn — PnQGn+1 = (—1)", ¥n > 0.
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Fracciones Continuas

Corolario

Para todo n € N vale

_ onPpn—1+ Pn—z _ Pn—2 —Qn_X

e — y ap = ———.
qn—1X — Pn—

B apQn—1+Qqn_2

Prueba: La primera igualdad sigue de la proposicion anterior, pues
Pn _ anPn—1+ Pn—2

X:[ao,a1 Ay, ...,0n_4 O[n]: .
U ’ Gn  anQn-1+Qqn-2

La segunda igualdad es consecuencia de la primera:
X(nQn-1~+ Qn-2) = @nPn—1+Pn—a = an(Xqn_1 — Pn—1) = Pn—2 — Xqn_2
Pn—2 — qn—2X
- ap=——
" GnX—pn B
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Fracciones Continuas

Proposicion
Vale . & _ (71)n
an  (anpr+ Bn) G327
donde (3,4 = qg: =[0;ap,an_1,An_s, - .., a4]. En particular
1 Pn 1 1
(Aniq+2) a3 gn (angr+Bni1) G2 Ania Q3

Prueba: Por el corolario anterior, tenemos

w_Pn _ aniPntPna Pn _ Pn1Gn—PnGn-1 _ —(PnGn-1 — Pn—1Gn)
qn ny1Qn + Qn—q qn (an+1Qn + Qn—1)Qn (an+1Qn + Qn—1)Qn
—(=1)"" _ (=" (="

Any1qn + qn-1)qn Qnt1 +4n-1/9n)q5 Qg n-+1 Qn'
( + Gn-1) (41 +Gn-1/Gn)a5  (@n+1 + Bnta)
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Fracciones Continuas

En particular, P 1
An! (ansr + Bna) G2
Como |apiq1] = Apiq Y O < Bpig < 1, S€ SigUE qUE Apyq < Apyq < Appq +1Y

-

Any1 < onr < angr + B < Apga + 2,

lo que muestra
1 1

< .
(ang1+ Bni1) G2 Gniq G

1 Pn
(@n1+2)q3 ’ an

Finalmente, la expresion de 3,4, como fraccion continua se sigue de
_ _ _ 1
dn 1 qn—1 An 1 —
an anQn—1+Qqn—2 gn an + 5.=,

y se tiene la representacion en sentido reverso.
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