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Orden y Raices Primitivas

Definicion

Dado a € (Z/nZ)*, definimos el orden de a, denotado ord(@) como el menor entero
positivo t > o tal que @ =1 (mod n).

Sia,n € Z, (a,n) =1, definimos el orden de a modulo n, denotado por ordn(a) como el
orden de a en (Z/nZ)*.

Obs! Por el Teorema de Euler-Fermat, sabemos que ord,(a) < ¢(n), para todo a € Z,
(a,n) =1.

Definicion

Cuando ord, a = ¢(n), decimos que a es una raiz primitiva moédulo n.

Ejemplo:

2 es raiz primitiva modulo 5, pues 2 # 1 (mod 5),22 =4 #1 (mod 5),23 =3 # 1 (mod 5),
y2*=1 (mod 5); y ©(5) = &
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Orden y Raices Primitivas

Ejemplo: ;Cuales son las raices primitivas modulo 15? El grupo de unidades modulo 15,

U(15) = {1,2,4,7,8,11,13,14} tiene la estructura

-1 2 L 7 8 M4 13 14
1711 2 & 7 8 1 13 14
2|12 & 8 1, 1 7 11 13
L |4 8 1 13 2 i 7 M
717 4 13 & 1 2 1 8
8|8 1 2 @ L 13 i 7
“1|l" 7 4 2 3 1 8 &
B3 N 7 1 i 8 L 2
i4 | i3 N 8 7 L 2 1

Observeque 1" =2=4=7"=8*=11>=13* =14*> =1 (mod 15).
Luego ord(1) = 1, ord(4) = ord(11) = ord(14) = 2, ord(2) = ord(7) = ord(8) = ord(13) = 4. No
hay raices primitivas modulo 15.
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Otra forma de verlo: En el grupo de unidades modulo 15:

ala a a a (mod15)
1] 1

212 4 8 1

4 | 4 1

7017 4 13 1

8|18 4 2 1

M1 1

B|13 4 7 1

| 14 1

Como todas las potencias alcanzan el 1 antes de llegar a la potencia ¢(15) = 8, no hay
raices primitivas modulo 15.
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Ejemplo: Modulo 14

ala @ a a a a® (mod 1)
1]

3 9 13 M 5 1

5/5 1M 13 9 3 1

9 1M1

M1 9 1

1313 1

Asi, 3y 5 son raices primitivas modulo 14.

Una definicion alternativa para una raiz primitiva es la siguiente

Definicion

Dados a,n € Z, n > 1y (a,n) = 1, decimos que a es una raiz primitiva médulo n si U(n) es
ciclico, y a es un generador para el grupo U(n).
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Orden y Raices Primitivas

Proposicion
at=1 (modn) <= ordy(a)|t.
Prueba: (<) Sea t = gordp(a). Como a®(@ =1 (mod n), entonces para todo k € N vale

akord(@ =1 (mod n).

En particular, at = a9°(@ =1 (mod n).

(=) Por otro lado, si a' =1 (mod n), por el Algoritmo de la Division, existen enteros
q,r €Z,0 <r <ordy(a) tales que t = gord,(a) +r.

Luego,r =t —qords(a) y
a" = a—9od@ = gt. (@4 (@)=9 =1.(1)"9=1 (mod n).

Por la minimalidad de ordy(a), se tiene que r = 0,y portanto t = gordy(a) ordn(a) | t. o
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Corolario
Para todo a € U(n), vale ords(a) | ¢(n). O

Ejemplo: Mostrar que n | p(a" — 1) para todo entero positivo a > 1.
Solucion: Observe que (a,a"” — 1) = 1. Por el Teorema de Euler-Fermat, tenemos que
a?(@-"'=1 (mod a" —1).

Por otro lado, n es el orden de a médulo a" —1,ya que @" =1 (mod a" — 1),y si
0 < t < n, entonces

o<t<n = o<ad-1<ad" -1 = a" —1{a" -1

Por el corolario anterior, n = ordg_4(a) | p(a” —1). o
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Orden y Raices Primitivas

Ejemplo: Mostrar que no existe un enteron > 1tal que n | 2" — 1.
Solucion: Supongamos lo contrario, y tome p el menor divisor primo de n, y r = ordp(2).

Sabemos que 2" =1 (mod p). Ademas, por el Teorema de Euler-Fermat, tenemos que
2P~ =1 (mod p).

Portanto,r | nyr|p—1,lo queimplica quer | (n,p —1). Pero, (n,p —1) =1, ya que p es
el menor divisor primo de n, y asi, los divisores primos de p — 1 son menores que los
divisores primos de n.

Esto muestra que r =1,y portanto 2' =1 (mod p) = p | 1, lo cual es una contradiccion.

a
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Orden y Raices Primitivas

Una otra caracterizacion de las raices primitivas es la siguiente.

Teorema
El nimero a € Z es raiz primitiva médulo n si, y solo si, (@) = {@' : t € N} = U(n).

Prueba: Para todo a € Z con (a,n) = 1, se tiene que (@) = {a' : t € N} C U(n). Observe

que (@) = {1,a,@>,...,a>%(@="} es un conjunto con ord,(a) elementos. Todas las otras
potencias a* corresponden a alguna de las potencias a@’, con 0 < r < ord,(a) el residuo
de la division modulo ordp(a).

Por otro lado, los elementos 1,a, @, ..., a* (=" son todos distintos, pues si @' = & con
0 <i<j < ordy(a), entonces @~' =1 (mod n),y @' =1, lo cual contradice la definicion
de ordp(a) como la menor potencia de @ que es 1.

Asi, (@) = U(n) si, y solo si, (a,n) =1y ordn(a) = ¢(n). Esto es, siy solo si, a es una raiz
primitiva modulo n.
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Corolario
Sim | ny a es raiz primitiva médulo n, entonces a es raiz primitiva médulo m.

Prueba: El mapa natural f : (Z/nZ)* — (Z/mZ)* que lleva x (mod n) en x (mod m) es
sobrejectivo.

Como a es raiz primitiva modulo n, entonces (@) = (Z/nZ)*. En particular, la imagen
f((@)) = {a' (mod m): t € N} cubre a todo (Z/mZ)*, y tenemos que (@) = (Z/mZ)*
Esto muestra que a es raiz primitiva modulo m.

Las raices primitivas son importantes en varios aspectos de la teoria de nimeros. Ya
vimos que no todo madulo posee raices primitivas. Nos gustaria una caracterizacion de
aquellos modulos que poseen raices primitivas.

Teorema
Existe alguna raiz primitiva médulo n si, y sélo si, n =2, n = 4, n = pk 6 n = 2p*, para
algdn primo impar p.
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La prueba de este teorema es extensa y requerira varios pasos.

Proposicion
Si k > 3, entonces no existe ninguna raiz primitiva médulo 2.

Prueba: Por el corolario anterior, basta probar que no existe raiz primitiva modulo 8
(esto mostraria que no hay raices primitivas para ningiin modulo de la forma 2, k > 3).

Esto se sigue del hecho que si (a,8) = 1, entonces a = 1,3,5,7. y a = 2r +1 (mod 8), con
r e N. Luego, a> = (2r + 1) = 4r> + 4r + 1= 4r(r +1) +1 (mod 8).
Pero r(r + 1) es par, de modo que 4r(r + 1) = 0 (mod 8) y se tiene que a> =1 (mod 8).

Asi, todo elemento en U(8) es de orden 2, y no hay elemento de orden ¢(8) = 4. Esto
muestra que no hay raices primitivas modulo 8, y en consecuencia, no existen raices
primitivas modulo 2%, k > 3. 5
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Proposicion
Sin=ab, cona > 3, b > 3, enteros tales que (a, b) = 1, entonces no existen raices
primitivas modulo n.

Prueba: Como ¢(n) = p(ab) = p(a)e(b), y a,b > 3 entonces ¢(a) y »(b) son pares. Si
(k,n) =1, entonces por Euler-Fermat

re(M/2 — (R? b)/2)47 a) — 4 (mod a),

Re(M/2 - = (Re(@/2)¢(0) = 9 (mod b).

De ahi que (a, b) = 1 implica que k*("/2 =1 (mod n) (gracias al Teorema Chino), y
portanto ord,(R) < @ < ¢(n), para todo (k,n) =1.

Proposicion
Sipesprimoya c Z es una raiz primitiva modulo p, entonces a 6 a + p es una raiz
primitiva modulo p?.
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Prueba: Por hipotesis, ord,(a) = ordp(a+ p) = p — 1. Como a* =1 (mod p?) implica que
a' =1 (mod p), entonces p — 1| ordp:(Q).

Ademas, como ordp:(a) | ¢(p?) = p(p — 1), entonces ordp:(a) =p — 10

ordp(a) = p(p — 1) = ¢(p?).

De la misma forma, ordy:(a + p) = p — 10 ordp:(a + p) = p(p — 1) = ¢(p?). Basta mostrar
entonces que ordp:(a) # p —10 ordp(@+p) #p — 1.

Suponga que ordp:(a) = p — 1. Entonces a~" =1 (mod p?) y

(a+py~=a"+ (p 1 1) aP?p + (p 2

1) a”P3p*+...+pP ' =aP " —paP? (mod p?).
Portanto, (a + p)P~" # 1 (mod p?), ya que p? no divide a paP—2 (recordar que (a, p) = 1).
Esto muestra que ordy:(a + p) = p(p — 1) = ¢(p?), y que a + p es raiz primitiva modulo
P’.0
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Proposicion
Si p es un primo impary a es raiz primitiva médulo p?, entonces a es raiz primitiva
médulo p*, para todo k € N.

Prueba: Como a?~" =1 (mod p), pero a®?~" # 1 (mod p?), (ya que a es raiz primitiva
modulo p?), tenemos que aP~' = 1+ b,p, donde p t b,. Vamos a mostrar por induccion
que @ '(P=) = 1+ b,pk, donde p | by, para todo k > 1.

De hecho, para k > 1y p primo, se tiene que

P = (14 bepfP = 1+ <f|)> brp® + <Z> 4+ (Z) bPpPk

= 14p ' (be + pt),
para algin t € Z; y como p { by, entonces también p 1 (by, + pt) = bg,.

Mostramos ahora por induccion que a es raiz primitiva modulo p*, para todo kR > 2.
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Suponga que a es raiz primitiva médulo p*. Como a”%*+ (9 = 1 (mod pk+') =
a° k(0 — 4 (mod pk). Luego

P (P —1) = ¢(p*) = ordp() | ordyea() | ¢(p**") = p*(p —1).

Portanto, ord,. (@) = p*~"(p — 1) 6 ordpe+(a) = p*(p — 1) = ¢(p**"). Sin embargo, el
primer caso es imposible, ya que a?*"" = 1+ byp*, con p | by.

De ahi que ord,i+(a) = ©(p**t"), y a es una raiz primitiva modulo p**", lo que conluye la
induccion. o

Ejemplo: 2 es raiz primitiva modulo 5 para todo k > 1. De hecho, 2 es raiz primitiva
modulo 5 (Ejemplo 1 de hoy); y como 2% = 16 # 1 (mod 52), entonces 2 es raiz primitiva
modulo 25 también.

De la proposicion anterior se conluye que 2 es raiz primitiva modulo 5%, para todo k > 1.
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Proposicion

Si p es primo impary a € Z es un entero impar tal que a es raiz primitiva médulo p*,
entonces a es raiz primitiva médulo 2p*.

En particular, si a es raiz primitiva médulo p*, entonces a 6 a + p* es una raiz primitiva
médulo 2p*.

Prueba: Al igual que en las pruebas anteriores, tenemos que
¢ (p*) = ordp() | ord,pe() | (2p%) = ¢(p").

Portanto, ord,x(a) = ¢(2p*), y a es una raiz primitiva modulo 2p*.

Para completar la prueba del teorema de caracterizacion de modulos con raices
primitivas, falta mostrar que si p es primo impar, entonces hay raiz primitiva modulo p.

Para ello, necesitamos alin dos lemas.
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Lema (Gauss)

> e(d)=n.

din

Prueba: Consideramos los nimeros racionales

12 3
n'n’n’ "o

S|s

Obtenemos una nueva lista reduciendo cada uno de estos n nimeros a su fraccion mas
simple §, en donde el numerador ky el denominador d son primos relativos.
Los denominadores de los nimeros de la nueva lista seran todos divisores de n.

Si d|n, hay exactamente ¢(d) de estas fracciones con d como denominador. Asi, tenemos
que los n nimeros se reparten en grupos de ¢(d), para cada uno de los denominadores

d. Esto es
Z@(d) =n. O
din
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Lema
Sea p un nimero primo, y d un divisor de p — 1. Defina N(d) como la cantidad de
elementos a € U(p), con orden ord(a) = d. Entonces, N(d) < ¢(d).

Prueba: Podemos suponer que N(d) > 0, de modo que, existe a € U(p) tal que

ordy(a) = d. Luego, a? =1 (mod p), y para o0 < k < d, las clases a* son todas distintas
modulo p.

Como @ =1y la ecuacion x? — 1tiene a lo sumo d raices distintas en Z/pZ, (recordemos
que Z/pZ es un cuerpo), entonces sus raices son exactamente a*, con o < k < d.

Por otro lado, si ordp(a¥) = d, entonces (k, d) = 1, pues si fuese (k,d) =r > 1,
tendriamos que (af)¥/" = (a®)*/" = 1 (mod p), luego ordp(a¥) < ¢ < d. De esta forma
{be(Z/pZ): ordg(b) =d} C {a*. 0 < k< d, (kd) =1},

y portanto N(d) < ¢(d) (de hecho, los dos conjuntos arriba son iguales, como quedara
claro en la siguiente proposicion).
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Proposicion
Si p es primo, entonces existen raices primitivas modulo p.

Prueba: Para cada a € U(n), se tiene que ordp(a) | p — 1,y portanto p —1=3",,, , N(d).
Por otro lado, tenemos por los lemas anteriores

p—1= Nd) <D o(d)=p-1,

d|p—1 d|p—1

y en consecuencia N(d) = ¢(d), para todo p | p —1. En particular N(p —1) = ¢(p — 1) > 0,
y existen elementos con orden p — 1. Asi, hay raices primitivas modulo p.

Corolario
Sea p primo. Para cada d | p — 1, existen exactamente ¢(d) elementos en U(p) con orden
d. En particular, p posee exactamente (p — 1) raices primitivas.

Esto completa la prueba del teorema de caractarizacion.
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Observaciones:

El Gltimo corolario afirma que para n = p, primo, el nimero de raices primitivas
modulo p es ¢(o(p)).

La afirmacion anterior vale en general. Dado n > 1, el niUmero de raices primitivas
modulo n, si hay, es ¢(p(n)).

Como ya se observo, para existan raices primitivas modulo n, es neceario que U(n)
sea ciclico. El Teorema de Caracterizacion de modulos que admiten raiz primitiva,
es equivalente a determinar todos los valores de n para los cuales el grupo
abeliano U(n) = (Z/nZ)* es ciclico.

Del Teorema Fundamental de grupos abelianos finitos, sin = pfpk ... p* se puede
mostrar que
a U(n) = U(pk) x U(P) x - - x U(PY).

Los factores U(p?") se descomponen a su vez en factores ciclicos, y se puede
mostrar que, U(n) ~ Z/¢(n)Z es ciclico si, y solo si, n = 1,2, 4, p* 6 2p¥, con p primo
impar, y kR > 0. Esto fue mostrado primero por Gauss.
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La importancia de las raices primitivas en teoria de nimeros se deriva de este hecho: Si
a es una raiz aprimitiva modulo n, entonces
k
(a) ={a*: k=0,1,...,0(n)} = U(n).
Es decir, a es una raiz primitiva modulo n, si para cada entero x con (x,n) = 1 existe un
entero k para el cual a® = x (mod n).

Tal valor k se llama indice o logaritmo discreto de x en base a moédulo n.

Como ya hemos visto, calcular potencias (ain cuando k es grande) modulo n es un
problema directo, y se resuelve de forma rapida y simple. Sin embargo, el problema de
encontrar el logaritmo discreto de x en base a modulo n es un problema dificil.
Actualmente, muchas herramientas criptografica basan su fortaleza en la dificultad de
calcular el logaritmo discreto.
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