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Lema (Gauss)
Sea p > 2 un primo impar, y a € Z* un entero positivo, primo relativo con p. Sea s el
niimero de elementos del conjunto

S={a,2a,3aq,..., 5" a},

tales que su residuo médulo p es mayor que 2. Entonces,

Prueba: Imitamos la prueba del Teorema de Euler-Fermat. Como {41, +2,, +2" 1} es un

sistema completo de invertibles modulo p, para cadaj =1,2,..., 22 podemos escribir
ja=¢gm; (mod p), congj € {—1,1},ym; € {1,2,..., "}
Observe que si i # j, entonces m; # mj, donde {m,,m,,....mp_y o} = {1,2,...,55}. De

hecho, si m; = m; (mod p), tendriamos ia = ja (mod p) 6 ia = —ja (mod p); y como a es
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invertible médulo py o <i,j < B2, entonces el primer caso implica i = j, mientras que
el segundo caso es imposible.

Multiplicando las congruencias ja = ¢;m; (mod m), resulta

(@)(20)(3a)--- (557 a) = e gpoay2 MMy ---Mp_y;,  (mod p)
e (PTY, p-1
— qlP /2 ( 5 )! = 182 E(p_1)/2 ( 5 )! (mod p)
— a2 = €1€2 " E(p—1)/2 (mOd P)

Luego, aP=1/2 = g,e, - -+ £(5_1) 2, YA que ambos términos son iguales a &1.

De ahi concluimos que alP~"/2 = (—1)%, donde s es exactamente el nimero de términos
je{1,2,...,p—12} tales que ¢j = —1.
Este numero es precisamente la cardinalidad |S|.
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Ley de Reciprocidad Cuadratica

El Criterio de Euler ya produce un mecanismo para identificar residuos cuadraticos.
Vamos a mostrar ahora un resultado mas general.

Teorema (Ley de Reciprocidad Cuadratica)

1. Sea p un primo impar. Entonces
2 P (1, sip=+41 (mod 8);
(7> (=18 = {—1 sip=+3 (mod 8).

9

2. Sean p,q primos impares distintos. Entonces
Pyray\ _, \Et1at
(5)(5) =77

Prueba: (1) La propiedad es consecuencia del Lema de Gauss. Si p =1 (mod 4), entonces
p=u4R+1y " =2k Como1<2j< B paraj<kRyE <2j<p-1parak+1<j<2k,
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Ley de Reciprocidad Cuadratica

hay exactamente k elementos en el conjunto S= {1 <j <2k: 21 > B 1} Pero
p=4kR+1 =pesdelaformap=8q+106p=8q+5.Enel prlmercaso
k= 2! = %1 = 2q, mientras que en el segundo caso, k = B = 894 = 2 4 1,

(3) = (—1)k [ (=1 (1, sip=1 (mod8);

p/ T (=129t T -1, sip=5 (mod 8).

Si p =3 (mod 4), entonces p = 4R+ 3y 2 =2k 4 1. Para 1 < j < R, tenemos
j<2j<PElyparak+1<j<2kR+1,tenemos B <2j<p—1.

Ahora, hay exactamente k + 1 elementos en el conjunto S = {1 <j <2kR+1: 2j > 21},

Comop=4k+3 = pesdelaformap=28q+306p=28qg+7.Enelprimercaso,

kh=P23 = 87‘7 = 2q, mientras que en el segundo caso, k = 3 = 8‘7—:“ =2q+1.

De ahi, 5 ; (—1)29+1 1, sip=3 (mod 8);
(E) = ()= {(—1)2‘7+2 - { 1, sip=7 (mzd 8).
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