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La ecuacion xa + yb = ¢

Recordemos:

Teorema (Teorema de Bézout)
Para todo a,b € Z, existen M, N € Z tales que Ma + Nb = d, d = (a, b).

Propiedad

La ecuacion diofantina xa + yb = ¢ admite solucién en Z si, y sélo si, d | ¢, donde
d=(a,b).

Si (X0, Yo) es una solucién particular de la ecuacion, entonces todas las otras soluciones
son de la forma X = Xo + gt, y=Yo— gt teZ.

Prueba: (=) Como d = (a, b) existen enteros r,s € Z cona = dr, b = ds.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

La Ecuacion xa +yb = ¢ | Alan Reyes-Figueroa Page 1 UVG




La ecuacion xa + yb = ¢

Si existe una solucion (xo,Yo) € Z?, entonces
€ = X0 + Yob = Xo(dr) + yo(ds) = d(xor +Vos) = d|c.

(«<) Sea d | c. Entonces ¢ = dg, para algin g € Z. Por el Teorema de Bézout, existen
enteros M, N € Z tales que d = Ma + Nb. Entonces

(Mg)a + (Ng)b = (Ma + Nb)g = dq = c,
y (Mg, Ng) € 72 es una solucion de xa + yb = c.

Para la segunda afirmacion del teorema, supongamos que se conoce una solucion
(Xo,Y0) € Z2 de la ecuacion dada. Si (x',y’) € Z? es cualquier otra solucion, entonces
axo + by, = ¢ = ax’ + by’. Lo anterior es equivalente a a(x’ — xo) = b(Yo — ¥').
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La ecuacion xa + yb = ¢

Tenemos a(x’ — Xo) = b(yo — ¥).
De nuevo, como d = (a, b), existen enteros primos relativos r y s, tales que a = dr,
b = ds. Sustituyendo estos valores en la ecuacion anterior y cancelando el factor comiin
d, entonces
r(x" = xo) = s(Yo — ¥').

La situacion es ahora la siguiente: r | s(yo — y’), con (r,s) = 1. Del lema de Euclides,
r|yo—V’; 0, en otras palabras, y, — y’ = rt para alglin niimero entero t € Z.
Sustituyendo, obtenemos

x' — xo = st.

Esto lleva a las formulas

X =Xo+St=xo+ 5t Yy =yo—rt=y,— 3t

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

La Ecuacion xa + yb = ¢ | Alan Reyes-Figueroa Page 3 UVG




La ecuacion xa + yb = ¢

Sin importar el valor de t € Z, estos valores satisfacen la ecuacion diofantina, pues

ax'+ by’ = a(xo+gt) +b(yo— §t) = (a%o +byo) + (F — F )t
——

= C

Entonces, existen infinitas soluciones a la ecuacion, una para cada t € Z, en la forma
requerida.

Corolario
Si(a,b) =1ysi(xo,Yo) € Z* es una solucion particular de la ecuacion diofantina
xa + yb = ¢, entonces todas las soluciones son de la forma

X = Xo + bt, y =Y, — at, teZ.
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Estimativa de LAME

Sean a > b > 0. Recordemos que si el Algoritmo de Euclides hace k + 1 divisiones para
hallar d = (a, b), entonces en cada paso rr,q = qrlk—1 + ', gr > 1, b > r > 0, se tiene

a=qgb+r>b+r>2r, = r<$g.
Similarmente,r; < 2 < ¢, <f <% <2 <2< . yengeneral
< 3 Mo < 3 paraj=1,2,...,(R+1)/2.

Por otro lado, existe t € Z* tal que a < 2' = log,a <t = ry < % <1 =rx=0.(i.e,el
algoritmo acaba a lo sumo en 2t pasos)

Si a tiene N digitos en su representacion decimal, entonces a < 10". Luego,
log, a < Nlog, 10.
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Estimativa de LAME

Asi
R+1=2t <2(|log,a] +1) < 2(N[log,10] +1) ~ 6.6N.
(LAME, 1844,).

Se puede mostrar que para que el Algoritmo de Euclides efectle n pasos (n = k + 1), se
debe tomar al menos a = Fp5, b = Fpis.
En particular n < 2log,a = 2 <log,a = a > 2"

Recordemos la Formula de BINET (1843)

= [(750) - (5]

Como (1*2*@)" — 0, cuando n — oo, podemos simplificar
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Estimativa de LAME

1+ VENT g
F”N7< 2 ):

RE

donde o = ™5 es (a razén alrea. (i.e., los F, se parecen a los ")
® > ¥

\/§§07

Recordemos que ¢ satisface o> — ¢ — 1= 0, de modo que ©*> = ¢ +1.
Afirmamos que F, > "7, para todo n > 1.

F,=1>¢° F, =2 > . Asumiendo la hipotesis inductiva que F, > ©*~" siempre que
k < n,entonces Fpi1 = Fr+ Frq > 0" T+ "2 = 0" 2 (0 +1) = " 2¢? = ", lo que
completa la afirmacion.

Luego, a = Fyyo > """ yvale que n < n+1=log, ¢""" <log, a.
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Estimativa de LAME

De esta Gltima desigualdad, obtenemos

log,, @
80 4.7851..(log,, @) < 5log,, a < 5N.

n < log,a= logs

(Teorema de LAME, 1844).
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