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MDC y MMC

Propiedades (Propiedades MDC y MM()

Sean a, b, c € N. Entonces

1. (a,b)=a & [a,b]=b < a|b.
ca,cb) = c(a,b) y [ca, cb] = c[a, b].

b) = (b,a) y [a,b] = [b, a].

(a,b),c) = (a,(b,c)) y[[a, b], c] = [a, [b, c]].
(a,¢), (b, c)] = ([a, b], €).
[a,c], [b,c]) = [(a,b),c].
a,

(
(
(a,
(
[
(
(a,b)[a, b] = ab.
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Lema de Bezout

Teorema (Lema de BEzourT)
Para todo a,b € Z, existen M,N € Z tales que (a,b) = Ma + Nb.

Prueba: Sea S = {xa + yb; x,y € Z, xa + yb > 0}. Observe que
a=1-a+0-bb=0-a+1-beS,deformaqueS es no vacio. Por el principio del buen
orden, S posee un elemento minimo d > o. En particular, d = Ma + Nb para algunos
M,N ¢ Z. Si aplicamos el algoritmo de la division, con d dividiendo a, existe g € Z tal

que
a=qd+r, o<r<d.

Sir > 0, entoncesr=a—qd =a— (Ma+ Nb) = (1— M)a — Nb seria elemento de S, lo
que contradice la eleccion minimal de r en S. De ahi que r = 0. Portanto, d | a.

Repitiendo el argumento anterior del algoritmo de la division pero ahora con d
dividiendo b, se concluye también que d | b.
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Lema de Bezout

Asi, d es un divisor comin de ay b.
Si c es otro divisor comin de ay b, entoncesc | a,c| b c¢|Ma+ Nb = d. Portanto
d = (a,b), y hemos establecido que existen M, N € Z tales que

d = (a,b) = Ma + Nb. 5

Definicion
Dos enteros a y b se llaman primos relativos o coprimos si no tienen factores en comiin
(aparte de 1). Esto es, si (a,b) = 1.

Corolario
ay b son primos relativos. si y sélo si, existen M,N < Z tales que Ma + Nb = 1.

Prueba: (=) a, b primos relativos, = existen M,N € Z con 1 = (a,b) = Ma + Nb.
(<)Sid|ayd|b,entoncesd | Ma+ Nb = 1. Luego, |d| = 1.
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Consecuencias

20 40

Mapa de calor del MDC. Pares de primos relativos en Z2.
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Consecuencias

Corolario
a) Sia |c,b|cy(a,b)=1,entoncesab |c
b) (Lema de EucLIDES) Sia | bcy (a,b) =1, entonces a | c.
Prueba: (a) Como (a, b) = 1, por el Teorema de Bézout, existen x,y € Z tales que

xa + yb = 1. Luego xac + ybc = c.
Ahorab|c = ab|ac|xacya|c = ab|bc|ybc. De ahique ab | xac + ybc = c.

(b) Como (a, b) = 1, de nuevo por el Teorema de Bézout, existen x,y € Z tales que
xa + yb = 1. Luego xac + ybc = c.
Comoa |xabya | bc|ybc, entonces a | xab + ybc = c. .
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Consecuencias

Corolario
Sid = (a,b), entonces (4,5) =1.

Prueba: Sea d = (a, b). Por el Teorema de Bézout, existen x,y € Z tales que xa + yb = d.
Dividiendo la ecuacion anterior entre d, escribimos

b
x(g3) +y(3) =1

Como x,y € Z, por el corolario al Teorema de Bézout a esta Gltima ecuacion, entonces §

y g son primos relativos, y (4, 3) =1

Nota Aclaratoria! El Lema de Bézout no es un si y solo si. De hecho mas adelante vamos
a probar que los enteros n que admiten representacion en la forma n = xa + yb son
precisamente los multiplos de d = (a, b).

Sin embargo, vale un siy solo si, cuando se tiene xa + yb = 1. La (nica forma que 1 sea
combinacion lineal de ay b es cuando son coprimos.
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MDC y MMC

Prop: [a,b](a,b) = ab, paraa,b € N.

Prueba: Sea d = (a, b). Por el Teorema de Bézout, existen M, N € Z tales que

Ma + Nb = d.

Por otro lado, d | ab. Sea entonces m = % € N. Como m = (4)b = a(}), sabemos que m
es un maltiplo comin de ay de b.

Suponga que n es otro maltiplo comiin de ay de b. Mostramos que m | n. En efecto,
n_n nd nMa+Nb) M Ny n
m ab/d ab _ ab =n(5+a) =5

n
M+ —N € Z.
b a

Portanto, m | n, y entonces m = [a, b] es el minimo miltiplo comiin. Se concluye que
ab = md = [a, b](a,b). .
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cComo calcular (a, b)?

Ejemplo: Calcular el MDC y MMC de 360 y 84.
Solucion: Factoramos los nimeros 360 y 84 (en factores primos):

360 | 2 84| 2
180 | 2 42 | 2
90 | 2 21| 3
45 | 3 717
15 | 3 1
5
1

Los divisores coumnes para 360 y 84 son 2,2, 3. Entonces (360, 84) = 22 - 3 = 12. Por otro
lado, [360,84] =23 -32-5-7 = 2520.
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cComo calcular (a, b)?

Lema
Paraa,b € Z, (a,b) = (a— b,b) = (a,b — a).

Prueba: Mostramos (a, b) = (a — b, b). La otra igualdad es analoga.
Seand = (a,b),c=(a—b,b). Entoncesd |a,d|b = d|a—b. Luego, d | c.
Ahora,c|a—b,c|b = c|(a—b)+b=a.Deahic|d. Esto muestraqued =c.

Lema
Para todo a € Z, (a,0) = |a|.

Prueba:a|oya|a = a|(a,o0). Porotro lado, (a,0) | a. luego, por antisimetria,
(a,0) = lal.o

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Algoritmo de Euclides | Alan Reyes-Figueroa Page 9 UVG




cComo calcular (a, b)?

Esto ya nos da un primer algoritmo para calcular (a, b):

Algoritmo 1: (Calculo del MDC por restas).

def mdc(a, b):
if (b > a):
return mdc(b,a)
if (b == 0):
return a
else:
return mdc(a-b,a)
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Algoritmo de Euclides

Emplea el algoritmo de la division como base. Conocido por los griegos (publicado por
EUCLIDES).

Lema (Euclides)
Sia = qb +r, entonces (a,b) = (b,r).

Prueba: Seand = (a,b)yf = (b, r).
Comod|ayd]|b,entoncesd|a—qgb=r.Luegod | (b,r)= f
Comof |byf|r entoncesf|gb—r=a.Lluegof | (a,b)=

Por antisimetria, d |fyf |d = (a,b)=d=f=(b,r).g

El Algoritmo de Euclides se basa en el hecho que en la division a = gb + r, podemos
descartar el dividendo y calcular (a, b) como (b, r).
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Algoritmo de Euclides

El algoritmo euclidiano se puede describir de la siguiente manera: sean a,b € Z cuyo
maximo comin (a, b) divisor se desea calcular. Como (|a|, |b|) = (a, b), podemos suponer
que a > b > o. El primer paso es aplicar el Algoritmo de la Division, para obtener

a=qb+r, cono<r,<b.

Sir, =0, entonces b | ay (a,b) =b. Cuando r, # o, dividimos b por r, para producir
enteros q,, r, tales que
b=q.,ri+r,, cono<r,<r.

Sir, =0, entoncesr, | by (b,r;) = ry, y nos detenemos. Caso contrario, r, # 0,
continuamos este proceso y dividimos r, por r, para producir enteros g;, r5 tales que

I‘1:q3l’2—|—r37 C0n0§r3<l’2
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Algoritmo de Euclides

Este proceso de division continda hasta que aparece un residuo cero, digamos, en el
paso n + [, donde r,_, se divide por ry,.

El resultado es el siguiente sistema de ecuaciones:

a = gb+rn, o<r<b
b = @ri+n, 0<rn<n
I = Q3L+ 0<SI3<h
'n—2 = Qnfp—1+"rh, O 1y <Ip_4
rn_1 = qn+1rn + 0. (1)

Argumentamos que rp, el Gltimo residuo distinto de cero que aparece de esta manera, es
igual a (a, b).
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Algoritmo de Euclides

Teorema (Algoritmo de Euclides)

En el sistema de ecuaciones (1), el maximo divisor comiin de a y b coincide con el Gltimo
residuo diferente de cero. Esto es, (a,b) = ry,.

Prueba:
Por el Lema de Euclides, del sistema de ecuaciones (1), podemos concluir que

(G,b) = (b>r1) = (r1ar2) = (r27r3) == (rn—17rn) = (rn,O) =TIn.

Falta nada mas garantizar un detalle. Que el sistema de ecuaciones (1) es posible. La
construccion de las relaciones ri_, = qj 4f; + iy, i = 0,1,...,n,(@quir_, = a,ro = b)
esta garantizada por el Algoritmo de la Division.

Ademas, de la relacion de los residuoso < r; < ri_,, i=1,2,...,n,
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Algoritmo de Euclides

se tiene que
O=fn<Ih<rm,<...<n<b.

Por lo tanto hay a lo sumo b ecuaciones en el sistema (1). Esto garantiza que el
Algoritmo de Euclides consiste a lo sumo de b pasos. En particular, es finito y termina.
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Algoritmo de Euclides

Ejemplo: Hallar (12378, 3054).

12378 = 43054+ 162
3054 = 18-162 + 138
162 = 1-138+24
138 = 5-24+18
2, = 1-18+6
18 3-6+0.

Luego, (12378,3054) = 6.
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Algoritmo de Euclides

Consecuencias: A partir del algoritmo de Euclides, podemos calcular los coeficientes en
el Teorema de Bézout.

12378 = 43054+ 162
3054 = 18-162+ 138
162 = 1-138+24
138 = 5-24+18
2, = 1-18+6
18 = 3-6+0.
(12378,3054) =6 = 24—1(18) = 24—1(138 —5-24) = 6(24) —1(138)

= 6(162 —138) — 1(138) = 6(162) — 7(138)
6(162) — 7(3054 — 18 - 162) = 132(162) — 7(3054)
= 132(12378 — 4 - 3054) — 7(3054) = 132(12378) + (—535)(3054).
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Algoritmo de Euclides

El algoritmo de Euclides puede escribirse en forma matricial. Observe que

5= )

a=qg:b+n =

Luego
a\ _ (g 1\ (b\ _ (ag. 1\ (g 1)\ [(n
b/ 1 o/)\r,) — \1 o0 1 0/)\n,
_ g, 1 q gz 1 rz
o 1 0/\1 o/\1 0)\n
_ (G1 1)\ [(Q: gz 1 gn 1 n
- 1 0 1 0 1 0 1 0/)\o
— rn
- (o)
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Algoritmo de Euclides
Sim= (m“ ’"“),ycomo det M = (—1)", entonces M1—<—1>"(’"22 _m”),y

My My —-my My
fn) _ (—1)" My  —My) (a
o My My b)"

En particular (a, b) = r, = (—1)"(mxa — mxb), da los coeficientes en el Teorema de
Bézout.

tenemos
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Algoritmo de Euclides

La eficiencia computacional del algoritmo de Euclides se ha estudiado a fondo.

® A.A. L. REYNAUD (1811), demostrd que el nimero de pasos de division en la entrada
(a, b) esta acotado por b.

* Mas tarde mejord esto a 2 + 2.

® P J. E. FINcK (1841), mostro que el nimero de pasos de division es como maximo
2log, b +1.

® EmILE LEGER (1837), estudid el peor caso.

® GABRIEL LAME (1844), refina el analisis de Finck. Mostro que el niimero de pasos

requeridos nunca es mas de cinco veces el nimero h de digitos en base 10 del
nimero menor b.

Obs! El peor caso corresponde a cuando todo cociente g; = 1 en el sistema (1).
Esto ocurre exactamente al tomar dos niimeros de Fibonacci consecutivos.
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Algoritmo de Euclides

Comparacion de valores en el algoritmo de Euclides. (a) d = (a, b). (b) Nimero requerido
de pasos. (c) Observe las diagonales que requieren mas pasos coinciden con nimeros a

y b con una relacion cercana al valor ¢ = 1+2‘6, e.g. nimeros de Fibonacci consecutivos.
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