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Sistemas de Congruencias Lineales

Teorema (Teorema Chino del Residuo)

Sean b,,b,, ..., b, € Z enteros cualesquieray n,,n,,...,n, € Z, n; > 1, primos relativos
dos a dos. Entonces, el sistema de ecuaciones

X = by (modny),
X = by, (mod ny),
X = bk (mod nk).

admite solucién, y esta es tinica médulo N = nin, - - - ny,.

Prueba: Consideramos los nimeros de la forma N; = nﬂ = [jin;, para i=1,2,...,k
Observe que (n;, N;) = 1 (ya que los n; son todos primos relativos). Luego, N; es
invertible modulo n;, de modo que existe ¢; € Z tal que ¢;N; =1 (mod n;).

Ademas, si i # j, como n; | [;; n; = N;, se tiene que ¢;N; = 0 (mod n;), para todo i # j.
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Sistemas de Congruencias Lineales

Consideramos el entero
Xo - C1N1b1 + C2N2b2 + e + Ckabk S Z

Afirmamos que X, es solucion del sistema de congruencias (1). De hecho, para cada

i=1,2,...,ksetiene
Xo = CNibi+cNyby +..0 + Ckabk (mod n,')
= (0)b;+(0)by+...(1)b;j+ ...+ (0)br (mod n;)
= b; (mod n;).

Asi, X, es solucion del sistema.

Por otro lado, si x, € Z es otra solucion, entonces
Xo =X; (mod nj) <= nj|x — X, paratodoi=1,2,...,k.

Como los n; son todos primos relativos, entonces los coroloarios al Lema de Euclides,
mas el uso de induccion matematica, implican que N = nn, - - - ny, | Xo — X,. Portanto
Xo = X; (mod N).
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Sistemas de Congruencias Lineales

Damos una segunda prueba del Teorema Chino, esta vez un tanto mas algebraica.
Consideramos el mapa natural f : Z/NZ — Z/nZ x Z./n,Z x - - - x Z/nyZ, dado por

f:b (mod N)s (b (modn,),b (modn,),....b (mod ny)).

Este mapa esta bien definido, pues si b’ es otro representante en la misma clase de
congruencia b (mod N), entonces N | b — b’, y portanto n; | b — b’, para todo
i=1,2,...,kR, de modo que b = b’ (mod n;), Vi, y se tiene que f(b) = f(b’).

Observe que el Teorema Chino es equivalente a mostrar que el mapa f es una biyeccion:
el hecho de f ser sobreyectiva corresponde a la existencia de la solucion del sistema (1),
mientras que la inyectividad corresponde a la unicidad modulo N.

Como |Z/NZ| =N =nin,---np = |Z/mZ x Z/n,Z x --- x Z/nyZ|, basta mostrar que f es
inyectiva. Primero note que f es un morfismo de anillos. Suponga que
f(x)=0=(0,0,...,0). Entonces x = 0 (mod n);, paratodoi=1,2,...,k. Esto implica
que n; | x, Vi, y de nuevo el lema de Euclides implica que N | x. Asi, x = 0 (mod N). Esto
muestra que Kerf = 0, luego f es inyectiva, y portanto biyectiva.
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Caso general: Modulos no coprimos

Falta agregar aqui el tema de cuando el sistema de congruencias los modulos no son
coprimos.

Ejemplos:
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Definicion
Un entero n c Z es libre de cuadrados si n no es divisible por el cuadrado de ningiin
niimero mayor que 1.

Ejemplo: Vamos a mostrar que existen intervalos arbitrariamente grandes, de enteros
consecutivos, ninguno de los cuales es libre de cuadrados.

Solucion: Sea n € N un nimero natural cualquiera, y sean p4, pa, ..., pn primos distintos.
Por el Teorema Chino, existen soluciones al sistema
X = -1 (modp3),
X = -2 (mod p2),
o
X = —n (mod p}).
Si X, es una solucion positiva, entonces cada uno de los nimeros X, +1,Xo +2,...,X0 +Nn

es divisible por el cuadrado de algln primo, y ninguno es libre de cuadrados.
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Lema
Sea P(x) € Z[x] un polinomio no constante con coeficientes enteros. Para todo R,i € Z, se

tiene que
P(i) | P(RP(i) +i).

Prueba: Observe que paratodon e N
n
(kP()+1)" =3 (”) KPGiYi" =" (mod P(i)).
=
Como las congruencias se preservan mediante productos y sumas, entonces para
cualquier polinomio f(x) € Z[x], se tiene que f(RP(i) + i) = f(i) (mod P(i)).
En particular, P(RP(i) + i) = P(i) = 0 (mod P(i)).
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Ejemplo: Sea P(x) € Z[x] un polinomio no constante con coeficientes enteros.
Mostramos que para todo entero n € N, existe un entero i tal que los niUmeros son

compuestos P(i), P(i + 1), P(i+2),..., P(i + n),
Solucion: Supongamos que la secuencia P(i), P(i +1),..., P(i + n) contiene un primo
para cada i. Entonces la secuencia P(i),, contiene solo numeros primos.
Consideramos los n + 1 primeros nimeros primos distintos P(io), P(i1), ..., P(in). Por el
Teorema Chino, existen infinitas soluciones al sistema

X = o (mod P(iy)),

X = i1 —1 (mod P(’1))7

X = ip—n (mod P(ip)).
Si Xo es una solucion de este sistema, entonces x = Xo + R(P(io)P(i) - - - P(in)) €S también
solucion, Yk > o. Por el lema anterior, P(x), P(Xx + 1), ..., P(x + n) son compuestos, para k
es suficientemente grande, multiplos respectivamente de P(iy), P(i1), .., P(Xn).
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