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El Anillo Z/nZ

Ya mencionamos que la congruencia modulo n, induce una relacion de equivalencia
sobre Z. De hecho, mostramos que dos enteros a, b € Z son congruentes modulo n si, y
solo si, dejan el mismo residuo r al dividirse dentro de n. Asi, las clases de equivalencia
modulo n son de laforma nZ +r,cono <r < n.
Esto muestra que hay exactamente n clases de equivalencia, que podemos denotarlas
como

nZ+o, nZ+1, nZ+2, ..., nZ+ (n—1).

Si ~ denota la relacion de congruencia modulo n, entonces el cociente,
7/ ~ = {clases de equivalencia modulo n} = {nZ +r, o <r < nj},

posee una estructura de anillo, heredada a partir de Z.

Denotamos este cociente por Z/nZ, (también se denota por Z/(n), Z/n, Zy). Z,/n7Z sera
llamado el anillo de enteros médulo n.
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El Anillo Z/nZ

Como recordaran de sus cursos de algebra, (Z/nZ, +, -) posee una estructura de anillo,
con las operaciones
(nZ+a)+(nZ+b) =nZ+(a+b (mod n)), (nZ+a)-(nNZ+b) =nZ+(ab (mod n)).

En ocasiones, es mas simple representar la clase nZ + r por su residuo r. Las
operaciones anteriores resultan o
a+b=a+b, a-b=ab.

Ejemplo: Z/6Z.
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El Anillo Z/nZ

En general, Z/nZ es un anillo conmutativo con unidad, esto es, es conmutativo, posee
elemento neutro aditivo 0 = nZ, y posee un elemento identidad multiplicativo
1=nZ+1.

Sin embargo, en general no todo los elementos de Z/nZ son invertibles.

Proposicion
Seaa,n € Z,n > 1. Existe b € Z tal que ab =1 (mod n) si, y s6lo si, (a,n) = 1. En otras
palabras, a es invertible modulo n, si y solo si, es primo relativo con n.

Prueba: Por el coroloario al Lema de Bézout, tenemos la siguiente cadena de
equivalencias:
ab=1 (modn) < n|ab-1
< ab—-1=nkR < ab—-nk=1
<~ (a,n)=1
Diremos entonces que a es invertible modulo n, cuando (a, n) = 1. En ese caso, existe
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El Anillo Z/nZ

b € Z tal que ab = 1,y diremos que b (mod n) es el inverso modulo n de a.
Este inverso es Gnico (modulo n), pues si ab = 1,ab’ = 1 (mod n), entonces
b=b-1=b(ab’) = (ba)b' = (1)b’=b" (mod n).

Asi, el inverso esta bien definido, y tenemosque a-1=1 = a—'=bh.

Definicion

El grupo de unidades médulo n, denotado por (Z/nZ)* o por U(n), se define como
u(n)=(z/nzZ)* ={a € Z/nZ: (a,n)=1}.

Obs! Note que U(n) es un grupo multiplicativo: si @, a’ € U(n), existen b, b’ € Z tales que
ab =1 (mod n)y a’b’ =1 (mod n). Luego, (aa’)(bb’) = (ab)(a’b’) =1-1=1 (mod n),y
se tiene que aa’ € U(n).
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El Anillo Z/nZ

Ejemplo El grupo de unidades madulo 15, U(15) = {1,2,4,7,8,11,13, 14} tiene la

estructura
-l1 2 & 7 8 M 13 14
1711 2 & 7 8 1M 13 14
212 & 8 1 1 7 11 13
L |!L 8 1 13 2 1 7 M
717 i 13 & 11 2 1 8
8!8 1 2 M 4 13 i 7
1|17 7 i 2 13 1 8 4
B3 N 7 1 i, 8 L 2
i4 |1, i3 1 8 7 L 2 1

Propiedad

El anillo Z/nZ es un cuerpo, si y sélo si, n = p es primo. En ese caso U(n) = (Z/pZ)*.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

El anillo mddulo n | Alan Reyes-Figueroa Page 5 UVG




El Anillo Z/nZ

Prueba: (<) Si n = p es primo, entonces (a, p) = 1, para todo 1 < a < p. Asi, todo
elemento a # 0 en Z/pZ es invertible, y Z/pZ es un cuerpo de nimeros.

(=) Si Z/nZ es cuerpo, todo elemento a # O es invertible, y (a,n) = 1, para todo
1 < a < n. Pero esto es equivalente a n ser primo.

Teorema (“Sueno de todo estudiante”)
Sea p primo. Entonces, para cualesquiera a, be Z/pZ, vale

(@+b)P=a +bP (mod p).

Prueba: Si 0 < k < p, entonces (7)) = Wik)! = 0 (mod p), pues hay un factor p en el

numerador queno puede cancelarse con nada en el denominador. Del Teorema de
Binomio, tenemos

(a+b)P = Z (i) akbP~* =a? + bP (mod p). O

o<k<p
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El Anillo Z/nZ

Veremos una primera aplicacion de los inversos multiplicativos modulo n.

Lema
Si p es primo, entonces las Gnicas soluciones de x> = 1 (mod p) son 1y —1. En particular,
six € U(p) — {£1}, entonces x~ " # x (mod p).
x*=1 (modp) <= p|xX¥*—1=Xx—-1)(x+1)
— plx—1)06p|x+1)
< Xx=1 (modp) 6 x=-1 (mod p).

Prueba:

La segunda afirmacion es inmediata a partir del hecho 1=x*> < x~" =x (mod p).

Teorema (Teorema de Wilson)
Sea n > 1. Entonces, n | (n —1)! +1si, y s6lo si, n es primo. Mas precisamente

(n—y={"1 (modn),  sinesprimo;
"~ o (modn), ncompuesto,n # 4.
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El Anillo Z/nZ

Prueba: Si n es conpuesto, pero no es cuadrado de un primo, podemos escribir n = ab,
con1< a< b < n. En este caso, tanto ay b son factores de (n — 1)!, y tendriamos que
(n=1)!'=0 (mod n).

Si n = p?, con p primo, p > 2, entonces p y 2p son factores de (n — 1)!, y de nuevo
(n—1)!'=0 (mod n).
Esto muestra que para todo n # 4, compuesto, se tiene que (n —1)! =0 (mod n).

Si n > 2 es primo, podemos escribir (n —1)! =2-3-...(n —1). Por el lema anterior, los
nimeros 2,3,...,n — 2, N0 son su propio inverso, y podemos agruparlos en pares
(inversos entre si), sobrando Gnicamente el termino n — 1 el cual es su propio inverso
modulo n. Asi

(n—=1-2-3...-(n=1)=J(aa;")-(n-=1)=[[("):- (n—=1)=-1 (mod n).

i i

’
|

El caso n = 2 se verifica de forma difecta: (2 —1)! =1 =1= —1 (mod 2).
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El Anillo Z/nZ

Teorema (Teorema de Wolstenhdlme)

Sea p > 3 un nimero primo. Entonces el numerador de 1+ 3 + § + ... + ;%5, es divisible
por p?.
Prueba: Sumando en pares “extremos”, obtenemos
(p—1)/2 (p—1)/2 (p—1)/2
Z Z ( : )Z ) ,'(pp_,'):p ) ,'(p1_,')'
1<:<p i=1 i=1

El mmc de los niimeros 1 a p — 1 no es divisible por p. Basta entonces mostrar que el
numerador de la Gltima suma es divisible entre p, o equivalentemente, como p  (p —1)!,
debemos mostrar que el entero

(p—1)/2

(p—)!
~ i(p—1i)
es un maltiplo entre p.
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El Anillo Z/nZ

Para 1 <i < p — 1, denotamos por r; el inverso de i modulo p, o sea, ir; =1 (mod p).

Observe que r,_; = —r; (mod p), asi
CICN (p—1)/2 (p—1)/2 (p—1)/2
S= Z SI(?;::)) iry(p—=i)rp_j = Z (p=N)trir,_i = Z (=1)(-r) = Z r? (mod p),

i=1 i=1 i=1 i=1

por el Teorema de Wilson.

Los r; son congruentes a uno de los nimeros +1,+2, ..., ipT”, de modo que r? es
congruente a alguno de los nimeros 12,22, ..., (5)2. Afirmamos que todos estos

cuadrados aparecen en la suma. Si rzrf (mod p) entonces p | (17 —r?) = (r; — r)(ri + ;).
Esto implica que r; = £r; (mod p). Multiplicando por ij, tenemos que j = +i (mod p) =

i=j,pues1<ij<BE?

Portanto, S = Y-°/?j2 = B 1) ~) =0 (mod p), pues siendo p > 3, se tiene que
(p,24) =1,yel resultado 5|gue 0
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El Anillo Z/nZ

El Teorema de Wilson produce resultados interesantes sobre los coeficientes binomiales.
Suponga que h, k € Z™ son enteros positivos, con h + kR = p — 1, p primo. Entonces
hiRl = (—1)'(p — 1)(p —2) -~ (p — h)R! = (—1)F(p —1)! = (~1)**" (mod p),

por el Teorema de Wilson. De ahi que

h!k!(p;1> —(p—1)! (modp) <« (—1)k (”;1> — 1 (mod p)

= (Pp7) =" moap)

Propiedad

Si p > 3 es primo, entonces p3 | (2:) —2.
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El Anillo Z/nZ

Primeramente, recordamos algunas identidades de los coeicientes binomiales. Para
todo1 < i< p—1,tenemos
SI=P p\ _p(p—1
i i\i—1)

2 2 2 2
)= =) ()

p 0 1 p
pues podemos elegir p objetos de entre 2p escogiendo i de ellos de entre los primeros
p, v los p — i restantes entre los Gltimos p, luego

(5)-2O6)-20)

0} 1=0

De ahi,

Usando estas identidades,

p—1 5 2 p—1 2
20\ L, NP (P a1 (Pt
(5)-2-25(050) w2 ()

1=1 1=1
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El Anillo Z/nZ

Observe que (?) = plil(p — i)! es un maltiplo de p, para 1i < p — 1, pues el denominador

.o . . - _1n\2 2
de esta fraccion no es divisible entre p. Asi, % (P~1)" = = ()" es entero y portanto la
suma ot

2
1(p—1
Ziz(i—1) €z

i=

Debemos mostrar ahora que es un maltiplo de p. Para ello, observe que cada
1<i<p-—1esinvertible modulo p. Sea r; el inverso de i (mod p), tal que 1 <r;p,y
ir, =1 (mod p). Debido a la unicidad del inverso, los r;, i = 1,2,...,p — 1 forman un
sistema completo de invertibles, esto es, son una permutacion de1,2,...,p — 1.

Como (P~1) = (—1)'=" (mod p), entonces

S (0 =B oo

i=1 i=1
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El Anillo Z/nZ

de modo que
Pl po1\2 B p_1\2 2
o — 2 — 2 2(i—1) 2 2
’;‘P(”) =X (”) = XA Zr, Z' (mod p).
Por otro lado, la suma
N p(p—1)(2p — 1)
6 )
es un maltiplo de p, ya que (6,p) = 1. (observe que p >3 = p =1,5 (mod 6))
Esto muestra que 5
p
1 (3) -
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