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Congruencias

Hacen su aparicion en la obra de GAUss, Disquisitiones Arithmeticae (1801).

Definicion

Sean a,b € Z,n € N, con n > 1. Definimos a = b (mod n) si, y sélo si,n | a — b. En ese
caso, decimos que a es congruente con b médulo n, o que a y b son congruentes médulo
n.

En caso contrario, escribirmos a # b (mod n), y decimos que a y n no son congruentes
maédulo n.

Ejemplo: 177 =3 (mod 7), 11 = —4 (mod 3).

Ejemplo: x* + y? # 3 (mod 4).

Solucion: x = 0,2 (mod 4) = x*>=0 (mod 4); X = +1 (mod 4) = X2 =1 (mod 4).
Haciendo todas las combinaciones posibles, vemos que x> +y>=04+000+101+41
(mod 4), esto es, x> +y> = 0,1,2 (mod 4).

Portanto x> + y? # 3 (mod 4).
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Congruencias

Propiedades (Propiedades de las Congruencias)
Para cualesquiera enteros a,b,c,d,k,n € Z, n > 1. se tiene.
. (Reflexividad) a = a (mod n),
2. (Simetria) sia = b (mod n), entonces b = a (mod n),
3. (Transitividad) Si a = b (mod n), b = ¢ (mod n), entonces a = ¢ (mod n),
4. (Compatibilidad con suma y resta)
{ab (mod n) {a+cb+d (mod n),

-

c=d (mod n) a—c=b-d (modn),
5. (Compatibilidad con producto)
a=b (modn) _
{C:d (mod n) = ac=bd (mod n),

6. Sia=b (mod n), entonces ka = kb (mod n), para todo k € Z,
7. Sia=b (mod n), entonces a* = b* (mod n), para k > o.
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Congruencias

8. (Cancelacion) Si (n,c) = 1, entonces ac = bc (mod n) = a=b (mod n).

Prueba: (1) Paratodoac€ Z,neN,n|o=a—-a = a=a (mod n).

(2)a=b (modn) =n|b—a = n|a—b b=a (mod n).

3)n|b-an|c—b = n|(b-a)+(c-b)=c—a = a=c (mod n).
()n|b—an|d—c = n|(b—a)t(d—c)=(b+d)—(a+c) =a+c=b=+d (mod n).
(5)n|b—a,n|d-c = n|(b—a)cyn|a(d- c). Luego,
n|(b—-a)c—a(d—c)=bc—ad = ad = bc (mod n).

(6.) Aplicando (4.) k-veces consecutivas, con ¢ = a, d = b, se obtiene, ka = kb (mod n).
(7.) Aplicando (5.) k-veces consecutivas, con ¢ = a, d = b, se obtiene, a® = bf (mod n).
Otra alternativa es ver que sia = b (mod n), entoncesn |b —a
=n|(b—a)(b*"+abfF~" + ...+ ak=2b + af~") = bk — a*. Asi, a¥ = bF (mod n).

(8.) Suponga que ac = bc (mod n), con (n, c) = 1. Entonces n | bc — ac = (b — a)c. Por el
lema de Eulices, como (n,c) =1, entoncesn |b—a = a=b (mod n).;
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Congruencias

Obs! Dados a € Zy n ¢ Z*, por el Algoritmo de la Division, existen q,r € Z tales que
a=qn+r,cono <r < n. Entonces, por definicion de congruencia,n| —gn=r —a

= a=r (mod n). Porque hay n opciones para r, vemos que todo entero es congruente
modulo n exactamente con uno de los valores residuos 0,1,2,...n — 1; en particular,

a =0 (mod n)si,ysolosi,n|a.

Definicion

El conjunto de n enteros 0,1,2,...,n —1se denomina el conjunto de residuos minimos
no negativos o residuos canénicos, modulo n.

En general, una coleccién de n nimeros enteros a,, a,, . ..., a, forman un conjunto
completo de residuos (o un sistema completo de residuos) modulo n si cada a; es
congruente a alguno de los nimeros 0,1,2,...,n —1, modulo n.

Ejemplo: —12, —4, 11,13, 22, 82, 91 constituyen un sistema completo de residuos modulo 7.

Obs! S = {a;}! | C Z es un sistema de residuos modulo n < a; # a; (mod n), para i # j.
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Congruencias

Teorema
Para enteros arbitrarios a,b € Z,a=b (mod n) < ay b dejan el mismo residuo cuando
se divide por n.

Prueba: (=) Sia = b (mod n), de modo que n | b —ayb = a+ kn para algiin entero k.
Suponga que en la division entre n, a deja un cierto residuo r; es decir, ab = gn + r, con
o<r<n.Porlotanto,b=a+kn=(gn-+r)+kn=(q+ R)n+r, por lo que b tiene el
mismo residuo que a.

(<) Por otro lado, suponga que podemos escribir b = g,n +ryb = g,n +r, con el
mismo residuo o < r < n Entonces,

b—a=(qn+r)—(q:n+r)=(q.—q:)n,

de modoquen |b—a.Estoesa=b (mod n).

Ejemplo: —56 y —11 pueden escribirse como —56 = (-7)9 +7, —11 = (—2)9 + 7.
Esto muestra que —56 = —11 (mod 9).
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Congruencias

Ejemplo: Mostramos que 41 | 22° — 1.

Observe que 2° =32 = —9 (mod 41), de donde 2%° = (25)* = (—9)* = 81- &
(mod 41). Pero 81 = —1 (mod 41) = 81-81=1 (mod 41).

Esto muestraque2° —1=81-81—-1=1—-1=0 (mod 41).

Ejemplo: Hallar el residuo de 1! + 2! + 3! + 4! + ... +99! + 100! al dividir
por 12.

Comenzamos observando que 4! =24 = 0 (mod 12); asi, para R > 4, se
tiene que

Rl=4'-5-6---R=0-5-6---R=0 (mod 12).
De esta manera,

M4+21431 444+ ... +100' =1 +21+3'+0+...+40=9 (mod 12).

UNIVERSIDAD
DEL VALLE

DE GUATEMALA

Congruencias | Alan Reyes-Figueroa Page 6 UVG




Congruencias

Vimos que una de las propiedades basicas de congruencias es que si ca = cb (mod n)
entonces a = b (mod n), siempre que (c,n) = 1. Cuando (c,n) # 1la cancelacion en
general no vale. Por ejemplo, 2(4) = 2(1) (mod 6), pero 4 # 1 (mod 6).

Con las precauciones adecuadas, se puede permitir la cancelacion
Teorema
Sica = cb (mod n), entonces a=b (mod §), donde d = (c,n).

Prueba: Por hipdtesis, n | cb — cay podemos escribir ¢(b — a) = cb — ca = kn, para algiin
k € Z. Como (c, n) = d, existen enteros primos relativos r, s que satisfacen ¢ = dr,
n = ds. Sustituyendo en la ecuacion anterior,

dr(b —a) = kds = r(b —a) = ks,

de modo que s | r(b — a). Como (r,s) = 1, el Lema de Euclides garantiza ques | b —a.
Portanto, a = b (mod s); en otras palabras,a = b (mod §).
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Congruencias

Corolario
Sica = cb (mod n), y (c,n) =1, entonces a=b (mod n).

Corolario
Sica=cb (mod p),yp1c conp primo, entonces a=b (mod p).

Prueba: Las condiciones p primoy p { cimplican que (¢, p) = 1.

Ejemplo: Considere la congruencia 42 = 15 (mod 2)7. Como (3,27) = 3, debido al
teorema anterior podemos “cancelar” el factor 3 en la congruencia. Asi 14 == 5 (mod 9).
Una ilustracion adicional es la congruencia —35 = 45 (mod 8). Aqui, 5y 8 son primos
relativos, y podemos cancelar el factor 5 para obtener —7 =9 (mod 8).

Obs! En el teorema, no es necesario que ¢ # 0 (mod n), pues en ese caso tendrias ¢ = 0
(mod n) = (c,n) =n,y la conclusion seriaa = b (mod 1), se mantiene
automaticamente para todos entero ay b.
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Ejemplo: Hallar el residuo de la division 53 entre 13.

Solucion:

5* =1 (mod 13). Ademas, los residuos de dividir 5" por 13 se repiten en ciclos de 4:
52=1 (mod 13), 5*=1 (mod 13),
5'=5 (mod 13), 5 =5 (mod 13),

52=-1 (mod13), 5°=-1 (mod13),

5=-5 (mod13), 5 =-5 (mod13), ...

Por otro lado, tenemos que 3 = —1 (mod 4), de modo que 3°° = (—1)*° =1 (mod 4). Esto
es, 3%° deja residuo 1 al dividirse por 4. Asi, 53° = 5" = 5 (mod 13).

Ejercicio: Hallar el residuo de la division de 3'°°° entre 101.
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Congruencias

Ejemplo: Muestre que la ecuacion diofantina x> — 117y3 = 5 no admite soluciones
enteras.

Solucion:
117 es maltiplo de 9, y tenemos

x3—117y3 = & x>=5 (mod 9).

Si analizamos los residuos ciibicos modulo 9, cuando x recorre cualquier sistema de
residuos, tenemos

X (mod9) |o|1]2]|3]a|5]|6]7]8
X3 (mod9) [o[1][8]0o[1][8]0[1]8

O sea, x3 solo puede dejar residuos 0, 1 u 8 modulo 9. Asi, si (x,y) fuese una solucion de
la ecuacion, tendriamos x3 = 5 (mod 9), algo imposible. Portanto, dicha ecuacion no
posee soluciones enteras.
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Congruencias

Ejemplo: Sea a un niimero entero impar. Demuestre que 22" + a2’ y 22" + a®” son primos
relativos para todos m,n € Z*, con n # m.

Solucion:
Sin pérdida, supongamos que m > n. Para cualquier primo p dividiendo 22" +a*', y

a® = -2 (mod p).
Elevamos al cuadrado ambos lados de la ecuacion m — n veces para obtener
@ = (@) = (-2)"
Como a es impar, tenemos p # 2, luego 22" 4 22" = 22"+ £ 0 (mod p), de modo que
" =2" £ 2" (mod p).

—n

=22" (mod p).

Por tanto, p ¢ a?" + 22", lo que muestra el resultado deseado.
Obs! Cuando a = 1, esto conduce a una propiedad de los nimeros de Fermat 22" + 1.
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Bases

La notacion usual para nimeros naturales es chamada la notacion base 10, con digitos
0,1,2,...,9. Esto significa por ejemplo, que
196883 =1-10°+9-10* +6-10% + 8 -10° + 8 - 10" + 3 - 10°.

El siguiente resultado muestra como escribir cualquier natural en cualquier base d > 1.

Teorema (Representacion en Bases)
Sean n € N, y d > 1. Existe una tnica secuencia (los digitos de n en la base d)
Qo,as, ... ,qy, ... cCoN las siguientes propiedades
1. paratodok e N,0 < a, < d,
2. existe m € N tal que a; = 0, paratod k > m,
3. =350 ard®.
Prueba: Usando el Algoritmo de la Division, escribimos n = n, = n,d 4 a,, 0 < ao < d,
n, = n,d +a,, 0 < a, < d;y en general, n, = n,,d + a, con o0 < a, < d, y vale (1).
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Bases

Afirmamos primero que n, = 0, para algin k € N. De hecho, si n, < d™, entonces

n, = |%| < d™,y, mas generalmente, por induccion se muestra que n, < d™*. En
particular, para k > m, tenemos n, <1 = ny = 0.

Se sigue de ahi que ay, = 0, para todo k > m, lo que muestra (2).

Para mostrar (3), procedemos por induccion sobre m + 1 el nimero de digitos a; no
nulos.Param=0,n=n,<dn=0-d+ay, = n=a, = ap - d°.

Supongamos valida la propiedad para todo niimero entero con a lo sumo m digitos en
su representacion base d. Entonces, si n = (am - - - G400 )4, tenemos que n, = dn + ao. En
particular n, = (an, - - - a;)4. Por la hipotesis inductiva aplicada a n,

m—1 m-—1 m m
n=dn+a,= d(Zamd") +ao =Y a.dM+a=> ad+a,=) ad.
j=0 j=0 j=1 j=0

Para la unicidad, suponga que n admite dos representaciones en base d:
Yo apd® =n = > k>0 brd*. Si las secuencias {ai} y {bi} son distintas, existe un menor
indice j tal que a; # b;. Tomamos
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Bases

aj+ > apd" =bj+> bed"T = aj—bj=> (by—ar)d",
R>j k>j k>j

lo que muestra que d | a; — b;. Pero 0 < ag, b, <d = 0 < |a; — bj| < d, implica que
a; — b; = 0, y portanto a; — b; no puede ser un multiplo de d, un absurdo. Esto muestra
que la representacion en base d es Unica.

Notacion: Ignorando los ceros iniciales, escribimos n = (am@m—_1-- - @:100)g = Z'::O agd®,
y llamamos a ésta la representacion en base d de n.
Ejemplo: La representacion binaria de n = 105 es
105 =12°+1-254+0-2+1-2° +0-22+ 02 +1=2°+ 2%+ 23 +1,
o, en forma compacta, 105 = (1101001),.
Ejemplo: Por otro lado, la representacion (1001111), corresponde a
n=1-2°40-2540-2+1-2241-224+1.24+1=25423 422 +1=79.
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