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Enunciado

Todo entero positivo puede escribirse como la suma de los
cuadrados de cuatro enteros.

(Lagrange,1770)

El teorema fue demostrado por Lagrange utilizando
aritmética y herramientas avanzadas de teoria de nimeros.
Ahora lo demostramos usando herramientas de algebra.
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Herramientas

¢ Anillos, ideales, e isomorfismos (Anillo cociente, ideales
maximales, etc.)

e iCuaternios!
® Cuaternios reales Q (Anillo con divisién y norma)
* Anillo de Hurwitz de Cuaternios reales H (anillo con
divisién izquierda)
® Cuaternios sobre los enteros médulo p, W, (anillo finito)
®* Teorema de Wedderburn
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Anillos, ideales, e isomorfismos, repaso

Un anillo (R, +, *x) es una estructura algebraica donde (R, +) es
un grupo abeliano, (R, *) es un monoide con identidad, y * se
distribuye respecto a +. Nétese que no es necesario que (R, )
sea conmutativo.

Un subconjunto no vacio de un anillo I ¢ R es llamado un
ideal izquierdode Rsix+yelyrx el Vx,yel,r €R.
Similarmente un ideal derecho cumple con xr € I, y un ideal
bilateral es tanto un ideal izquierdo como uno derecho.
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Anillos, ideales, e isomorfismos, repaso

Un ideal I € R de un anillo R es llamado maximo o maximal
si, para todo ideal M de RsetienequeICM CR — I=Mo
R=M

Sea (R, +,*) un anilloy I un ideal bilateral de R. De forma
similar a como se define el grupo cociente, definimos el
anillo cociente R/I como el conjunto de las clases de
equivalencia de R/I (Grupo cociente) con las operaciones:

(a+D)+(b+1)=(a+b)+1
(a+D)(b+1)=(ab)+1
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Anillos, ideales, e isomorfismos, repaso

Sean (R, +,%) Y (S, +, %) anillos. Un homomorfismo de anillos
f: R — S esun mapeo que cumple que, para todo a,b € R

fla+r b) = f(a) +s f (D)
flaxg b) = f(a)xs f(b)

Cuando esta funcidén es biyectiva, se le [lama un isomorfismo
de anillos.
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Anillos, ideales, e isomorfismos, repaso

Un dominio entero R es llamado anillo euclideano si existe
una funcién d : R — Z* tal que, para cualesquiera a, b € R:

d(a) < d(ab)

dt,re Rsa=tb+r,d(r) <d(b)

Todo anillo de divisién finito es un campo.

Nos interesa el converso de este teorema, que nos dice que
si tenemos un anillo finito que no es un campo, entonces no

puede ser un anillo de divisién. La prueba se encuentra en la
seccion 7.2 de Hernstein.
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Cuaternios

Los cuaternios son una extensién de los nUmeros reales, la
idea es parecida a la de los nUmeros complejos, en 4
dimensiones. Definimos las unidades imaginarias i, j, k tales
que

2= =k*=ijk=-1

Los cuaternios reales son el conjunto
QO ={a+bi+cj+dkla,b,c,d € R}

Que es una anillo con divisién, es decir que es casi un campo
pero la multiplicacién no es conmutativa.

De forma similar podemos definir los cuaternios sobre otros
campos. Cuando se definen sobre Z,,

Wp={a+bi+cj+dkla,b,c,d €Z,}

tenemos un anillo finito y no conmutativo para todo p > 2.
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Es un resultado conocido que si un anillo finito con unidad R
tiene como Unicos ideales derechos a (0) y R, entonces R es
un anillo con divisién.

Aplicando este resultado a W), los cuaternios sobre Z,,.
Notamos que este es un anillo finito con unidad que NO ES
CONMUTATIVO, lo que implica por el teorema de
Wedderburn que R no es un anillo con divisién. Luego, W,
tiene un ideal izquierdo no trivial.
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Anillo Hurwitz

Sea ¢ = 3(1+i+j+k), definimos
H={al+bi+cj+dkla,b,c,d € Z}

Llamado el anillo de Hurwitz de cuaternios reales. Nétese
que H C Q es un subanillo de Q. Este anillo es sumamente
especial, pues es un anillo con divisién y norma, pero no es
conmutativo. Esto permite caracterizar completamente a
sus ideales izquierdos, lo cual serd la herramienta clave para
demostrar el teorema de Lagrange.
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Norma en Q

Sea x =a+ bi+cj +dk € Q, definimos el adjunto de x como
xx=a—-bi—-cj—-dk

® Xkx=X
® (ax +by)x = ax = +byx

o (xy)r=yxxx

Sea x € 0, definimos la norma de x como
Nx) =xxx=a?+b%>+c? +d?
, Y hotamos que es un ndmero real positivo.

HP -1 _ 1
También notamos que x™! = gk
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Identidad de Lagrange

Para ay, as, as, aq, b1, bo, b3, by NUMeros reales, tenemos que
(a% + ag + a§ + ai)(b% + bg + b% + bi) = (a1by —asbs —aszbs — a4b4)2+
(albg + a2b1 + a3b4 - a4b3)2+(a1b2 + agbl + a3b4 — a4b3)2+
(Cllbg - a2b4 + a3b1 + a4b2)2+(a1b3 - a2b4 + Clgbl + a4b2)2+

(a1b4 + agbg - a3b2 + a4b1)2.(a1b4 + a2b3 — agbg + a4b1)2.

Es decir, el producto de sumas de 4 cuadrados es la suma de
4 cuadrados. Para demostrarlo absta con notar que el
enunciado es equivalente a

N(X)N(y) = xxx(yy*) = x(yy*)xx = (xy) (y*x*) = (xy)(xy)* = N(xy),x,y € Q
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El anillo de Hurwitz

Ahora veremos las propiedades mas importantes del anillo
de Hurwitz, que nos llevaran a caracterizar sus ideales
izquierdos.

Paraxe H,xx € Hy N(x) € Z*

Este teorema lleva a que H tiene (algunos) inversos
multiplicativos, cuando N(x) = 1.

(ALGORTIMO DE LA DIVISION IZQUIERDA) Sean a,b € H con
b # 0. Entonces existen ¢,d € Htalesquea=ch+dy
N(d) < N(b)

Basta con notar que N cumple las funciones de d — valor en
H,y que es casi un anillo euclideano excepto que H no es
conmutativo.
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El anillo de Hurwitz

Sea L un ideal izquierdo de H. Entonces existe un elemento
u € L tal que todo elentento en L es un multiplo izquierdo de
u : en otras palabras, existe u € L tal que todox € L es de la
forma ru,r € H.

Demostracién Si L = (0) nada hay que probar. simplemente
hacemos u = 0. Podemos pues suponer que L tiene
elementos distintos del cero. Las normas de los elementos
distintos de cero son enteros positivos de donde hay un
elemento u # 0 en L cuya norma es minima entre las de los
elementos distintos de cerode L. Six € L, x = cu + d donde
N(d) < N(u). Pero d esta en L porque x Yy u, y por tanto cu,
estan en L que es un ideal izquierdo. Luego N(d) =0y, por
tanto, d = 0. De donde es una consecuencia que x = cu.
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Un resultado de Euler

Si 2a = x2 +x% +x3 + x3 CON a,xg,x1,X2,x3 NUMeros enteros,
entonces a =y +yi +y3 +y3

Demostracion:
Como 2a es par, tenemos 3 casos: todos los x son pares, todos
los x son impares, o hay 2 x pares y 2 x impares. En cualquier
caso podemos renumerar y aparear los x para hacer:

_ Xot+ X1 _ Xp — X1 _ X2 +Xx3 X2 —X3

Yo = B Y1 = 2 Y2 = 5 » V3 = B)

con todos los y enteros.
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Teorema de Lagrange

Todo entero positivo puede escribirse como la suma de los
cuadrados de cuatro enteros.

Demostracion:

Por la identidad de Lagrange, podemos reducir el problema
a demostrar que todo ndmero primo p puede escribirse
como la suma de cuatro cuadrados enteros, pues cualquier
otro numero entero es producto de primos.

Podemos descartar rapidamente el caso de 2 con
2=12+12+0%+02% Con lo que limitamos el problema a los
primos impares.
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El teorema de Lagrange

Sea p un primo impar. Definamos el siguiente ideal bilateral
V de H como

V ={xol + x1i + xoj + x3k : p|xo,x1,x2,Xx3}

, Y notamos que H/V es isomorfo a W, (De forma similar a
como Z/pZ es Z,). Por lo que V no puede ser maximal, de lo
contrario H/V = W,, seria un campo.

Entonces existe un ideal izquierdo L de Htalque V c L c H.
Entonces, existe un elemento « € L tal que todo elemento de
L es un multiplo izquierdo de u, nétese que u > nV pues de lo
contrarioRu=V #L.SipeV = pelL = dAce Hsp=cu.c
no puede tener un inverso en H, pues de lo contrariou =c"'p
estariaenV.
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El teorema de Lagrange

De lo anterior, como ¢ no tiene inverso en H, N(c) > 1. De
forma andloga como u no puede tener inverso en H, porque
entonces L = H. Entonces N(c) > 1. Ahora como p = cu,
tenemos

p? = N(p) = N(cu) = N(c)N(u)

como p es primoy N(c), N(u) son enteros, debe de ser el caso
que p =N(c) = N(u)

Expresamos u de forma extendida

u= m0§+m1i +H12j +mgk,mg,my,mo,m3 €Z Luego

2u = (mqg + moi + mgj + mok) + 2mqi + 2moj + 2msk =

mo + (2m1 +mg)i + (2ma + mo) j + (2m3 + mg)k con lo que calculamos

N(Q2u) = mg + (2my +mg)? + (2ma +mo)? + (2ms +mg)? = N(2)N(p)=4p
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El teorema de Lagrange

Hasta ahora tenemos que 4p es la suma de 4 cuadrados,

4p = mg + (2my + mg)? + (2ma + mo)? + (2m3 + my)?, con el resultado
de Euler, tenemos que 2p también es la suma de 4
cuadrados, y luego p también es la suma de 4 cuadrados.
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