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Funciones Aritmeticas

La teoria de nimeros, como muchas otras ramas de las matematicas, a menudo trata
con secuencias de nimeros reales o complejos. En teoria de niimeros, tales secuencias
se llaman funciones aritméticas.

Definicion

Una funcion f : Z+ — R (6 f : Z* — C) definida en el conjunto de enteros positivos, se
llama una funcion aritmética.

Ejemplos:

el nimero de divisores positivos d(n) de n,

la suma de los divisores positivos o(n) de n,

el nimero de primos distintos en la factoracion de n,
la funcion o(n) de Euler, ...

Este capitulo presenta varias funciones aritméticas que desempenan un papel
importante en el estudio de las propiedades de divisibilidad de los enteros y la
distribucion de primos.
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Funciones Aritmeticas

La funcion ;. de MOBIUS:

Definicion
La funcién de Mobius i : ZT — 7 se define de la siguiente manera: p(1) =1,y sin > 1,

Qg

con factoracion en primos de la forma n = pi"p5* - - - p;*, entonces

(n): (_1)k7 SiOﬁ:OZz:...:ak:‘h
a 0] en cualquier otro caso.

)

Observe que u(n) = 0 si, y solo si, n posee un factor cuadrado > 1. En otras palabras,
u(n) =1si,ysolosin=1,0n es libre de cuadrados.

Algunos valores de u(n) son los siguientes:

9101|1213 ]14]15
o[ 1 ][1[of[1]1]
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Funciones Aritmeticas

f4(n)

Funcion p de Mdbius.

La funcion de Maobius surge en muchos lugares diferentes de la teoria de nimeros. Una
de sus propiedades fundamentales es una formula notablemente simple para la suma
de divisores p(d), extendida sobre los divisores positivos de n.
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Funciones Aritmeticas

Teorema
. 1 1, n=1,
Si n > 1, entonces dzn:u(d) = bJ = {o, N
Prueba: La formula es claramente verdadera si n = 1, pues
1
dzh“(d) ) =1=|7]. (1)

Supongamos entonces que n > 1y escribamos n = p7"p3* - - - pp*, su factoracion en
primos. En la suma (1), los Gnicos términos distintos de cero provienen de d =1y de
aquellos divisores de n que son productos de primos distintos. De ahi

dould) = p(1)+ ppr) + -+ wPr) + 1(PaP2) + - - + 1(Pr-aPr) + - - + 1(PrP2 - Pr)
din

= 1 OEDHOED -+ ()N R
k

= (1—1) = 0.
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Funciones Aritmeticas

La funcion o de EULER:

Definicion
Recordemos que la funcion de Euler o totiente o : Z+ — 7 se define de la siguiente
manera: n
pn)=#{1<k<n: (Rn)=1= Y 1 (3)
k=1, (R,n)=1

Algunos valores de o(n) son los siguientes:

n_ | 2 \5\6\7\8\9\10\11\12\13\14\15
pn) [ 1] \ |af2[6[4a]6] 4104 [12]7]10
Teorema
Sin >1,tenemos Y o(d) = n.
din
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Funciones Aritmeticas

Prueba: Sea S = {1,2, ..., n}. Distribuimos los enteros de S en conjuntos disjuntos de la
siguiente forma. Para cada divisor d | n, sea A(d) = {k: (k,n) =d, 1 < k < n}. Esto es
A(d) contiene aquellos elementos de S que tienen mdc d con n.

Los conjuntos A(d) forman una particion de S. Portanto, si f(d) denota el nimero de
enteros en A(d) que tenemos que 3, f(d) = n.

Pero (R, n) = d5|ysol05|( )_1y0<k<n5|y50105|o< < §. Por lo tanto, si

hacemos g = H' tenemos una correspondenaa uno a uno entre los elementos deA(d)y
los nimeros enteros g satisfacen 0 < g < §, (g, §) = 1. La cantidad de tales g es

precisamente ¢ (2).

Esto muestra que f(d) = ¢(§), de modo que de ©(§) = n. Como hay una
correspondencia entre los divisores d | ny § | n, esto equivale a

e =n. g

d|n
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Funciones Aritmeticas

Tenemos una relacion entre la funcion ¢ de Euler y la funcion i de Mobius, a través de
las siguiente formula:

Teorema
Sin > 1, tenemos que  p(n) = _ p(d)
d|n

B
Prueba: La suma (3) que define (n) se puede reescribir en la forma
n
1
p(n) = ; it

donde ahora k pasa por todos los enteros positivos < n. Ahora reemplazamos el valor
entero, segln el teorema anterior, en términos de la funcion y, con n reemplazado por

(R, n), Asi n n
o =3 Gml = > =Y Y )
k=1

k=1 d|(k,n) k=1d|k,d|n
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Funciones Aritmeticas

Para un divisor fijo d de n, debemos sumar todos los k en el rango 1 < k < n, que son
multiplos de d.

Si escribimos k = qd, entonces 1 < R < n <= 1< q < 4. Por tanto, la dltima suma para
©(n) se puede escribir como

n n n/d
pn) = D> wld) = > ud) = > ud)
k=1 d|k, d|n din k=1,d|k djn g=1
n/d
= ) pu(d) 1
din q=1
= Yy,
din

lo que muestra el teorema.
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Funciones Aritmeticas

Tenemos una formula para ¢(n) en forma de producto.

Propiedad

Para n > 1tenemos 1
N o(n)=n 1——). ()
()

Prueba: Para n = 1, el producto es vacio ya que no hay primos que dividan a 1. En este
caso se entiende que al producto se le asignara el valor 1.

Supongamos n > 1y sean p,, p,, ..., Pr, los distintos divisores primos de n. El producto
se puede escribir como

G2 = (1)

pln i=1

1 1 1 1
= 1- — + — R () [ ———
Z Pi Z pip; Z PiPjPr (=1) PPz ---Pr

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Funciones Aritméticas | Alan Reyes-Figueroa Page 9 UVG




Funciones Aritmeticas

Observe que cada término a la derecha de la ecuacion anterior tiene la forma £,
donde d es un divisor de n que es 1 0 un producto de primos distintos. El numerador 41
es exactamente p(d).

Como u(d) = 0'si d no es libre de cuadrados, en particular si d es divisible por el
cuadrado de cualquier p;, entonces la suma anterior es

u(d)
> g

d|n
Asi, H ( ) dz|: o ), y en consecuencia
pln n
”):ZM( a—nzﬂ —nH( )
din din pln
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Funciones Aritmeticas

Propiedades
La funcion o de Euler satisface las siguientes propiedades:
a) o(p) = p® — p*~'=p>'(p — 1), para p primoy o > 1.
b) o(mn) = p(m) ¢(n) &, donde d = (m, n).
€) p(mn) = p(m)(n), si (m,n) = 1.
d) alb = @(a) | ¢(b).
)

e) o(n) es par para n > 3. Ademas, si n tiene r factores primos impares distintos,
entonces 2" | ¢(n).

Prueba: La parte (a) sigue inmediatamente tomando n = p® en la eq. (4). Para probar la
parte (b), escribimos o) _ H (1 ) 1)
n p/

pin
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Funciones Aritmeticas

Observe ahora que cada divisor primo de mn es un divisor primo de m 6 de n, y los
nimeros primos que dividen tanto m como n también dividen a (m, n). De ahi que
#mn) _ 11 (1- 1) _ m(1— ﬁ)Hpm(: -5 _ A “’5,")7
mn P pimm (= 5) £
y se obtiene (b). La parte (c) es un caso especial de (b).

A continuacion, deducimos (d) de (b). Como a | b, tenemos b = ac,conc € Z,y1 < c < b.
Sic = b, entonces a = 1y la parte (d) se satisface de forma automatica. Por lo tanto,
asumimos ¢ < b. De (b) tenemos

pimn

d ¢(c)
p(b) = ¢(ac) = ¢(a) ¢(c) ) do(a) ~(d) (5)
con d = (a,c). Ahora, el resultado sigue por induccion sobre b.
® Para b = 1 el resultado se sostiene automaticamente.
® Suponga que (d) se cumple para todos los enteros kR < b. Entonces también se
cumple para c asi que o(d) | ¢(c), ya que d | c. Por tanto, el miembro derecho de (5)
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Funciones Aritmeticas

* es un miltiplo de (a), lo que significa p(a) | ¢(b). Esto prueba (d).

Ahora probamos (e). Si n = 2%, o > 2, el inciso (a) muestra que (n) es par. Si n tiene al
menos un factor primo impar, escribimos

_ p-1__n = _
w(n)—ng 5 Hpnpg(p 1) C(n)g(p 1),

donde c(n) es un entero. El producto que multiplica c(n) es par, de modo que ¢(n) es
par. Ademas, cada primo impar p aporta un factor 2 a este producto, por lo que 2" | ¢(n),
si n tiene r factores primos impares distintos.
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Funciones Aritmeticas

Anteriormente probamos que n
=Y u(d) &

din
La suma de la derecha es de un tipo que ocurre con frecuencia en teoria de nimeros.
Estas sumas tienen la forma n
> f(da(y)

donde f y g son funciones aritméticas.

Mas tarde encontraremos que las sumas de este tipo surgen naturalmente en la teoria
de las series de DIRICHLET.

Definicion

Sif y g son dos funciones aritméticas, definimos su producto de Dirichlet (o convolucion
de Dirichlet) como la funcién aritmética h dada por

h(n) = (f  g)(n Zf(d)g()
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Funciones Aritmeticas

Notacion: h = f x g.

Ejemplo: Siid : ZT — Z denota la funcion identidad id(n) = n, ya vimos que ¢ = p * id.
El siguiente teorema describe las propiedades algebraicas del producto de Dirichlet.
Propiedades

Para cualesquiera funciones aritméticas f, g, h, el producto de Dirichlet satisface:

* (conmutatividad) f x g = g = f,
* (asociatividad) f (g« h) = (fxg) * h

Prueba: 1. Observemos que, a partir de la definicion del producto, y la relacion de
divisores en pares complementos d [ ny & | n, tenemos

(F+a)m = f(d)g(5) = S flayab) = > f(5) ald) = (g <N)(n).

din a-b=n d|n
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Funciones Aritmeticas

2. Para probar la asociatividad, hagamos A = g = h y consideramos la convolucion
fxA=fx(gx*h).

Tenemos
[F(g=mln) = (FxA)n) = 3 fla)A(
a-d=n

= > fla)(g=h)d) = Y f(a) > g(b)
a-d=n a-d=n b-c=d

= Y f(a)g(b)h(c)
a-b-c=n

= Y > f(a)gbyh(c) = > (f=g)(e)h(c)
a-b=ee-c=n ec=n

= [(f x g) = h](n).

Lo que muestra que * es asociativa.
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