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Enteros Algebraicos

En esta seccion, haremos una pequena introduccion a la teoria algebraica de niimeros.
Introducimos algunos conceptos basicos (sin ahondar demasiado), pero que nos
permitiran apreciar algunas de las técnicas usadas en esta area.

Nameros Algebraicos:
Definicion
Un nimero complejo z € C es un niimero algebraico si existe un polinomio o nulo

f(x) € Q[x] tal que f(z) = o.

Obs!: Todo nimero algebraico z satisface un nico polinomio monico e irreducible
g(x) = 0, sobre Q (su polinomio minimal), y todo polinomio f € Q[x] tal que f(z) = 0 es
divisible por g(x). El grado de z es el grado de su polinomio minimal g(x).

Definicion
Un nimero algebraico z € C es un entero algebraico si satisface una ecuacion
polinomial f(x) = x" + byx"~" + ... + box? 4+ bix + by € Z[x], con coeficientes enteros.
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Enteros Algebraicos

Ejemplo: Todo nimero racional r € Q es algebraico, pues satisface el polinomio
f(x)=x—-reQ[x].
De entre todos los racionales, los (nicos enteros algebraicos son los niimeros enteros
0,+1,+2,...
Algunas propiedades:
* Sia,/ son nimeros algebraicos, también lo son a + 8, « — 8y a8, —, X (cuando
a # 0).
® De hecho, los nimeros algebraicos forman un cuerpo, llamado el cuerpo de
namero algebraicos A C C.
® |os enteros algebraicos forman un anillo, elanillo de enteros algebraicos A,
contenido dentro de A.
Definicion
Un cuerpo de niimeros K es cualquier cuerpo contenido en C. El anillo de enteros de K,
denotado Oy, es la interseccion K N A.
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Enteros Algebraicos

Ejemplos:.
* Z=QnNA=0q.
® Zli]={a+bi: a,bcZ} =Q(i)NA = Og-
Ya vimos que .4 es un cuerpo.
Definicion
Un cuerpo de niimeros algebraicos es cualquier cuerpo contenido en A.
La forma mas comin de construir cuerpos algebraicos de niimeros es mediante

extensiones de Q. Esto es, dado un nimero algebraicos ¢ ¢ Q, consideramos la
extension de Q por ¢

Q(¢&) = el menor cuerpo contenido en A que contienea Qya¢.

Para dar una expresion mas adecuada para Q(€), nos limitamos a extensiones finitas,
esto es, donde deg(¢) = n (¢ satisface un polinomio de grado n en Q[x]).
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Enteros Algebraicos

Teorema
Si & € Aes un numero algebraico de grado n, entonces todo nimero en Q(¢) se escribe
en forma Gnica como una combinacion lineal

Ao+ &+ @+ ... +an &7, aeQ

Asi, Q(€) = Q" como Q—espacio vectorial, y {1,£,£2,...,£""} es base de Q(&).
Ejemplo 1: Consideramos el nimero /3 € C. /3 es un nimero algebraico, pues satisface
x2 — 3 = 0. Ademas, deg(/3) = 2.
Entonces, Q(1/3) es una extension algebraica de Q, de grado 2, de modo que
Q(v3) ={ao+a:v/3: ao,a, € Q} = Q+ Q3.

La suma en Q(,/3) es la suma usual por componentes (se suman las partes reales, y se
suman las partes imaginarias). El producto en Q(,/3) funciona segin la regla

(a+ bv/3)(c + dv/3) = (ac + 3bd) + (ad + bc)v/3.
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Enteros Algebraicos

Ejemplo 2: Consideramos el niimero ¢ = /2 € R. £ es un nimero algebraico, pues
satisface x3 — 2 = 0. Ademas, deg(¢) = 3.

Entonces, Q(¢) = (¥/2) es una extension algebraica de Q, de grado 3,y
Q(€) = {80 + @€ + ;67 1 G0,01,0; € Q} = Q+£Q +£°Q.
La suma en Q(¢) es la suma usual por componentes
(@+bs+c)+(d+es+fe?)=(a+d)+ (b+e)+ (c+f)&.
El producto en Q(¢) funciona segin la reglas
1-£=¢, 1.8 =¢, £-£=¢, £ &=88=2, £ -e=¢¢=2
En particular
(@+ b& +c€)(d + e€ +f&%) = (ad + 2bf + 2ce) + (ae + bd + 2¢f )¢ + (af + be + cd)&>.
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Cuerpos Cuadraticos

Cuerpos cuadraticos:

Definicion

Un cuerpo cuadratico (o extension cuadratica), es una extension de la forma Q(¢), donde
¢ satisface un polinomio de grado 2 sobre Q. Esto es [Q(¢) : Q] = 2.

Obs!
® Sabemos que Q(§) ={a+b¢: a,b e Q}.
® Sideg(¢) = 2, recordemos que £ debe ser de la forma

a-+ byvm .
&= %ﬁ, cona,b,c,meZ, c#0, m#o0,1, mlibre de cuadrados.

En particular,
26 = (T2 _ g(a + byim) — o(bvm)  a(vim)

® Sim # n, entonces Q(m) # Q(n).
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Cuerpos Cuadraticos

Tenemos una definicién de norma en campos cuadraticos, muy importante para el
desarrollo aritmético.

Definicion
La norma N(«) de un niimero o = a + b\/m € Q(y/m) se define como

N(a) = ad = (a + bym)(a — bym) = a®> — b’m € Q.

Propiedades
Sean «, 3,v € Q(v/m). Entonces
* N(afB) = N(a)N(B).
®* N(o) =0 = a=0.
* Siy € Og(,/m) €s un entero, entonces N(v) € Z es un entero racional.
® N(v) ==+1 <= ~esunaunidad en O, /m.
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Cuerpos Cuadraticos

Prueba: (1.) N(a3) = (a8)(aB) = (a)(83) = N(a)N(B).

(2.) Sea a € Q(v/m). Entonces N(a) =0 < ad =0<+= a =00 a = 0. En cualquier
caso, esto es equivalente a a = 0.

(3.) A continuacion, si v € Q(v/m) es un nimero entero algebraico, éste tiene grado 16 2.
Si tiene grado 1, entonces v es un nimero entero racional en Z,

portanto N(y) = vy = v? € Z de modo que N(~) es un namero entero racional. Si v es de
grado 2, entonces el polinomio minimo de v es

X —(y+3)x+7 =0,

y este posee coeficientes en Z. De ahi que nuevamente N(vy) = 7 € Z.

(4.) Finalmente, si N(vy) = 1y v es un nimero entero, entonces vy = +1, v | 1, de modo
que v es una unidad. Para demostrar la reciproca, suponga que ~ es una unidad.
Entonces existe ¢ entero, tal que v = 1. Esto implica N(y)N(e) = N(1) = 1, de modo que
N() = 41, ya que N(v) y N(¢) son nimeros enteros racionales en Z.
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Cuerpos Cuadraticos

Primos en cuerpos cuadraticos:

Definicion

Un entero algebraico «, no unidad, en un cuerpo cuadratico Q(v/m) es llamado un primo
si solo es divisible por sus asociados, o por unidades del cuerpo.

Teorema
Si la norma de un entero o € Q(y/m) es +p, con p primo, entonces « es un primo en

Q(v/m).

Prueba: Suponga o = 37, con j3,~ enteros en Q(v/m). Como la norma es multiplicativa,
entonces N(a) = N(8v) = N(B)N(y) = +p. ahora, como N(3), N(v) € Z, entonces alguno
de ellos debe ser +1, de modo que 3 6 v es una unidad en Q(v/m). Esto muestra que «
es primo.

Teorema
Todo entero en Q(v/m) no 0 6 unidad, se factora como producto de primos.
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Cuerpos Cuadraticos

Obs!

® Aunque el teorema anterior garantiza la factoracion en primos, ésta no
necesariamente es Unica.

Por ejemplo, tenemos que en Q(y/—5) vale 6 =2 -3 = (1— /=5)(1+ v/=5).

® Recordemos que cuando vale la propiedad de factoracion Gnica, Og(ym) se llama
un dominio de factoracion Gnica (UFD).
- todo cuerpo es UFD.
- todo dominio Euclideano es UFD.
- todo PID es UFD.

® Teorema: Los cuerpos Q(v/m), con m = —1,—2, -3, —7, 2,3 son Euclideanos,
portanto O, im) es UFD.

® El Teorema de STARK-HEEGNER establece que si m < 0, entonces
Og(ym) €S UFD m € {-1,-2,-3,-7,—11,-19, —43, —67, —163}.
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Cuerpos Cuadraticos

Una propiedad importante que caracteriza la forma de los anillos de enteros asociados
a cuerpos cuadraticos es la siguiente:

Teorema (Anillos de Enteros Cuadraticos)
Sea m € Z libre de cuadrados, m # 0,1. Entonces el anillo de enteros, asociado a cuerpo
cuadratico Q(v/m) es

14++v/m

2

, sim=1 (mod 4);
Og(vm) = Z[w], conw =

vm,  caso contrario.

Ejemplos:
* Param = —1, el anillo Og; es igual a Z[i], enteros Gaussianos.

* Param = -3, el anillo Oy =, es igual a Z[*-/=3], enteros de Eisenstein.
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