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Un poco de Historia

En febrero de 1657, FERMAT lanza el siguiente desafio, tratando directamente con el
punto teodrico en cuestion:

Encontrar un niimero y que haga de dy? 4 1 un cuadrado perfecto, donde d es un niimero
entero positivo que no es un cuadrado; por ejemplo,3-1? +1=22y5.-42 +1= 92

Si, dijo FERMAT, no se puede obtener una regla general, encuentre el menor valor de y
que satisface las ecuaciones 61y? + 1 = x2; 0 109y? + 1 = X2.

FRENICLE procedio a calcular las soluciones positivas mas pequenas de x? — dy? = 1 para
todos los valores permitidos de d hasta 150 y sugirio que WALLIS extendiera la tabla a

d =200 o al menos que resolviera x> — 151y?> = 1y x> — 313y? = 1, dando a entender que
la segundo ecuacion podria estar mas alla de la capacidad de WALLIS. En respuesta, el
patron de WALLIS, Lord William BROUNCKER de Irlanda declard que solo le habia llevado
una hora mas o menos descubrir

(126862368)> — 313(7170685)> = —1,
y por lo tanto y = 2 - 7170685 - 126862368 da la solucion deseada a x2 — 313y2 = 1.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Ecuaciones Diofantinas Il | Alan Reyes-Figueroa Page 1 UVG




Un poco de Historia

WALLIS también resolvio el otro caso
(1728148040)% — 151(140634693)% = 1.

La magnitud de estos nimeros, en comparacion con los que surgen de otros valores de
d, sugiere que FERMAT estaba en posesion de una solucion completa al problema. De
hecho, el menciona mas tarde, que su método de descenso infinito se habia utilizado
con éxito para mostrar la existencia de una infinidad de soluciones de x2 — dy? = 1.

BROUNCKER, bajo la impresion erronea de que se podian admitir soluciones racionales y
no necesariamente enteras, no tuvo dificultad en dar una respuesta; simplemente

dividio la relacion
(r* +d)*> —d(2r)® = (r — d)?,

por la cantidad (r? — d)? para llegar a la solucion
— r’+d 2r

r2—d’ Y=r—"a

donde r # \/d, es un nimero racional arbitrario.
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Un poco de Historia

Esto, no hace falta decirlo, fue rechazado por FERMAT, quien escribié que “las soluciones
en fracciones, que se pueden dar de una vez a partir de meros elementos de la
aritmeética, no me satisfacen”.

Informados de todas las condiciones del desafio, BROUNCKER y WALLIS idearon
conjuntamente un método tentativo para resolver x2 — dy? = 1 en enteros, sin poder dar
una prueba de que su método siempre funciona.

Al parecer, los honores recayeron en BROUNCKER, pues WALLIS felicitd a BROUNCKER con
cierto orgullo de haber “conservado intacta la fama que los ingleses han ganado en
épocas anteriores contra los franceses”.

Este tema de cayo en desuso, hasta que EULER, después de casi un siglo, retom6 donde
FERMAT lo habia dejado.

Tanto EULER como LAGRANGE contribuyeron a la resolucion de este problema.
Conviertiendo v/d, en una fraccion continua infinita, EULER (en 1759) inventd un
procedimiento para obtener la menor solucion entera de x> — dy? = 1. Sin embargo, no
pudo demostrar que el proceso conduce a una solucion distinta de x =1,y = o.
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Un poco de Historia

Esto se debid a LAGRANGE. En 1768 LAGRANGE publico la primera prueba rigurosa de que
todas las soluciones surgen a través de la expansion en fraccion continua de v/d.

Como resultado de una referencia erronea, la ecuacion x2 — dy? = 1, se ha incluido en la
literatura como “Ecuacion de Pell”. La ecuacion se atribuye erroneamente al matematico
inglés JoHN PELL (1611-1685), que tenia poco que ver con el problema.

Fue un descuido por parte de Euler. En una lectur superficial de Opera Mathematica de
WALLIS (1693), se discutia el método de BROUNCKER, asi como otros trabajo de PELL sobre
analisis diofantico, y EULER debe haber confundido sus contribuciones. La ecuacion

x? — dy? = 1 bien podria llamarse “ecuacion de Fermat”.
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La Ecuacion de Pell

Sea d € Z. Consideramos las soluciones de la ecuacion x? — dy? = 1.

Para cualquier valor entero de d, la ecuacion tiene las soluciones triviales x = +1,y = o.

Algunos casos simples:
® Sid < —1, entonces x2 — dy? > 1 (excepto cuando x = y = 0) de modo que estos
agotan las soluciones.
® Cuando d = —1, ocurren dos soluciones mas, a saber,x =0,y = +1.
® El caso en el que es un cuadrado perfecto se descarta facilmente. Si d = n? para
algiin n ¢ Z, entonces x2 — dy? = x> — n?y? = 1 se puede escribir en la forma

(x+ny)(x—ny) =1,
la cual es posible si, y s6lo si, x + ny = x — ny = +1; y en ese caso se sigue que
(x+ny) + (x —ny)

X = > = 41, y =0,

y la ecuacion solo posee las soluciones triviales.
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La Ecuacion de Pell

En adelante, nos restringimos al caso d € Z, donde d no es un cuadrado.

Diremos que una solucion x, y de la ecuacion de Pell es una solucion positiva siempre
que x,y > 0. Debido a que las soluciones mas alla de aquellas con y = 0 se pueden
organizar en conjuntos de cuatro por combinaciones de signos +x, £y, entonces todas
las soluciones seran conocidas una vez que se hayan encontrado todas las soluciones
positivas. Nos limitamos entonces a hallar soluciones positivas de x2 — dy? = 1.

El resultado inicial afirma que cualquier par de enteros positivos que satisfacen la
ecuacion de Pell se pueden obtener a partir de la fraccion continua que representa el
ndmero irracional v/d.

Teorema
Si (p,q) es una solucién positiva de x* — dy? = 1, entonces g es una convergente de la

expansion de fraccién continua de v/d.

Prueba: Como p? — dg® = 1, tenemos que (p — gvd)(p + gVd) = 1.
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La Ecuacion de Pell

lo que implica que p > g asi como

P_yg—_1
q a(p + qvd)
Como resultado,
o<P? _vi< vd = vd - %
q q(gvd+qvd) 2¢>vd 29

Del teorema de Dirichlet (que vimos en fracciones continuas), indica que entonces %
debe ser una convergente de la fraccion continua de vd. o

Comentarios: En general, la reciporica del teorema anterior es falso: no todas las
convergentes % de v/d son soluciones de x2 — dy? = 1.

No obstante, podemos decir algo sobre el tamano de los valores tomados por la
secuencia p? — dg3:
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La Ecuacion de Pell

Teorema
SI es un convergente de la expansion fraccionaria continua de /d, entonces x = p,

q es una solucién de una de las ecuaciones x> — dy® = k, donde |R| < 1+ 2/d.

Prueba: Si g es una convergente de v/d, entonces el corolario al Teorema de Dirichlet
garantiza que p
Vd—§] <3

2

y por lo tanto |p — qv/d| < 1.
Entonces, tenemos

p+qVdl = |(p-qVd)+29Vd| < |(p—qVd) +[2qVd| < I+2qVd
< (1+2Vd)g.
Estas dos desigualdades se combinan para producir

P> —dg®| = |p—qVd| - [p+qVd| < 2(1+2Vd)g =1+2Vd. o
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La Ecuacion de Pell

Ejemplo: Consideremos el caso de d = 7. Usando la expansion de fraccion continua

V7 = [2;1,1,1,4], se determina que los primeros convergentes de, /7 son

2 3 5 8
19 17 29 37"

Haciendo los calculos de p? — 7g3, encontramos que
2?-7-1?=-3, 3¥-7-1"=2  5-7-22=-3  8-73 =1,

de donde x = 8, y = 3 proporciona una solucion positiva de la ecuacion x> — 7y? = 1.

Sabemos que todas las expansiones en fracciones continuas de v/d son de forma
periodica

Vd = [Go; T4, 0z, ..., 0]
es decir, la parte periodica comienza después de un término, siendo este término inicial
V/d]. También es cierto que el dltimo término a, de la parte periddica es siempre igual a
2a, y que el periodo, con el Gltimo término excluido, es simétrico. Esto es tipico de la
situacion general:

Vd = [ap; @, G5, G5, , 03, Gz, Gy, 200
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La Ecuacion de Pell

Ejemplos:
® /19 =[4;2,1,3,1,2,8],
* V73=1[8;1,1,5,51,1,16],
* /9% =1[9;1,2,3,1,1,5,1,8,1,5,1,1,3,2,1,18].
La siguiente es una lista de las fracciones continuas de v/d, donde d es un no cuadrado
entre 2y 40:

® Va=Di3, ® B=[371,1,16] ® VB=41,3,1,8], ® /:=[5%11,10,
® A=[72, ® L =[372,1,6] ® ah=[47,8] ® /33=[57,21,10),
® 5=l ® 5 =037, ® 3% =[50, ® i[5 750,
: ve=[23 : VT =18l ® va =[5 ® /3= (570,
V7 =[27,7,1,4, V18 = [4; 4, 8], ® /28=5323,10), ° — [6:7]
® VB=[271, ® 19=1[42,1,31,28], ® w5373 . V37 [,7,
® Vo= [38) ® V2o - [i2,8) * Upo— 5zl V38 =667
® - [338) ® Uzi— k112,718 o o ® vm=EaT
® V2=[278, ® V2 =[47,2,4,2,1,8), [5:7.7.3.5.3, 7,7, 19, ® vio=[637
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La Ecuacion de Pell

El teorema anterior indica que si la ecuacion x> — dy? = 1 posee una solucion, entonces
sus soluciones positivas se encuentran entre X = p, ¥ = G, donde % son las

convergentes de v/d. El periodo de expansion continua de la fraccion de v/d,
proporciona la informacion que necesitamos para mostrar que x2 — dy? = 1 en realidad
posee soluciones enteras. Hay infinitas soluciones, todas obtenibles a partir de las
convergentes de v/d.

Un resultado esencial es que si n es la longitud del periodo de expansion de la fraccion
continua para v/d, entonces la convergente % satisface

p2._,—dgi, .= (-1 parak=1,2,3,...

Antes de establecer esto, recordemos que la expansion vd = [ao; a,, as, . . ] se obtiene

definiendo 1

aoz\/a, y ak-H:ﬂ’ a, = LakJ.
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La Ecuacion de Pell

Lema
Dada la expansién de la fraccion continua v/d = [ao; @1, s, . . ], definamos si, y t,

recursivamente por
d—$i+1

So =0, to =1, Sk = Qrlr — Sk, tk+1:T7 k:O71727"-
Luego
a) sp y t, son ndmeros enteros, con ty = O.
b) t.| (d - s}).
C) ar = (Sk+ vVd)/ty, R > 0.

Prueba: Por induccion sobre k. Observe que (a), (b) y (c) se cumplen cuando k = o.
Suponga que son verdaderas para un entero positivo fijo k. Como ag, S, t; € Z,
Sk4q = Akt — Sk también sera entero. Ademas, t.,, # 0, de lo contrariod = s},
contrario al supuesto que d no es un cuadrado.
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La Ecuacion de Pell

La ecuacion d—sSpyy d—s2

s
1=~ = £+ (2aksk — Gitr),
k k

donde t, | (d — sz) por hipotesis inductiva, implica que t,, es entero; mientras que
trte = d —Sp ., daty, | (d—si,,).

Finalmente, obtenemos

N 1 th th th(Skan + V) Spaq +Vd
k = = = = = 5
1 ap — Qg (Sk + \/H) — traQy \/8 — Skt d— Sfe+1 ot

y asi (a), (b) y (c) son validos en el caso de k + 1, por lo tanto, para todos los enteros
positivos.

Necesitamos un resultado colateral mas antes de recurrir a las soluciones de la
ecuacion Pell. Aqui atamos los convergentes de v/d a los enteros de t,, del lema.
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La Ecuacion de Pell

Teorema
Si % son las convergentes de la fraccién continua de v/d, entonces

p: —dg? = (—1)f*"t,.,,  dondet,., >0, parak=0,1,2,...
k k + +

Prueba: Como vd = [Ao; G4, Qs . . ., Gk, 4], SADEMOS qUE
_ Oy1Pr + Pr—1

 QpiGr+ Qe
AL sustituir agyq = (Skq + Vd)/teis y simplificar
Vd(Sk1Gk + th1Gro1 — Pk) = Sk41Pk + terPr—1 — G-
El lado derecho es racional y v/d es irracional, esto implica que
Sk+1Gk + tet1Gr—1 = Pk y te 1Pk + ter1Pr—1 = dQp.

Ahora, multiplicamos la primera de estas relaciones por p, y la segunda por —qy, y
sumando
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La Ecuacion de Pell

Pk — dak = tria(PrGr—1 — Pr—1Gk) = thpa(—1)"" = (=1)" " tess.
A continuacion, recordemos de la discusion de los convergentes que
bt o \/d < P yR >0,
ok Qokt1
!En cpnsecuencia, P f.‘dqi < o para k par,y p; — dqg; > o para k impar. Por tanto, el lado
izquierdo de la ecuacion
2 —dg? t
% = _%’ k=1,
Pr—1 — dQk_, k
es siempre negativo, lo que hace t’f sea positivo. Comenzando con t, = d — a2 > 0, esto
muestra que ty 4, > 0, VR.

Nos interesa, en particular, determinar cuando el entero t, = 1. El siguiente corolario
responde a esta pregunta.
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La Ecuacion de Pell

Corolario
Si n es la longitud del periodo de expansién de \/d, entonces t, = 1si, y s6lo si, n | k.

Prueba: («<) Sea vd = [ao; @y, Gz, .. -, Gy, tenemos ag, ., = a4, para k € N. En
consecuencia
Skn1 T Vd _ Skni t Vd

\fd(tkn-m —t) =knt1 b — Sitrnga-
tkn+1 ty

La irracionalidad de v/d implica que tgy 4 = t1, Sgnq = S1, y portanto t, =d — s2 =
d — s, .1 = tkntrns1 = tents, de modo que t; = 1. El resultado neto de esto es que t, =1
siempre que n | k.

(=) Sea k € Z tal que t, = 1. Entonces oy, = S, + V/d, y tomando partes enteras,

odemos escribir
P ak:LakJ:skJrL\/aJ:skJrao.

La definicion de «y,, ahora produce
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La Ecuacion de Pell

ap=lag] + 55 =Sk + 0+ 51—,

y combinando ambos resultados
ao+$:a0:\/a:akfsk:ao+ 1

Qi ?
y portanto, ax,, = 4. Esto significa que el bloque a,,a,, ..., a, de k enteros se repite en
la expansion de v/d. En consecuencia, k | n, debe ser un miltiplo de la longitud n del
periodo.

Ejemplo: Tomemos la expansion en fraccion continua de /15 = [3;1, 6]. Su periodo es de
longitud 2 y las primeras cuatro convergentes son
3 4 27 3

1 1 70 8"
Haciendo cuentas, resulta
32— 15-1% = —6, 4 —15-1? =1, 27° —15-7°> = —6, 312 —-15-82 =1.
Portanto,t; =t; =6yt,=t,=1.
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La Ecuacion de Pell

Finalmente podemos describir todas las soluciones positivas de la ecuacion de Pell
x2 — dy? = 1, donde d > 0 es un nimero entero no cuadrado. Nuestro resultado se
expresa como el siguiente teorema.

Teorema
Sean % las convergentes de la expansion en fraccién continua de v/d y sea n la longitud
del periodo.

a) Sines par, entonces todas las soluciones positivas de x*> — dy? = 1 estan dadas por

X =Prn—1,Y = Qrn—1,  ParakR=1,2,3,...

b) Sin es impar, entonces todas las soluciones positivas dex? — dy? = 1 estdn dadas

por
X = Pakn—1,Y = Qakn—1, ~ PArak=1,2,3,...

Prueba: Ya se ha establecido en un teorema previo que cualquier solucion (o, Yo) de
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La Ecuacion de Pell

x? — dy? = 1es de la forma xo = pg, Yo = gk, para algua convergente % de Vd.

Por el teorema anterior, p2 — dg2 = (—1)**" t,,, lo que implica que k + 1 es pary

te 1 = 1. EL corolario nos dice quen | R +1 = kR+1=nm, paraalgin m € Z.

Si n es impar, entonces m debe ser par, mientras que si n es impar entonces, cualquier
valor de m es suficiente.

Ejemplo: Como primera aplicacion, consideremos nuevamente la ecuacion x2 — 7y? = 1.
Como, /7 = [2;1,7,1, 4], las 12 convergentes iniciales son
2 3 5 8 37 45 82 127 590 717 1307 2024

Como la representacion en fraccion continua de /7 tiene periodo de longitud 4, el
numerador y denominador de cualquiera de los convergentes (p,x_1, g,¢_+) forman una
solucion de x2 —7y? = 1. Asi, 22 = & P _ 127 Pn _ 202 dan |ygar a las tres primeras

. . qs 3" q; 487" Qqn 765 !
soluciones positivas:
(xy)=(8,3);  (xy)=(127,48);  (x,y) = (2024,765).
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La Ecuacion de Pell

Ejemplo: Para encontrar la solucion de x2 — 13y? = 1 en los enteros positivos mas
pequenos, observamos que, /13 = [3;1,1,1,1, 6], con un periodo de longitud 5.

Las primeros diez convergentes son
3 4 7 M 18 119 137 256 393 649

De la parte (b) del Teorema, la menor solucion positiva de x2 — 13y? = 1 se obtiene del

convergente % = %2 o que produce la solucion (x,y) = (649, 180).

Comentarios:
® Existe una forma rapida de generar otras soluciones a partir de una Unica solucion
de la eq. de Pell. Definamos la solucion fundamental de la ecuacion x* — dy? = 1
como su menor solucion positiva. Es decir, es la solucion positiva (xo,¥o) con la
propiedad de que x, < X/, ¥o < y’ para cualquier otra solucion positiva (x’,y’).
® Hallar la soluciéon fundamental en general es dificil, ya que xo, yo pueden ser
arbitrariamente grandes. Por ejemplo, x? — 991y? = 1 tiene solucion fundamental

X = 379516400906811930638014896080, Y = 12055735790331359447442538767.
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La Ecuacion de Pell

A partir de la solucion fundamental (x,,y,), podemos construir todas las restantes
soluciones positivas.

Teorema
Sea (x4,Y4) la solucién fundamental de x> — dy? = 1. Entonces, cada par de enteros
(Xn,yn) definidos por

Xo +YoVd = (X, +y:Vd)",  para =1,2,3,...
también es una solucion positiva.

Prueba: Se deja como ejercicio al lector mostrar que

Xn — YaVd = (X; + y2Vd)".

Es inmediato comprobar que como x,, y, son positivos, entonces x,, y, también son
enteros positivos.
Ahora, dado que (x4, y,) es solucion de x2 — dy? = 1, obtenemos
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La Ecuacion de Pell

Xﬁ - dyﬁ = (Xn JFYn\/a)(Xn *Yn\/a) = (X1 + +y1\Fd)n(X1 — y1\/a)n = (X‘I — dyf)n = 1” = 1.
y por lo tanto (x,,yn) es solucion.

Ejemplo: Consideremos la ecuacion x2 — 35y% = 1. Por simple inspeccion, (X, ) = (6,1)
forma la solucion fundamental.
Una segunda solucion positiva (x,,Y,) se obtiene como
X +¥2v/35 = (X1 + ¥1v/35)* = (6 + v/35)% = 36 4 121/35 + 35 = 71+ 121/35.
Asi, x, = 71, ¥, = 12. Observe que (x,,Y,) es solucion pues
71> — 35 - 12° = 5041 — 35 - 144 = 5041 — 5040 = 1.
Una tercera solucion positiva (x3,y;) se obtiene como
X3 +Y3v/35 = (X1 +y1v/35)* = (71 +12v/35)(6 + v/35) = 846 + 143+/35.
Asi, x; = 846, Y3 = 143,y
846° — 35 - 143° = 715716 — 35 - 20449 = 715716 — 715715 = 1.
Ecuaciones Diofantinas Il | Alan Reyes-Figueroa Page 22 UVG
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La Ecuacion de Pell

Volviendo a la ecuacion x2 — dy? = 1, un Gltimo teorema establece que cualquier
solucion positiva se puede calcular a partir de la solucion fundamental.

Teorema
Si (x1,Y4) es la solucion fundamental de x> — dy? = 1, entonces cada solucién positiva de
la ecuacion viene dada por (x,,yn), donde x,, e y, son los niimeros enteros determinado
a partir de

Xn +YaVd,= (X, +y:Vd)",  paran=1,2,3,...
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