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Fracciones Continuas

El siguiente resultado caracteriza las convergentes de una fraccion continua en términos
del error reducido de aproximacion de x por g, el cual por definicion es |gx — p|; la razon

entre 1x — §| y el error maximo de aproximacion, con

Teorema

Sea x = [@o; G4,0,,...] CON {Z—:} su secuencia de convergentes. Para todo p,q € Z, con

o<g< , vale
9= fne |G — Pal < lax — pl.

Ademas, si 0 < q < qp, la desigualdad arriba es estricta.

Prueba: Como (pp, gn) =1, ¥n, si g = %, entonces p = Rpp y g = kRq,, para algin entero
k # 0. En este caso, el resultado es inmediato pues |gn,x — pn| < R|gnX — pn| = |gXx — p|.
Podemos suponer entonces que g + Z—: de modo que

P _Pn
q Qqn

1 1
= > .
4dn  QnQn4a

g <ddn+
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Fracciones Continuas

Asi, g esta fuera del intervalo de extremos % y % Portanto,

‘X—B‘Zmin{ P_Pn||P_ Pni
9 qa dn''q  Gn

} 1

’ ~ qQni

lo que implica 1

lgx — p| > —— > |qnX — Pnl.
dn1

Ademas, la igualdad so6lo puede ocurrir si x = %, CON Api1 > 2Y Qniq > 2Qn, PUES €N

una fraccion continua finita el dGltimo coeficiente a, es siempre mayor que 1. En este
caso, si g < gn, tenemos

-8l 22

Pn 1 T QG+ —(q S 1
q a Qn

49n  9GnGnsr 9GnGnir GQnia’

lo que implica 1
lgx —p| > —— > |gnX — pal. O
An+1
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Fracciones Continuas

Corolario
Para todo q < qp, vale |x — Z—:

<px-2lo

Corolario ,
Si|gx — p| < |q'x — p’|, para todo p’ € Z y todo q’ < g, tales que g £ %, entonces g es
una convergente de la fraccion continua de x.

Prueba: Tome n tal que g, < g < Gn4+. Por el teorema anterior, |gnx — pa| < [gXx — p|.
Portanto % = Z—:. 0

Teorema

Si|x — §| < 3q2» €Ntonces % es una convergente de la fraccion continua de x.

Prueba: Sea n tal que g, < g < gns+4- Suponga que g * Z— Como en la prueba del
teorema anterior, se tiene que x — g > ﬁ y asi g esta fuera del intervalo con extremos
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Fracciones Continuas

Pn y; Pnin
an y Gnia "
Tenemos dos posibilidades:
i Gn+ _er 1 a
. s! q > %5, entonces |x — ¢| > -— > 57, absurdo.
* Siq < %%, entonces

X_B‘ > &_B‘_Pnﬁ_lin 11 _ Gn1—4
ql — Ign g gn+1 Gn! = 4qn  QnQniq 49ngn+
R
299, — 2¢?

lo que también es un absurdo.

Definicion
Dado « € R, definimos el orden de o como

orda =sup{v>0: |a— 2| < J poseeinfinitas soluciones & € Q}.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Fracciones de Farey | Alan Reyes-Figueroa Page 4 UVG




Fracciones Continuas

El orden de cualquier nimero irracional puede calcularse mediante su representacion
en fracciones continuas.

Teorema
Sea o € R un nimero irracional, con fraccion continua a = [ao; G4, Qa, .. .], ¥ {g—:} su

secuencia de convergentes. Entonces

: lo . loga
orda:1+||msupM :2+I|msupM.
n—oo 10gQn n—oo 10gQn

Prueba: Sabemos que las mejores aproximaciones por racionales se obtienen mediante
convergentes de fracciones continuas (teoremas y corolarios anteriores). Asi, para
calcular el orden, basta calcular el orden generado por las convergentes.

Sea s, > 0 un nimero real tal que |a — Z—:

. b ;
anterior, tenemos que |a ol < ey

= qi Como fue demostrado en el aula
n
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Fracciones Continuas

O A . .1,
Gn 2 gn dn41 21qn+1 Qn 2gnqn1
Luego, obtenemos 1 1 1
— < < .
2QnQn+1 ~ Gn" ~ QGnQnia

Tomando logaritmos, resulta
log2 + log Qn + log Gni1 > Snlog Gn > log qn + log Gn 41,

y dividiendo entre g,

log2  logQgnia S5 >4 log g1
log gn logqn, — "= log qn

ASi, lo
orda = limsupS, =1+ limsup M
n—oo n—oo |0g adn
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Fracciones Continuas

Para mostrar la segunda igualdad, observe que gn.1 = Gny1Gn + Gn_+. De ahi
An1Gn < Gnsa < (Angq + 1) Gn.

De nuevo, tomando el logaritmo
log @ni1 + log gn < log Gnyq < log(ansq + 1) + log gn,

y dividiendo por log g,

log@niq  log Qnas ; log(Qpyq + 1)

1+
log gn log gn log gn
Portanto | |
, a
lim sup 108 qn1 _ 1+ limsup o8 ans1
n—oo logQqn n—oo 108 Qqn

Ejemplo: Para e = [2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...] se puede mostrar que

orde = 2.
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Fracciones Continuas Periodicas

Vamos a mostrar ahora que los nimeros reales con fraccion continua periddica
corresponden exactamente a las raices de polinomios de grado 2 sobre Z.

Recordemos que en la representacion de x por fraccion continua, los coeficientes

Qn, Anyq, . .. SON definidos por la recursion
1

do = X, an = o], antq = o —a.
n — 0n

donde
Pn—2 — Qn-2X

An—1X — Pn—1
La ecuacion (1) da una prueba explicita de que si la fraccion continua de x es periddica,
entonces x es una raiz de un polinomio cuadratico con coeficientes enteros. De hecho, si
anir = ap, ¥n € N, para algiin k € Z*, entonces

Pn—2 —Qn—2X _ Pnikr—2 — Qn+kr—2X
qn—1X — Pn—n Gn+k—1X — Pnt+k—1

, vn € N.

Qp
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Fracciones Continuas Periodicas

Al limpiar denominadores, resulta que Ax?2 + Bx + C = 0, donde

A = QGn-1Qntk—2 — Gn—20ntk—1,
B = Pnik—1Gn—2 + Pn—2Qnik—1 — Pnik—2Gn—1 — Pn—1GQntk—2,
C = Pn-Pnik—2 — Pn—2Pnik—1-

Observe que el coeficiente de x? es no-nulo, ya que % es una fraccion irreducible de
denominador g,_,, PUES Pp_1Gn—2 — Pn—2Gn_1 = (—1)", y I2t:=1 es una fraccion irreducible
dntk—2

de denominador gn k> > Gn-»; luego % # % YA =0n-1Gnik—2 — Gn—2Gnik—1 7# O

Ejemplo: El nimero alreo ¢ = % satisface el polinomio x> — x — 1 = 0. En particular

1 1 1
2= 1 - =1+ —=14+—- =1+ — =
et LS R
¥ 1+$

Luego, ¢ = [1;1,1,1,.. ].
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Fracciones Continuas Periodicas

Teorema (Lagrange)
Six € R es una irracionalidad cuadratica, esto es x = r ++/s, r,s € Q, s > 0, entonces la
fraccion continua de x es periodica.

Prueba: Existen a, b, c € Z tales que ax*> + bx + ¢ = 0, con b> — 4ac > 0,y vb? — sac
irracional. (basta tomara=1,b = —2r,c=r?—s).

__ Pn—1contpn—2
Como x = =" =, tenemos

2
ax*+bx+c=0 = a(pnf"a"——ka) _A,_b(p””a”——’—p”*2

Qn—10n + Qn—2 Gn—1Qn + Qn-2
— Ana% + BnOén + Cn = O,

)+C=0

donde
Ay = ap; ,+bpy_1qn_1+cq;_,,
Bn = 2apn_1pn—2 +b(Pn-1Gn—2 + Pn—2Gn-—1) +2Cqn_1Gn_2,
Cn = app_,+bpn2qn_o+cp;_,.
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Fracciones Continuas Periodicas

Note que C, = A,_,. Vamos a mostrar que existe M > o tal que 0 < |A,| < M, para todo
n € N, y portanto o0 < |Cy| <M, paratodon e N:

An = app 1+ bpn1Gn1 +cqp_ = GQﬁA( a an) <)‘< B Z”*:>7
n— n—

donde x y X son las raicesdeaX> + bX+c=o0

Pero ]x P" 1 < q <1, de modo que
|A,,|:aqnf1x—p"71 ~‘)’(—pn*1 §0(|>_<—X|+‘X — )§0(|)’<—x|+1):M.
qn-1 An— n—1

Ahora, para cualquier n € N,
B — 4AnCn = (Pn—1Gn—2 — Pn—2Gn—1)*(b* — 4ac) = b* — sac.
— B2 <4A,Co+b*—sac = B, < \/u4A,C, + b2 —sac=M.
Esto muestra que A,, By, C, estan uniformemente limitadas. Asi, hay so6lo un nimero

finito de poibles ecuaciones A,X? 4 B,X + C, = 0, y portanto solo un nimero finito de
valores de a,. Esto garantiza la periodicidad o, = ap, paraalgin k € Z+.
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Fracciones de Farey

Otro enfoque para aproximar niimeros reales mediante racionales usa lo que se conoce
como fracciones de Farey, o secuencias de Farey. Para un entero positivo n, estos se
definen como sigue:

Definicion

Las fracciones de Farey o secuencias de Farey de orden n, denotadas F,,, de definen como
el conjunto de numeros racionales L cono <r<s<ny(r,s)=1.

Se escriben en orden creciente. Los primeros F, son

= o1
ko= 121
— o 1 1
F2 = 3203
_ o1 1 2 1
F3 - 173727371
F — 0111231
4 1742372737471
F. — 01 112132341
5 1959 473757275737 49591

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Fracciones de Farey | Alan Reyes-Figueroa Page 12 UVG




Fracciones de Farey

Obs!
® \istos como conjuntos, F, C Fy,, param > n.

® Esto es, las fracciones que aparecen en cualquier F, apareceran a partir de
entonces en cualquier Fp,, param > n.

Las fracciones de Farey tienen una historia curiosa. El gedlogo inglés JoHN FAREY
(1766-1826) publico, sin pruebas, varias propiedades de esta serie de fracciones en la
Philosophical Magazine en 1816.

El matematico AUGUSTIN CAUCHY vio el articulo y proporciono las demostraciones mas
tarde en el mismo ano, nombrando las fracciones en reconocimiento a Farey.
Posteriormente resultd que C. H. HAROS habia probado los resultados 14 anos antes, en
el Journal de 'Ecole Polytechnique.

Comenzamos nuestra investigacion con uno de los resultados declarados por Farey pero
establecido antes por Haros.
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Fracciones de Farey

Teorema
Si § < § son fracciones consecutivas en la secuencia de Farey F,, entonces bc — ad = 1.

Prueba: Como (a,b) = 1, del lema de Bézout, la ecuacion lineal bx — ay = 1tiene una
solucion x = Xo, ¥ = ¥o. Ademas, x = x, + at, y = y, + bt también es solucion, para todo
teZ.

Elijamos t = t, de modo que 0 < n —b <y, + bty < ny hagamos x = x, + bt,,
Yy = Yo + bto. Como y < n, entonces 35/ sera una fraccion en F,. Ademas,

X _a + A > a1

y b by b>

de modo que ;—‘ ocurre mas tarde en la secuencia de Farey que . Si )5, # cd, entonces

X o
y>aY obtenemos

X _ ¢ dx—¢oy _ 1

y d 7 dy >dy’
y [4 a __ bc—ad 1

d b= bd -~ bd

Sumando ambas desigualdades,
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Fracciones de Farey

X_as 1 _ 1 _ bty
y b = dy bd ~— bdy "
Pero,b+y >n(yaquen—b <y)yd<n,loqueresultaen la contradiccion
1 _ bx—ay _ x a _ bty N N
by — " by y b — bdy bdy by

Por lo tanto, ¥ = 5y la ecuacion bx — ay = 1 se convierte en bc — ad = 1.

Defin icion
Si § < § son dos fracciones en la secuencia de Farey Fy, su fraccion mediante es g,

El teorema anterior nos permite concluir que la mediante se encuentra entre las
fracciones dadas. De las relaciones
alb+d)—-bla+c)=ad—-bc<o = a(b+d)<b(a+c),
(a+cd—-(b+d)c=ad—-bc<o = (a+c)d<(b+d)c,

a a+c C
tenemos que p < bid <4g
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Fracciones de Farey

Observe que si § < § son fracciones consecutivas en F,, y b+ d < n, entonces la
mediante seria un miembro de F, entre ellos, una absurdo. Por lo tanto, para fracciones
sucesivas, b+d > n+1.

Se puede mostrar que aquellas fracciones que pertenecen a F,,, pero no a F, son
mediantes de fracciones en F,,. Por ejemplo, al pasar de F, a Fs, los nuevos elementos
son 1 _ o+ 2

1 — 11 3 _ 12 4 _ 341

5 3+2> 5 2+3° 5 4+1°
Esto permite construir la secuencia F,., a partir de F, insertando mediantes con el
denominador apropiado. Al usar el mediante de dos fracciones en F, para obtener un
nuevo miembro de Fp,,, las tres fracciones no necesitan ser consecutivas en F,, (e.g.
considere 3 < 3 < Zen Fg).
Sig<§< 7 son tres fracciones consecutivas en cualquier secuencia de Farey, entonces
& es el mediante de las otras dos. De hecho, las ecuaciones
. — — cC __ a+e

bc—ad =1, de—cf=1 = (a+e)d=c(b+f) = =t

con ¢/d el mediante de a/by e/f.

57 a0
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Fracciones de Farey

Apliquemos algunas de estas ideas para mostrar como un ndmero irracional puede ser
aproximado, relativamente bien, por un niimero racional.

Teorema
Para cualquier niimero irracional 0 < X < 1y cualquier entero n > 0, existe una fraccion

b € Fatal que |x — 2| < gt

Prueba: En la secuencia de Farey Fn, hay fracciones consecutivas 7 < gtales que
f<x<frg 0 pEH<x<§
Comobc—ad=1yb+d> n+1 se sigue que

_a a+c a bc—ad
X—5 <55~ b= bord) < b

-

(0]

+ +
Dependiendo del caso, basta tomar £ = £ 6 £ = §.
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Fracciones de Farey

Este resultado puede extenderse mas alla del intervalo unitario con el siguiente

corolario.

Corolario

Dado un nimero irracional positivo x y un namero entero n > 0, existe un nimero
i p

racional ¢, con 0 < q < n, tal que |x — | < n+1)

Prueba: La funcion mayor entero permite escribir x = |x| + r, donde 0 < r < 1. Por el
teorema anterior, hay un racinal g para el cual

‘r p‘ < n+1)

Tomando a = |x|q+ py b = p, se tiene que
qu+p’_’ P 1 B 1
q

q(n+1)  b(n+1)’

< pl= e <

y se muestra el resultado requerido.
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Fracciones de Farey

Terminamos con un ejemplo que ilustra el corolario.

Ejemplo: Determinar una fraccion g, cono < g < 5, tal que [/7 — §| < 5

La funcion mayor entero produce /7 — |\/7] = /7 —2 = 0.64755... ..

Para la secuencia de Farey F, el valor 0.64755. .. se encuentra en el intervalo entre las

fracciones consecutivas 2 y 2. La mediante de estas dos fracciones es 2 = 2 = 0.625,
de modo que 3 < 0.64755. ..

Del teorema anterior, tenemos 5 ;
0.64755. .. — f’ < —.
‘ 31 7 6(3)
El argumento empleado en el corolario traslada esta desigualdad a

8
ap
V-

1
6(3)’
y esta es la fraccion buscada.
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