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Divisibilidad

Definicion

Dados dos enteros d, m € Z diremos que d divide a m o que m es divisible
entre m si existe q € Z tal que m = qd, esto es ' € Z es un entero.

En ese caso, escribimos d | m, y diremos que m es un miiltiplo de d, y que
d es un divisor o factor de m.

Si d no divide a m escribimos d t m.

Ejemplos: 5 | 10, pero 10 1 5.

Como 0 = 0- n se sigue que n | 0, Vn € Z. Por otro lado, si 0 | n, entonces
existe g € Ztalquen=g-0=0,de modo que Ot n paran # 0. Para un
entero fijo n, los maltiplos de n son 0, £n, 42n, .. .. Luego, no es dificil ver
que entre n enteros consecutivos, siempre hay uno divisible entre n.
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Divisibilidad

Propiedades  Paratodo x,y,z,w € Z, valen
a) x| 0,1|x,0txparax # o; x | x (reflexividad).
b) x | 1, siy sélo si, x = 1.
c) x|y,y|z = x|zl(transitividad).
d) x|y, x|z = x|ay+ bz, para todo a,b € Z (linealidad).
e) Six |y, entoncesy = 00 |x| < |y| (limitacion).
f)x|y,x|lytz = x|z
g) x|y, y|x = |x| = |y| (antisimetria, a menos de signo).
h) Six|yyy # o, entonces £ | y (divisores vienen en pares).
x|y, z|w = xz|yw.
j) Siz+#o0,entoncesx |y & xz|yz
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Prueba: (a) Observe quex =1-X,0=X-0,0 | X =X=q-0=0; X = X1.
Para(b)x |1 & 1=qx, € Z & q= 41,y portanto x = +1.

En los items (c) a (h), la condicion x | y se da, de modo que y = kx, para algin k ¢ Z.
En(Qy|z = z=0y = z="{y ={(kx) = (RO)X,cONRL € Z = X | 2.

En(d)x |z = z=/(x = ay+ bz = a(kx) + b(¢x) = (ak + bl)x = x|ay + bz.

En (e), supongay # 0. Entonces R #0 = |k| >1 = |y| = |kx| = |R| - [x| > |x].

En (f), por (c) tenemos que x |y, x |y+z = x|y - (y+2) = +z

En (), de (e) se tiene que x [y, y | x = Iyl > x| = ly| = |y| = x|

En(h),siy #0,entoncesx |y =y =hkx=({)x.ComoLecZ = L]y.

En(i),y = kx, w = ¢z = yw = (kX)({2) = (R0)xz = xz | yw.

Finalmente (j), (=) de (i) con w = z, se tiene que x | y, z | z = xz | yz. Para la reciproca
(&)xz|yz,2#0 = xz2=R(yz) =kxz, REZ = x=Ry = X|y.o
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Divisibilidad

Comentarios:

* Las propiedades (a), (c) y (g), corresponden a la reflexividad,
transitividad y antisimetria (a menos de signo) de la relacion |.
Restricta a los naturales N, la relacion | es un orden parcial.

* La propiedad (d) de linealidad solo funciona para coeficientes en Z.

* La propiedad (j) indica que en una relacion de divisibilidad, podemos
“cancelar” factores comunes (excepto 0).

* La (e), limitacion, nos dice que el conjunto de divisores de un nimero
entero n es finito. EL nUmero de divisores positivos de n es < n.

* La propiedad (h) nos indica que los divisores de n vienen en pares
(d, 5). Obs! No dice que los divisores d y 5 son distintos.
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Divisibilidad

Ejemplo: 99 estudiantes aburridos se turnan para caminar por un pasillo
que contiene una fila de casilleros cerrados, numerados del 1 al 99. El
primer estudiante abre todos los casilleros; el segundo alumno cierra
todos los casilleros numerados 2,4,6,8, ...,98; el tercer alumno opera en
los casilleros numerados 3,6, 9,...,99: si un casillero estaba cerrado, lo
abre, y si un casillero estaba abierto, lo cierra. Para el k-ésimo alumno,
trabaja en los casilleros numerados por maltiplos de k: si un el casillero
estaba cerrado, lo abre, y si estaba abierto, lo cierra.

;Cual es el nimero de casilleros que permanecen abiertos después de
que todos los estudiantes terminan sus caminatas?

Respuesta: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81.
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Divisibilidad

Ejemplo: Hallar todos los enteros positivos n tales que
20> +1|n3+9n —17.

Ejemplo: Pruebe que para todo entero positivo n, la fraccion 752 es
irreducible.

Ejemplo: Mostrar que para todo entero n:
a) n® —5n3 4 4n es divisible entre 120.
b) n? +3n + 5no es divisible por 121.

Ejemplo: Encontrar todos los enteros positivos n para los cuales el
nimero obtenido de n al borrar el Gltimo digito, es un divisor de n.

Ejemplo: ;Cual es la mayor entero positivo x tal que 23* | 2021!?
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Divisibilidad
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Algoritmo de la Division

El siguiente resultado juega un papel muy importante en la teoria de
numeros.

Teorema (Algoritmo de la Division)

Para cualesquiera enteros a,b € Z, a > 0, existe un unico par (q,r) de
enteros, tales que
b=qga+r, v o<r<a. (1)

En este caso, q es llamado cociente y r el residuo al dividir b entre a.

Prueba: La prueba consiste de dos parte: la existencia y la unicidad.
Para la existencia, mostramos que el conjunto

S={b—xa:xe€Z, b—xa>o},
es no vacio. Para ello, mostramos un valor de x para el cual b — xa > o.
Divisibilidad | Alan Reyes-Figueroa Page 8 UVG UVERSIDAD

DEL VALLE
DE GUATEMALA




Algoritmo de la Division

Como a > 1, entonces |bla > |b| = b—(—|b])a=b+ |bla> b+ |b|] > 0.
Asi, para x = —|b|, el entero b — xa € S.

Aplicando el Principio de buen orden, entonces S posee un elemento
minimo r. En particular, existe g € Z talquer = b — ga > o.

Mostramos r < a. Si este no fuera el caso, entoncesr > ay
b—-(g+1)a=(b—qa)—a=r—a>oseriaunelemento de S. Pero
b—(g+1)a <b—qa=r,loque contradice la minimalidad de r. Por lo
tanto, r < a, y hemos probado que existen g, r € Z, con la propiedad (1).

Para mostrar la unicidad, suponga que existen dos representaciones en
la forma deseada

b=qga+r=qa+r, con o<r<a,0<r<a.
Entonces, ' — r = (q — q')a. En particular, | — r| = |g — q'| a.
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Algoritmo de la Division

Por otro lado, como 0 < r < a entonces —a < —r < 0. Sumandola con la
otra desigualdad o < r’ < a, obtenemos que la diferencia de residuos
satisface —a<r —r<a = |r —r| < a. Entonces

o<|g—¢gla=|r—rl<a implicaque 0<|g—q| <.

Siendo g, g’ ambos enteros, entonces g — g’ es también un entero. La
desigualdad 0 < |g — g'| < 1implica que la Gnica posibilidad es que

g—q =0 = g =q.Deahiquer—r=(q—q)a=0-a=0yr =r.Esto
muestra la unicidad de la representacion.
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Algoritmo de la Division

Una version mas general del algoritmo es la siguiente:

Corolario (Algoritmo de la Division)

Para cualesquiera enteros a,b € Z, a # 0, existe un tnico par (q,r) de
enteros, tales que
b=gqga+r, y o<r<]al (2)

Prueba: Basta considerar el caso a < 0. Entonces |a| > 0y el algoritmos
de la division en (1) establece que existen Gnicos q,r € Z tales que
b=gqla]+r,cono<r<]al

Como a < o, entonces b = gla| +r = (—q)a +r, 0 < r < |a] satisface (2). 5

Ejemplo: Para ilustrar el algoritmo de la division, tome a = 13, b = 61.
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Algoritmo de la Division

Tenemos que

61=4-13+9, con 0<9 <13
Observe que el algoritmo de la division equivale a hacer la “division
tradicional” de ?—; a mano: g = 4 resulta el cociente, y 9 resulta ser el
residual.

Esto también equivale a hacer ?—; =4+ 2: pues

b=qa+r & 2=q+°L

Ejemplo: Para ilustrar el algoritmo con a < 0, tomemos a = —7:
eConb=11=(0)(-7)+1 = g=0,r="1.
eConb=-2: —2=1(-7)+5 = q=1,r=5.
e Conb=60:60=(-8)(-7)+4 = q=-8,r=uat
* Conb=-60: -60=9(-7)+3 = q=9,r=3.
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Algoritmo de la Division

Ejemplo: Sea n € Z*. Probar que 3*" + 1 es divisible por 2, pero no por &.

Solucion: 32" es impary 3*" + 1 es par. Observe que
3= (?)" =9 =8+

Por el Teorema del Binomio, tenemos
) — X (T)Xm_1y+ (r:)xm_zyz - ( )Xym_1 oy

En particular, parax =8,y =1y m =2""", cada sumando de lado derecho
de la ecuacion anterior, excepto el Gltimo término y™ = 1, es un multiplo
de 8, en particular, maltiplo de 4. Luego 3" =49+ 1,9 € Z.

m—1

De ahi, el residuo de 32" + 1= 4qg + 2y el residuo de 32" + 1 al dividirlo
entre 4 es 2, lo que muestra que no es multiplo de 4.
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MDC y MMC

Dados a,b € Z, a cada uno les podemos asociar su
conjunto de divisores no-negativos D, y Dy,
respectivamente.

Por la propiedad de limitacion, estos conjuntos son
finitos, y su interseccion D, N D, es finita. Luego,

D, N Dy posee un elemento maximo, llamado el
maximo divisor comiin (MDC) de ay b.

De forma similar, los conjuntos de los M, y M, de
multiplos no-negativos de a 'y de b, respectivamente.
Ahora M, N'M,, es no vacio y limitado inferiormente
por 0. Este conjunto posee un elemento minimo,
llamado el minimo maltiplo comin (MMC) de ay b.
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MDC y MMC

Definicion
Dados a, b € N, un maximo divisor comiin (MDC) de a y b es un entero
positivo d que satisface

1.d|ayd]|b,

2. R|d, paratodok € Ntalquek |ayR|b.

Similarmente, un minimo miltiplo comin (MMC) de a y b es un entero
positivo m que satisface

1.almyb|m,
2. m| R, paratodo k € Ntalquea|Ryb |k

De las definiciones anteriores, se sigue que el MDC y el MMC son Gnicos:
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MDC y MMC

Prueba: Sean d, y d, dos MDC para ay b. Entonces d, |a,d,|b,dy]a 2]|b.
Comod,esMDCdeayb,yd,|a,d,|b = d;|d,. )
Comod,esMDCdeayb,yd,|a,d; | b = d,|d.

Entonces |d,| = |d,|, pero siendo d,, d, no negativos, se concluye que d, = d,.
La prueba es similar en el caso del MMC.

Notacion. Como son Unicos, denotamos por d = (a, b) y por m = [a, b] al
MDCy MMC de a y b, respectivamente.

Otra forma de entendera d = (a,b) y m = [a, b] es avh
que son el infimo y el supremo, respectivamente, de
ay b, en la relacion de divisibilidad |: a b

d=(a,b)=anb, m=[a,b]=aVb.
anb
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MDC y MMC

Ejemplo: Calcular el MDCy MMC de 360y 8.
Solucion: Factoramos los niimeros 360 y 84 (en factores primos):

360 | 2 84 | 2
180 | 2 42 | 2
90 | 2 21| 3
45 | 3 717
15 | 3 1
5|5
1

Los divisores coumnes para 360y 84 son 2.2, 3. Entonces
(360, 84) = 2% - 3 = 12. Por otro lado, [360,84] =23-3%-5.7 = 2520.
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MDC y MMC

Propiedades (Propiedades MDC y MMC)
Sean a,b,c € N. Entonces
. (a,b)=a < [a,b]=b < a|b.
ca,cb) = c(a,b) y [ca, cb] = c|a, b].
b) = (b,a)y[a,b] = [b, a].
(a,b).c) = (a,(b,)) y [[a.b],c] = [a. b, c]]
(a,c), (b, c)] = ([a, b], c).
[a,c],[b,c]) = [(a, b),c].
a,b)[a, b] = ab.

-

- (
- (a,
- (
-
- (
- (

N oo BN

Prueba: 1 a 6, Ejercicio!
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