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Introducción 

El siguiente texto surge del material preparado para un curso semestral 
sobre Teoría de la rvledida e Integración de Lebesgue y está dirigido a es
tudiantes del tercer año de la carrera de Matemáticas por lo que se supone 
que el lector ha llevado nn curso de Amíli~is Rral y ha adquirido un manejo 
ágil de eouj untos, clases de conjuntos, funcioues entre <:'llos, así como de• las 
nociones topológicas básicas (ahiPttos. compactos~· continuidad entre otros 
y de cnrdinaliclad dr conjuntos). asimismo sería drsC'nhlr al[.?;tÍn conocimirnto 
sobre convC'rgeuria de sm·esimws de funcionrs. 

La exposición de los temas ha sido escrita usando un enfoque geueral y es 
sólo hasta d capítulo ocho c•n PI quP se aborda la eonst rucdc)u dl' la uwdida 
de Lebesgue para los rPnlrs. La experiPncia me ha mostrado qnr éste es uu 
orden couveniente para la presentación de los temas y en el descenso hacia 
los reales sP gana considrrahlemente en pers¡wct iva. lo mismo puedc• dPrirs<' 
de la integral para funciones de variable real. Como dividendo adicional el 
camino hacia <:ireas mc1s anmzada .. o.; del Awilisis .i'Iatem<it ico ~· la Teoría de 
la Probabilidad qneda abierto. 

El libro iuduye lGO ejercicio~ que ilustran y desarrollan la teoría expuesta 
los cuales drlwn consiclNnrsc como parte fundamental del enr~o pues <'n 

algunos se discuten con detalle ejemplos importantes, en otros se pide al 
lector que complete la prueba de algtm teorema o uieu que desarrolle otra 
diferente y otros contienen re~mlt.ados adicionales de intcréH. Es importante 
señalar que existe cierta interdependencia entre los ejercicios por lo qne sería 
convenirute qtw éstos sP n•solvienm e11 orden. 

La gran mayoría de los ejercicios se acompañan de sugerencias las cuales 
tienen por objeto agilizar su solución y permitir que el lect.or avanee tml...; 
rapidamente y de este modo pueda cubrir la mayor cantidad de ellos. La.-; 

sugerencias pueden no ser éltC'ndidas ya que casi siempre ha~' m~is dc• ma 
camino hacia la solución y otros métodos son posible~ y desde luego de
seables. Hago notar qnP a lo largo df'l texto se' piel<' al l<'rtor qttf' \'PrifiqtH' 
afirrnacimaPs clP ca rckh•J" r11 ti 11ario las eualPs no fw•ro11 ill('luidm.; c-11 la li:-:t H 

final de ejercicios pero qm· debcu tomarse en cuenta. 

1 



2 INTRODUCCIÓN 

La bibliografía incluye textos considerados como clásicos en el área 
así como algunos artículos que me parecen interesantes. Aunque este texto 
es autocontenido invito al lector a que los consulte. 

Es un grato deber reconocer mi deuda hacia aquéllos de quienes aprendí 
medida e integración ya sea a través de cursos, libros, artículos y durante 
la impartición de la materia a muchas generaciones de excelentes alumnos. 

Finalmente agradezco especialmente a la M. en C. Ana Irene Ramírez G. 
su interés y gentil insistencia para darle nueva vida a mis notas, y a Zdenek 
Palecek y Rafael Reyes por su asistencia en la transcripción en M-!EXde las 
mismas. 

Otoño del 2009 
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G !osario de símbolos 

A Álgebra de subconjuntos de un conjunto dndo X. ptígina f) 
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CAPÍTULO 1 

Clases de subconjuntos de un con
junto dado 

l. Introducción 

En <'St<• capítulo iutrodurimos importantPs dasPs dP snh('onjnntos d(• 
un conjunto dado no-\'m·ío. sP Pxcuuinan divl'rsos ejl'mplos y S<' considera la 
tr-ÁlgPhra gPnerada por Hila familirt dada. Pll pHrticular S(' disrutP hrPVf'lll<'ll
tc la a-álgebra de llorel en iR. Por último, se prul'ba d~ lenta de la."i clases 
mmtcít.onas (L.C.l\L) qw· proporriot1<1 1111 mNodo. <'11 g<'nrrnl más simple. 
para comprobar que una familia de conjuntos es mm a-álgebra.. 

En todo lo que ~iguc X denota un conjunto no vacío tijo y P{X) = 
{A: A e X} denota la clase de todos los subconjuntos dP X. 

Definición 1.1. Una das(' JI() VHCÍH R e P(X) Sl' llama llll anillo cfp 
subconjunto~ de X, si: 

i) E, F E R =:;. E- F E R. 

ii) E, F E R =:;. E U F E R. 

Si adem{ts X E R, entonces R se llama tlll álgebra de subconjuntos de 
X y entonces se dcnot are\ como A. 

(Ver el ejercicio (13)). 

Como R f= 0, r.ntoncPs: 0 E R. ya que: 0 = E - E E R. si E E R. 
Si E, FE 'R entonces: E6.F (diferencia simétrica) y En F pertenecen 

a R también ya qnP: 

E6.F = (E- F) u (F-E) y (En F) = (E u .F)- (E~F). 
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Alternativamente, podíamos haber definido un anillo como una clase no 
vacía, la cual es cerrada bajo la inten;eeción y la diferencia simétrica, esto 
se signe inmediatamente de las identidades: 

E- F = En (E!::.F) y E UF= (En F)6(E6.F). 

Notamos que si 'R, es un álgebra, entonces X - E E 'R, si E E R i.e. un 
álgebra es un anillo cerrado bajo la complementación. 

Definición 1.2. Una clas(' no vacía S e P(X) S(' llama un a-anillo d<' 
snhcoujnutos de X, si: 

i) E. FE S:::} E- fE S. 

:X 

ii) Si (E,) <'S lllHl sucesión r[(' dcmentos ele S'. entoll<'t'S U E, E S. 
n=l 

Si además X E S, entonces S se llama a-álgebra de subconjuntos de X. 

Como E UF= EU FU 0 U 0 U···. entonces todo a~anillo. es un anillo. 
Inversamente, un anillo cerrado bajo uniones de familias numerables/ es un 
u-anillo. Además, todo a-anillo es cerrado bajo diferencia simétrica é inter
st..>ccioncs de familias lllllllerables~ esto último pues: 

Sin embargo, una clase no vacía de subconjuntos de X que es cerrada bajo 
dift'l'<'m:ia simétrica 1:' intPrseedollPS dt' familias numPrables uo es uc<.:csarié•· 
mente nn a-anillo ( V('r el ejercicio (3)). 

Ejemplos 1.3. 

l. Si X poser más de un elemento. eHtouccs P(X) contiene al menos do:-; 
u-álgebra.-;, a saber: St = {0~ X} y 81. = P(X). 

2. Sean X un conjunto no numerable. R = {E e X : E es finito o 
umu<'rahlt•} .\·S = {E e X : E 6 X-- E Ps finito t'l mum•rahlt•}. cntonn·s 
R es Hll a-anillo ~· 8 t•s una a-:'tl~t~bra. Cumo X e:-; uo~tnuu~·rahlc. 

entonces R #S y amba .. "i son diferentes de P(X). 

t 
~ 
=.·.~.~ .• 1 ,, 

1 

'1 
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3. Si f: X--+ Y es una función y S e P(Y) es una a-álgebra. entonces: 

¡-1 (S) = {f-1 (E) : E E S} 

es una o--álgebra de subconjuntos de X. 

4. Si S e P(X) es una a-álgebra y A e X es un conjunto no vacío, 
entonces la clase {E n A : E E S} denotada por S n A, es una 
a-álgebra de subconjuntos de A. Observe que este ejemplo se signe 
del anterior si se considera la función f : A --+ X dada por f ( x) = x. 

5. Si .f: X --+ Y es una funeión y S e P(X) es una a~álgehra. entonces: 

{Fe Y: .f-1(F) E S} 

es una a~c1lgcbra de subconjuntos ele Y. 

6. Sea A e X uu conjunto no vacío y S e P(A) una a~álgebra, entonces 
la clase 

{E e X : En A E S} 

es una a-álgebra de subconjuntos de X. Observe que este ejemplo se 
l-iigue rlel anterior si se considera la función .f : A --+ X dada por 
.f(:r) = :r. 

7. Todo anillo ( ó álgebra) con un número finito de elementos es un 
a-anillo (ó una a~álgebra). Un cilgcbra con un número finito de ele
mentos ti('ne cardinalidad igual a 2P para alguna p E N (ver el ejereieio 
(9) )~ y toda a-álgebra con una infinidad de elementos: es no numerable 
(ver el ejercicio ( ll)). 

Proposición 1.4. Sea :F una familia novada de a~álgebra.s de subeoujuuto~ 
de X, entonces n{s: S E :F} es una u-álgebra de subconjuntos de X. 

La demostración es inmediata de la definición y la conclusión permanece 
válida si se reemplaza a-álgebra con a11illo, álgebra ó a-anillo. 

Teorema 1.5. Sea lE e P(X) arbitrario, entonces existe una única 
a-álgebra S(IE) e P(X) tal que: 

i) lE e S(IE). 
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ji) Si S es una a-álgebra contenida en P(X), tal que 1E e S, entonces 
S(JE) e S. S(IE) se llama la a-álgebra generada por lE. 

Demostración. Sea :F ={S e P(X) :S es a-álgebra y lE e S}, :Fes no 
vacía, pues 'P(X) E :F. 

Sea S(IE) = n{ S : S E F}, por la proposición anterior, S(IE) es una 
a-álgebra y claramente lE e S{IE). 

Si S e P(X) es una a álgebra con lE e S entonces S E F y por lo tanto, 
S(lE) e S. 

Finalmente, si S' es una a-álgebra e P(X) que satisface las propiedades 
i) ~- ii) <'lltollC<'s S' e S(JE) .v S'(lE) e 8'. lo eual estahl<•ce s11 uHicidad. 

o 
Si se n.·<•mplaza a-cilgebra con tm anillo, álgebra ó a-anillo en el teorema 

antC'rior. tl'wln·Hlo:-; la iwdóu <k anillo. álgebra. ó a-anillo generado por 
lE (clPnotaclos n•stwdi\'amente por 'R.(iE). A(!E) ó S'R.(IE)). 

Lns siguirnt<•s son alv;nnns propicdadrs rlcl oprrndor: lE ~--+ S'(IE). 

Teorema 1.6. Si lE, IE' e P(X) entonces: 

i) lE e lE' ==> S(JE) e S(JE'). 

ii) Si lE es una a-álgebra, entonces S(IE) =lE. 

iii) S(S(!E)) = S(JE). 

iv) lE e S(IE') y lE' e S(lE) => S(IE) = S(IE'). 

Demostración. 

i) S(JE') es una fT-álgehra qtte contiene a iE. => S(IE) e S(IE'). 

ii) lE e lE y es una a-álgebra, => S(IE) e lE. 

iii) Es inmediata de la anterior. 

iv) Por los inci~o~ i) y iii) se tiene: 

S(JE) e S(S(IE')) = S(lE') y S(IE') e S(S(IE)) = S(IE) => S(lE) = S(JE'). 

o 
Es e· la ro qw· las propi('dml<•s CHl¡\loga:-; pam 'R. (lE). A(IEL S'R(IE) ~ou cier

tas tambii•u. Por otro lado tenemos 

·• 

4 
i 
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Teorema l. 7. Sea lE e P(X) no vacío~ entonces: 

i) Todo F E 'R.(IE) está contenido en la unión de un número finito de 
elementos de lE. 

ii) Todo F E S'R.(IE) estíi contenido en la unión de alguna snccsi6n de 
elementos de lE. 

Demostración. Sean 'R. = { F e X : F está contenido en Ja unión de un 
número finito de elementos de lE} y SR= {Fe X: F está contenido en la 
unión de alguna succsiqn de..• elementos de IE}. Claramente IE e 'R. y lE e SR. 
adem(lS es lllll,Y fácil comprobar que 'R. ('S Ull anillo ,V 81(. es Ull a-anillo por 
lo tanto 'R(iE) e R y SR(E) e SR. 

D 

Ejemplo 1.8. 

l. Si lE= 0 ó iE = {0}, entonces: 

'R.(JE) = S'R.(lE) = {0} y A(E) = S(!E) = {0. X}. 

2. Si E= {A} (A e X). entonces: 

'R(IE) = S'R.(IE) = {0 . .4} y A(iE) = S(IE) = {~'·A. X - .4. X}. 

3. Si lE es un anillo. entonces: 

A(iE) ={Fe X: FE IE ó X-FE lE}. 

Si lE es un a-anillo. entonces: 

A(IE)={FeX:FEIE ó X-FEIE}. 

4. Sea X no-numerable y lE = {E e X : /:.' es finito} o bien lE = 
{E e X : E tiene exactamente rlos elementos}. entonces: 

i) 'R(JE) ={E e X: E es finito}. 

ii) A(:E) ={E e X: E <>X- E <'s finito}. 

iii) S'R(iE) ={E e .Y: E es finito o n~llll!rahle}. 
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iv) S(lE) ={E e X: E ó X- E es finito o numerable}. 

Teorema 1.9. Sean lE e 'P(X) y F e X, entonces S(JE n F) = S(IE) n F 
( doude S(IE n F) denota la a-álgebra de subconjuntos de F generada por 
{EnF:EElE}). 

De1nostración. S(JE) n F = {H n F : H E S{lE)} es una a-álgebra de 
subc~mjuntos de F que contiene a lEn F y en consecuencia: S(lE n F) e 
S(lE) n F. Inversamente, se verifica que { H E S(IE) : H n F E S(IE n F)} 
e~ una a-álgebra contenida en S(IE) que contiene a lE, así que coincide con 
,<;'(IE). por lo tauto S(IE) n Fe S(IE n F). 

o 
El teorema anterior ~ti también cierto si se cousideran el anillo, el álgebra 

y d a-t\uillo geuerado por IE n F y las prueba~-; SOll cntermncutc awiloga~. 

2. Una a-álgebra importante 

Sean X = IR y ·T e P(!R) la topología usual de X, definamos la 
a-álgebra de Borel IR. como la a-<llgebra generada por T. i.e. IR= S(T). 
Los elementos de IJR son llamados borelianos. 

Si G E T. eutotH·es G es la uui<>n de mm familia. a lo me\.-; IlllllH'rahll'. 
dt• intervalos abiertos con extremos en llt así pues si I denota la clase de 
iutcrYalos abiertos COll extremos l'll IR, eutoucel-i Te S(I) y l:OlllO 1 e T, ~e 

Rigue del trorcma 1.6 qnr lRJR = 8(1). 
Si lE= {[a, b) :a < b, (a, bE JR)} eutonce:;: 
Todo intervalo de I es la unión de una familia numerable de intervalos 

dt• !E ·" torio int<~rvalo dP lE es la iut.ersecdc)H ele nna familia mtmPrahlt• <le 
intervalo.o.; de /. 

Demostración. 

(a, b) = u [a+~' b) y [a, b) = n (a-~' b) 
n=l n=l 

en consecuencia I e S(IE) y 1E e S(I) y por lo tanto S(IE) = S{l) =IR. 
D 
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De manera análoga, se puede probar que lRJR es la a-álgebra generada 
por la clase de los intervalos cerrados y por la de los intervalos semicerrados. 
En cada una de las cuatro clases consideradas basta tomar a los extremos 
de los intervalos en algún subconjunto denso de lR y entonces la a-álgebra 
generada es lRJR también. 

A continuación identificamos algunos borelianos: Los conjuntos abiertos, 
los conjuntos cerrados, los conjuntos numerables y los intervalos de todo tipo 
son borelianos. Un conjunto es de tipo Q,s si es la intersección de una familia 
numerable de conjuntos abiertos y un conjunto es de tipo Fu si es la unión 
de una familia numerable de conjuntos cerrados y los conjuntos de amha.o.; 

clases son borelianos también. 
Continuando de esta manera definimos la clase de conjuntos de tipo Yut5 

como aquellos que se pueden escribir como la unión numerable de conjun

tos de tipo 9& y los de tipo F&u romo la clase de conjuntos que pueden 
escrihirs<' romo la intersección numerable de conjuntos de tipo F". Así in
ductivamente, se pueden construir las dos siguientes cadena::; de clases de 
conjuntos borclianos: 

El complemento de cualquier conjunto en alguna clase, pert.enence a la 
clase correspondiente en el otro renglón. Puede probarse que cada contención 
es estricta y que la totalidad de dichas clases no agotan a JRJR. l\Iás adelante 
se probará que IJR ~ 'P{JR). (Ver C. Kuratowski "Topologie r' Vol. 3) 

3. El lema de las clases monótonas 

(La lectura de esta parte puede posponerse hasta el capítulo once en 
donde será usada.) 

Sea lE e P(X) dada y supongamos que todo E E lE satisface cierta 
propiedad P. Una manera de probar que todo elemento de S(IE) también 
satisface la propiedad P consiste en verificar que { F e X : F satisface 
P} es una a-álgebra, esto, en casos particulares, puede resultar una tarea 
difícil. Para simplificar esta tarea se considerarán dos nocimws de cla.ses de 
subconjuntos de X introducidas en 1961 por E. I3. Dyukiu. 
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Definición 1.10. 

a) Una clase no vacía e e P(X), se llama un rr-sistema si es cerrada 
bajo intersecciones finitas. 

b) Una clase l e P(X) se llama nn .,\-sistema (o sistema de Dynkin). 
Si: 

i) X E!. 

ii) E, FE C y Fe E=> E-FE .C. (Cerradura bajo la diferencia 
propia). 

iii) Si (E u) es una sucesión rn·delltP dt• elt'llleutos de e eutonces 
X 

U En EC. 
n=l 

Observaciones 1.11. 

i) Si (E,) es una sucesión dP<Tt'CÍ('ltlt· d<' Pl<'IIH'llto~ d(' Hit ...\-si:-;tPillil L. 
:X 

entonces: n En E C,. 
11=1 

ii) Sean {, un ...\-sistema y E, F E e ajt-'llOS. Clltouees E u F E L. 

iii) Si{, es ...\ y rr-sistemas, entonces .C es una a-álgf'bra e inversamente. 

Demostración. 

i) Inmediata, de las leyes de De ~lorgan. 

ii) Como L es <~errado bajo complemcntacióu, es suficiente pruuar que: 

X- (E uF) E C. 

Por hipótesis Fe X - E E .C y pl)r ii), de la dPfinic:ióu~ 

X - (E U F) = (X - E) - F E L. 

iii) En virtud de la propi!'dad iii) dP la definición. es suficiente probar qtH' 

e ~ cerrada bajo la unión. pero: 

E U F = E u ( F - E n F) ( ¡.;. F E L). 

Inversamente es claro que una tT-<\lgebra satisface las propi<'dades de 
uu ...\ y rr -sistemas. 

r---
i 
!J 

1 
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Intersecciones arbitrarias de 1r (y A) sistema es un 1r (A) sistema, esto 
nos permite hablar del 1r (y A) sistema generado por una familia IE e P(X) 
que denotaremos rr(IE) (y C,(IE)). Las propiedades análogas a 1.6 y a 1.9 
permanecen válidas. El siguiente resultado es conocido como el lema de 
las clases monótonas (L.C.rvl) . 

Teorema 1.12. (L.CJ.I.) Sean e e P(X) un 1r-sistema y Co un A-sistema 
tal es que e e Lo, entonces S( e) e lo. 

Demostración. Sea F la clase de todos los ...\-sistemas en P(X) que con-
tienen a e. entonces: 

L(e) = n{L: .CE F}. 

Probemos que .C(e) es un rr-sistema. 
Para E E e definamos: L¡.; ={Fe X: En FE L.:(C)}. Como Ces un 

71'-sistcma se tiene que e e LE, ademfui como C(C) es un ...\-si:-;tcma t'S fácil 
verificar qtt<' L.:¡~· <'S un ...\-sist.c•ma 1 así pues LE e F ~"por lo tanto C(C) e Lf:. 
Ahora sea FE C(C) fijo y sea Lp ={E e X: En FE C(C)}. 

Como En F E L.:(C) para todo E E e, para todo F' E LE y l(C) e Lt: 
entonces: 

En FE .C(C) para todo E E C y para todo FE .C(C) 

i.e. e e C'F para todo F E L(e). 
Como C.( e) es un ...\-sistema se comprueba que !f. es un A-sistema para 

todo F E L(C). así pues: 

CF E F para todo F E C(e). 

y por lo tanto 
.C(e} e .CF para to<lo F E .C(e). 

Esto prueba qnc C(C) es un rr-sistema además de ser ...\-sistema, entonces por 
1.12 iii) es una a-álgebra qnc contiene a e, por lo tanto S(C) e C(C) e Lo. 

o 
Corolario 1.13. Si e e P(X) es m• rr-sistema. entonces S(e) = C(e). 

Demostración. Por el teorema S(e) e C(C). Inversamente. S(e) es nn 
...\-sistPma <¡11(' ('Ollt i('ll(' (\ e ~· por lo tanto .C(C) e S( e). 

o 
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Observación 1.14. Sea E e P(X) tal que todo E E lE satisface cier
ta propiedad P, si lE es un 1r-sistema, entonces para comprobar que todo 
elemento de S(IE) satisface la propiedad P, será suficiente verificar que: 
C :::: { F e X : F satisface P} es un ..\-sistema. 

l 
1 

1 

1 

t 

CAPÍTULO 2 

Funciones medibles con respecto a 
una sigma álgebra S 

l. Introducción 

En ('St(• capítulo S(' iutrodllt"P la das(• riiT(X. S) de funriotH'S f: X_, IR 
que son mcdiblcs con respecto n una a-til~chra 8 de subconjuntos de X. SP 
muestra qn<' estaH funcion<'s son Pl límite• puntnal de fmLcÍOJH's que toman 
sólo nn número finito df' valorPs Pll PIPHH'Iltos dP 8. S<' pniPhH qnP M!( X. S) 
es un espacio vectoriaL cerrado bajo una gran \'ariedad de operaciones uu
mcrahlPs. SP define la n•ctn n•al p;dPwlicla iR ~· sP con~idera la nwdihilirlad 
para funciones con valores extendidos y eon valores complejos. 

Definición 2.1. Un espacio medible es una pareja (X~ S) en la que X es 
un conjunto no vacío y S es una a-álgebra de subconjuntos de X. 

Definición 2.2. Sean (X. 8) _,. (Y. S') dos espacios medible~. Una función 
f: X--+ Y se llama medible relativa a las a-álgebras S y S' si f- 1(5') e S 
i.c.: ¡- 1(E') E S. para todo E' E S'. Si Y= R .v S'= lBR. eutouecs diremos 
que fes S-medible si ¡-1(IBR) e S. 

Proposición 2.3. Sean (X. 8) y (Y. S') dos cspnrios mcdihlí~~ ~· f : X -• Y 
una función. Supongamos que existe iE' e P( r) tal que St!E') = S'. Si 
¡-1(JE') e S. entonces fes nwclihle relativa a S .v S'. 

Demostración. Por 1.3.5 K. = { F' e Y : .r-t ( F') E S} es una a-álgebra 
que por hipótesis contiene a lE'. Así 8' == S'(JE') e K:. por lo tanto .r- 1(S') e 
¡-1(/C) es. 

o 
Para el caso especial en el que Y = iR y S' = lBR obtenc..•mos: 

Corolario 2.4. s('Clll (X. S) llll <'SpaC'io liiPdihk ~- .f : .\ ~ ;}\ lllli\ función. 
Entonces las :-siguiente~ atinnacimH's so11 eqnivah·nh•:-:: 

¡.-, 
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a) fes S-medible. 

b) ¡-t ((r, +oo)) = {x E X: j(x) >e} pertenece a S para todo e E R. 

e) ¡-t ( ( -oo, r]) = {:1: E X : j(:r) ::; ~} pertenece a S para todo e E IR. 

d) ¡-t ((-oo,c)) = {x E X: j(x) <e} pertenece a S para todo e E lit 

e) j-I ([e, +oc))= {x E X: j(:r) ~e} pertenece a S para todo e E IR.. 1 

Demostración. 

a) => h) (r·, +Xi) E lER. 

h) =>e) ¡-1 ((-x.r.J) ==X- ¡-1 ((c.+x)} pertenece a S, para todo 

e E IR. 

oc 
r) => d) ¡-t ((-oo.e)) = U ¡-t ((-oc.e- ~])pertenece a S. para todo 

11=1 
e E lit 

el) => e) ¡-1 ([c,+oo)) == X- ¡-1 ((-oc,e)) pertenece a S, para todo 

e E IR. 

e) => a) Sea lE' = {[e, + oo) : e E IR}. Por la discusión posterior a l. 9 se 

tit>ne que S(JE') = lB¡_. 

Por la hipótesis y 2.3 se tiene que f es S-medible. 

o 

Ejernplos 2.5. 

l. Sea (X, S) un espacio medible, entonces toda función constante 

}' : X --? IR e~ S-medible. 

1 El corolario anterior permanece válido si se considera solamente e E S con S e IR 
dt·ll~u. Tatnhién cada una de las conclidolll'S implican qm~ {.1· E .\: j(.1·) = l'} para todo 
r ':: ~1:. sin emhargo. estH última condición no garantiza la S-medihiliclad de f (ver ('1 
t'i•·r··ido (21)). 

¡:RODUCCIÓN 
·1 

1i 

1 
1 
1 

1 
1 

1 

2. Sea (X, S) un espacio medible. Para A e X definimos la función 
característica (o función indicadora) de A denotada XA : X --+ 

{O, 1}, como sigue: 

:\.4(x) = { ~: 

Entonces: XA es S-medible{::} A E S. 

Demostmción. 

=>] 

si x E A, 
si :r ~A. 

A= {.rE X: \:l(:r) >O} p('rtPnPr<> a S. 

<=] 
Verifir.amos la eondici<ln 2.-l b) 

{ 

0. 
{.r. E X: \:A(:r) >e}= A~ 

X 
' 

sir 2:: l. 

si O ::; f' < l. 
si e< O. 

En cualquier caso, se tiene que: {x E X: XA(x) >e} pertenece a S. 

o 

3. Sea (X, S) un espacio medible. Una función s : X --+ iR se llama 

S-simple si s toma solamente m1 número finito de valores y es 

S-medible. A continuarión describiremos a estas fnneimws. Se;•a 

s : X --+ IR una función S-simple y u: 1, ... , o n todos los valores ( dife
rentes) tomado:-; por s: si 

entonces: 

E;= s- 1({n;}) = {x E X: !;(.r) = n;}~ 

Ei E S, (i = 1, ... , n), 

,, 
X= U E; ~· 

i=l 

11 

.o;= L n,\f:",. 
i=l 

(2.1) 
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Inversamente, si s es una combinación lineal de funciones característi
cas de conjuntos ajenos en S, ent()nces es S-medible. Concretamente, 

n 

si .e; = L: !3iXF, entonces para todo e E IR: 
i=l 

{ 

0, 
{x E X: s{x) > e} = 

· U{F;: /Ji> e}, 

si .3; :::; e para todo 
i = 1, ... ,n, 
en caso contrario , 

por lo tanto es S-medible. Así pues: s es S-simple si .v sólo si 8 e:-; una 
cmubiuación lineal de funciones eanwt<.•rí~tiea:-; de conjtmto~ e~jenos l'll 

S/· A la de:-;eriprión <ll' ."i c:omo ('ll l2.l) ('Oll los n.; difereute.; y l'Ull lo:-. 
E; ajenos. la llamaremos canónica. 

-l. Una función f : IR - R l-'e llama semicontinua superiormente t o 

semicontinua inferiormentc) ~i {.r f :R : .f'(.r) < r} ( {.r E ?\ : 
f(x) >e}, respectivamente) es un roujnnto abit-rto para todü e: E R. 

Claramente f es ·continua si y sólo si f es semicontinua superior e 
inferiormente. Si X = lR y S= lB~~· t•nt.oHn•:-; tt)cla función sPmieoHtimw 
es lllR-medible, lo cual es inmediato de 2.4 b) y 2.4 d). Eu particular 
toda función continua f : lR - IR t'H IEl·llH'dihle. 

5. Toda función mouótoua f : IR --+ iR es llh:-mcdiblt•. 

Demostración. Si f es monótona crC'cientc. entonces { .r E !R : 
f(x) > ('} es necesariamente dP algnna de la:-; siguiC'nt.es fornws: 
(a, +oo ), [a, +oo ). (a E IR). 0 o IR. los cuales son horelianos. Si f 
t!S monótona decrccienh'. C'l argumento es amilogo U!;ando 2. l d). 

e 
El siguiente resultado nos pcrmit(• construir gran variedad dP ejemplos. 

6. Sean (X, S} un espacio meclihl<~, f : X - lR una funciúu S-medible 
y ¡p : R ___, 1R una función BR·medible. euto11ce~ :.p o f : X - !?. l~:-. 

S-medible. 

2 Si S y t son S-simples ClltOllCl'!'i .'i ·r- l. (l...,. COll 1\-= !? •. ,o;/.\' : (:-i .'i f 0) ~011 s·-:-.:u¡p¡ •. .., 
también. ( Ejt!rcicio). 
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Demostración. 

o 

2. Los lemas básicos de aproximación de funciones 
medibles 

Los siguientes lemas ponen de manifiesto el papel de las funcionc~s 
S-simples como "aproximarloras elementaleH'' de las funciones S-meclihles. 

Lema 2.6. Sea (X. S) un espacio medible y f : X ~ IR una función 
S-medible no negativa, entonces Pxiste una sucesión ( .o; 11 ) dP fundones 
S-simples tal que: 

ii) f(:r) = lim s,(:r) (x E X) 
n-oo 

iii) Si f es acotada, entonces s11 --+ f uniformemente en X. 

Demostración. Para 11 E N fijo y k E {O~ 1, ... , n2" - 1} definimos: 

{ [k k+1)} En(k) = X E X: f(x) E 
2

n, 
2

n y En(n2 11
) = {x E X: f(x) ~ n} 

Como fe:-; S-medible y uo-rwgativa.la familia {E11 (k): A·= O, 1! ... , n2"} 
constituye una partición de X con elementos de S. Definimos s, : X ..... IR 
como sigue: 

k 112" k 
Sn(J:) = 2n si X E En(k), o sea: Sn = L 2nXEn(k) 

k=O 

i) Claramente Sn es S-simple, no-negativa, y Sn :::; f. 

Scax E X fija. Si .f(:r} ~ n+l. entonces: sn(:r) = n < n+l:::; S11 +1(:r). 

Sin:::; f(x) < n + 1, entonces s11 (x) = n:::; Sn+l(.r). 
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Finalmente si f(x) < n, entonces 

[
k k+1) n f(x) E 
2

n, 2'1 para una k E {0, ... , n2 - 1} 

y así 

[ 
2k 2k + 1) , [2k + 1 2k + 2) 

f(x) E 2n+l' 2n+l 0 f(x) E 2n+l ' 2n+l 

de donde: 
k 2k 

.'i,{.r) = 2'' = 2n+l :S Sn+J(x)! 

por lo tanto s11 (:r) :S .'i11 +t para todo n E N. 

ii) Sea .rE X fija. hallamos 11 = n(.r) E N tal que u > f(.r), rutone<'s 

pora todo m ~ n ls,t(.r)- f(.r)l < 2~,, 
por lo tanto, j(x) = lim sn(x). 

n-oo 

iii) Si f ~ Al. hallamos n = n(fl.I) E N tal que n > Al. entonces 

1 
para todo rn ~u ls,(.r)- f(.l')l < 

2
"' para todo .1· E X 

por lo tanto, sn -+ f uniformemente. 

D 

Lema 2.7. Sean (X, S) ún rspacio medible y f : X - IR una función 
S-medible. entonces existe una sucesión (r,) de funciones S-simples tal que: 

i) lr·nl S 1/1 para todo n E N. 

ii) f(:r) = lirn r,(:r) para todo .1· E X. 
11-:X: 

iii) Si f es aeotada, entouces l'n - f uuifonucmcute en X. 

' 
f 

·t 

¡' ., 

4 

' 1 
~. 

i' ., 
¡ 
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Demostración. Definimos las siguientes funciones no-negativas ¡+, ¡- : 
X -+ IR como sigue: 

¡+(.r:) = max{f(.r): O} y ¡-(:r.) = max{- f(:r), 0}. 

Notamos que !JI = ¡+ + ¡- Y f = ¡+ - ¡- · 
Claramente: 

{
X. 

{ x E X : f + > e} = { .r E X : .f ( :r) > e}· 
si('< O: 
si e 2:: O. 

por lo tanto¡+ rs 8-mrdihle. De manera amllog;a ~r pttrdc drmostrar que .f
es S-medible. Usando d l<.•uta anterior hallamos dos ~uecsiones de fnucioucs 
S-simplt~s (.o; 11 ) y (f 11 ) tal<•:-; qnL·: 

n S """ :S .~ 11 ~- 1 .'· o ~ t 11 ~ t , .. 1 

s,, __, ¡·¡... .v t/1 __, .r-. 
Definimos rn = s 11 - t 11 entonces (r,) es una sucesión de funciones S-simples 
con: 

i) Ir,!= lsn- t,l :S s, + tn :S¡++ .r- = lfl (n E N) 

ii) f(x) = j+(;I") -f-(x) = lim s11(x)- lim tn(x) = lim rn(x) para 
n-·x n -x 11-oc 

todo;~· E X 

iii) Si 1!1 :S Al. entonces f"T' :S ¡\[ y ¡- :S .:.\1 también y por el lema 
Hllt.<•rior. s, --. f+ ~· 1, - ¡- uuifontu•mpntc <'ll X por io tanto 
7"11 = s, - t, ___... .f+ - .r- = f uniformrmentc en X. 

D 
La familia de fnneionPs S-rnedibles es est ahh· bajo una ~ran \'ariedad de 

operaciones de toma de límite, a saber: 

Teorema 2.8. Sea (X. S) Ull espado mccliLle y (fn) una sucesión de fun
ciones S-mcdibles tal que (.f,¡{;r)) es acotada para todo :r ~ X. Definimos: 

i) m u ( .r) = m_i n { f¡ ( .r) } 
l~L~n 
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ii) .Atln(x) = m~ {fi(x)} 
1$t$n 

iii) /(x) = j~~{fi(x)} 

iv) F(x) == sup{fJz:)} 
iEN 

v). /*(x) = lim {fn(x)} 
n-+oo 

vi) F*(x) = lim {fn(x)} 
11-+X 

Entonces todas son funciones S-medibles. 

Demostración. SNl f' E lR arhitraria entonces: 

i) { x E X : m, ( .r) > e} = { .t: E X : f¡ ( J') > e para to(lo i = l .... , n} 
" = n {x E X : /i(.c) >e} perteuece a S 

i=l 

ii) {xE X: Af11 (x)"> e}= {x E X: /i(x) >e para algún i E {1, ... ,n}} 
n 

= U {x E X : fi(x) >e} pertenece a S 
i=l 

oc 

iii) {;rE X: f(:r) 2:: e} = n {.r E X : /i(.r) 2:: e} 
i=l 

·X 

iv) {x E X: F(x) >e}= U {:rE X: f,(x) >e} pertenece a S 
11=1 

v) Por definición: f*(x) = stlp inf {.h(:z:)}. 
n~l k?,n 

Si hu(x) == iuf {fk(.t·)} para todo n E N entoncc:-; por iii) (hu) es una 
k2:n . 

sucesión de funciones S-mrdibles y por iv) f* = snp h11 es S-medible. 
tr?,l 

vi) Es análoga a la prueba del inciso anterior. 

o 
Corolario 2.9. S('all (.Y. S') un Pspa('io uwdiblP y (}'11 ) una Sli('Psi<ln I'OBn•r

gente de funciones 5-medibles, entonces L(x) = lim fu(J:) es S-medible. 
n-.oo 
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Demostración. Como (fn) converge, se tiene L = f*, la cual es S-medible 
por 2.8 v). 

o 
(Ver los ejercicios (24) (25) y (26)). 
Reuniendo algunos de estos resultados, obtenemm; una nueva y útil ca

racterización de las funciones S-medibles. 

Teorema 2.10. Sea (X, S) un espacio medible, entonces f : X --. IR es 
S-medible si y sólo si f es el límite de una sucesión de funciones S-simples. 

Demostración. 
:=}] 
Es parte del lema 2.7. 

~] 
Se sigue de Corolario auterior. 

o 
Haciendo uso del nuevo criterio de S-medibilidad es fácil establecer la 

S-medibilidad de combinaciones algebraica!; de funciones S-medibles, explíci
tamente: 

Teorema 2.11. Sean (X~ S) un espado medihle y F g: X --.IR. funciones 
S-mcdibles entonces a.f, f + g y fg (a. E IR) son.S-medibles. 

Demostración. Sean (sn) y {tn) sucesiones de funciones S-simples tales 
quef= lim s,yg= lim t7,cntonces(ns11 ),(su+i11 )y(s,tn)sonsucesio-

n-+oo n-+oo 
nes de funciones S-simples que convergen a o:.f, f + g y f g respectivamente 
y son por 2.10, funciones S-medibles. 

o 
La S-medibilidad de y se considerará nuís adelante. 

3. La recta real extendida 

Para poder trabajar con toda clase de límites. especialmente de sucesio
nes crecientes y decrecientes no acotadas, será conveniente agregar a IR dos 
símholos. dt>uot.ados por +oo y -oo y escribiremos: i =IR U {+oc, -oo }. 

A continuación definimos la:-; opcrndones algebraicas (permitida..-;) entre 
ellos y los elementos de IR: 
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a) {±oo) + (±oo) = x + (±oo) = (±oo) + x = ±oo para todo x E lit 

b) (±oo) ·(±oc)= +00 y (±oc)· (=Foc) =-oc. 

e) 

{ 

±oc. 
x·(±oc)=(±x)·:r= O, 

=f=OOl 

si x >O, 
si x =O, 
si x <O. 

Las siguientes expresiones no st• definen: (+oc) + (-oc), (-oc) + (+oc), 
ni ('OCÍl'llÍC'S C'll C'l fliH' ('} dPllOlllilliHior S('H +X. ()O -X.. 

Iutroducimol'i u u orden total <'ll i. n~s¡wt ando ('} orcl<>u usual de lR ~· 
eoHviuieuclo l'll poner: - x < .r < +x p~ua todo .r E IR. 

Llnmnmos la recta real extendida al conjunto i ('011 lns operaciones 

n wucionadas ~· Pl ord('n <'Oll\'<'ll ido. 

Si (a,) e i <'s una sHcPsi<)n c•ntoncl's <'srrihiremos inf {u,} = -x: si 
nE~l 

(an) no esté:i. acotada infcriormcntc, análogamente con sup{an} = +oo si 
nEN 

(a,t) no está acotada stlperiormente (Ver el ejercicio (16) para la definición 

de límites extendidos de sucesiones no acotadas). 

Finalmente, definimos la a-álgebra de Borel extendida, como la 
a-~llgcbra de• suheonj11ntos de i, d('notacla por !Bi e igual a 

S (lffiíR U { +x} U {-oc}). 

Asi como en 2.2 tenemos la siguiente definiei6n: 

Definición 2.12. Sea (X, S) un espacio medible. Una función f : X --+ iR 
se llama S-medible si: 

¡-• (Ili¡) e s. 

Observamos que si S(IE.) =IR, entonces S (lE U { +oo} U {-oc}) = B¡, 
por lo que de manera totalmente análoga. al corolario 2.4 obtenmnm; otras 

caracterizaciones de S-medibilidad para funeioues con valores extendidos y 

cuyas pruebas omitimos. 

Proposición 2.13. Sea (X. S) un espacio medible y f : X --+ iR una fun

cióu. Entmwc.~s la.~ signknt<'s afirmaciont>s son eqnivalt•nks: 

a) f es S-medible. 
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b) ¡-1 ((c,+oc]) = {x E X: f(x) >e} pertenece a S para todo e E lit 

e) ¡-1 ([-oc, e])= {:z: E X: f(.r) ~e} pertenece a S para todo e E IR. 

d) ¡-1 ([-oo, e)) = {x E X : /(:r) < e} pertenece a S pa.ra todo e E IR. 

e) ¡-t ([e, +JO]) = {J: E X : f(x) ~e} pcrtencet• a S para todo e E lit 

En donde (e, +x] = (e, +oc) U { +x} y lo corn~spondi<'ntc para los otros 

intervalos extendidos. 

Enuneiamos y prohamos t'l n'sttlt a do <·orn•spondif•HtP al teorema 2.10 

Teorema 2.14. Sean (X, S) tm espacio medible y f : X --+ iR una fun
ción. Entonces f t•s 5-uwdibh· ;-;i ~- súlo si t>XÍ::-it<' 111w snn•si<)n <l(• fmaciolll'S 

S-simples (s, : X ---+ IR) tal que 

Demostración. 
=>] 

f(J:) = lim s,,(.r) (x E X). 
n-x 

Escrihimos f = ¡+ - ¡- como en 2. 7 y verificamos al igual que en dicho 
lema, que ¡+ y ¡- son funciones 5-medibles uo-ti.egativm; . .:\ote que la 

descomposición f+ - ¡- de f no introdnc0 0xprPsioncs indeterminé"'Clas dc>l 
tipo (+oc) + ( -oo) ó ( -oo) + ( +oo ). A continuación construimos como en 
2.6 dos sucesiones de funcion<->s n•ah-'s S-simpl<'s ( r,1) y {t 11 ) talPs qn<': 

para todo x E X (límites en el sentido extendido). 

Por lo tanto, sn = l'n- t, - f. 
{:::] 
Claramente esta parte puede establecerse como en :!.o. 2.9 y 2.10, sin embar

go preferimos dar una prnrba diferente. Sea l·",) una SllC('sión de funciones 

S-simples tal que s11 ---+ j(J') pam todo .e E .\, t.•ntuHccs para touo <.:E IR: 

"X "'- "X { 1} 
{.rE.\: f(.r) > l'} = U U n .rE X: .-;¡,(.r) >e+; E S. 

r:.:l n=ll.:=rt 
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En efecto, 

f(x) >e*> f(x)- e> O*> existe r E N tal que f(x)- e> ~ 
. r 

*> existe r E N y existen = n(x, r) E N tal que 

1 
s k ( x) - e > - para todo k ~ n 

r 

~ •:le oc { 1} 
~ :r E ~ ,Y¡ kQ, .r E X : sk( :r) > e + ;: 

Por lo tanto, f es S-medible. 
o 

Observaciones 2.15. La parte final de la demostración del teorema an
tl'rior puede ser empleada para obtener el resultado correspondiente a 2.9 
para sucesiones de funciones S-medibles con valores extendidos. 

El siguiente teorema es usado con frecuencia para reducir afirmaciones 
acerca de una función con valores extendidos en afirmaciones para la res
tricción de la función al subconjunto en donde es finita. 

Teorema 2.16. Sea (X. S) un espacio medible. Una función f : X --iR es 
S-medible si y sólo si 

i} E+r)O(J) = {x E X : J(x) = +oo} y E-oo(f) = {x E X: f(x) =-oc} 
pertenecen a S. 

ii) La función real Jo : X ---+ IR definida por: 

fo(x) = { ~(x) 

es S-medible. 

Demostración. 
=}1 

si X ~ E+oo(f) U E_oo(f) 
si x E E+oc(f) U E-x(f) 

E+oo(f) = ¡-t ( { +x}) y E_oc (f) = f- 1 ( { -oo}) pertenecen a S por 2.13 

LA RECTA REAL EXTENDIDA 

Sea e E R arbitraria, si e ~ O entonces: 

{x E X: fo(x) >e}= {x E X: J(x) >e}- E+oo(f) pertenece a S 

y si e < O entonces: 

{x E X: fo(x) >e}= {x E X: f(x) >e} U E_oo(f) pertenece a S, 

por lo tanto Jo es S-medible. 
{=] 
Si e ~ O entonces: 

{.e E X : f(x) >e} = {x E X: fo(x) >e} U E+oo(f) pertenece a 8 

y si e < o~ entonces: 

{:r E X : f(.r) > e} = {.1: E X : fo(x) > e} U E-x (f) pertenece a S 

por lo tanto f es S-medible. 
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Observaciones 2.17. Sean f,g: X---+ i funciones con valores extendidos. 
En virtud de las expresiones indefinidas: ( +oo) + ( -oo) y ( -oo) + ( +oo) es 
necesario precisar la definición de (f + _q)(x). Si 

entonces por simplicidad, ponemos (f + g)(x) =O para dichos puntos; esto 
sin embargo, no debe hacer ereer al lector que la.~ expresiones antes indefi
nidas, ahora ya no lo son. En cualquier otro punto x E X definimos: 

(J + _q)(x) = f(x) + g(x). 

En una situación similar se encuentra ( j) ( x) para aquellas x E X en las 

que f(x) = +x', O 6 -oo. Nuevamente definimos (7) (x) = O para dichas 

x con la misma advertencia. 

Con estas ddiniriom's, podemos establecer la S-medibilidad de combi
naciones algebraica.-; de funciones con valores extendidos, análogo a 2.11. 
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Teorema 2.18. Sean (X, S) un espacio medible y f, g : X -+ i funciones 

S-n~cdibles, entonces nj', f + g. fg y J (a E IR) son S-mcdibles. 

Demostración. Usaremos el Teorema 2.14. Sean (s11 } y (t 11 ) funciones 
S-simples tales que s, -+ f y t, --. g, entonces (as,) es S-simple y o.-; 11 _, o:.f 
por lo tanto nf e~ S-nu•dihlP. 

Para f + g tenemos que si 

D == (E+oc(f) n E_x(g)) u (E-oc(!) n E+oc(!l)) 

entonees: (.<;, + t,)\x -IJ --:' f +y por lo tauto (.f +y) ('S 8-mPdihh•. Para .fy 
considcn•mos E11 (.f) == {.rE X : J(.r) =O} .'· E11 (!J) = {.1· E X : r¡(.r) = 0}. 
eutom:es: 

(.<1 \ .\' -f~otll) · (t, \ .\' -/~'o{!J)) _. .f!J. 

Para la S-m('(lihilidad ele + VPr <.•1 cj(•t-cicio (22). 
o 

4. Funciones medibles con valores complejos 

Definición 2.19. Sean (X. 8) nn esp(wio medible y .f: X_, Cuna función. 
Decimos que fes S-medible si ¡- 1 (!Re) e S, donde lffi,: dcuota la a-álgebra 
de I3ord d(• :mbeonjnntos dt• <C idl•ntificado con IR:! con la topología usual. 

Eunuriamos ~· probamos el resultado c•sperado: 

Teorema 2.20. Sean (.\".S) tut espacio uwdihle y f : X - C 11wt función 
S-mrclihle. entonces lns sip;ttientc•s comlicionrs ~on eqnivalrntcs: 

i) f l'S S-utl'clihle 

ii) para todo c. dE !R. ·{.rE X : (~f)(:r) > c. (~.f)(x) > d} perten<'ce a S 

(~}' e <JJ denotan la parte real e imaginaria eh· f). 

iii) ~R.f r 'J.f : X __. i?: :-:on 8-m<'dibll's 
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Demostración. 

i) => ii) Sean e, dE IR arbitrarios. Como (e! +oo) x (d, +oo) E ~e se tiene 

que 

{:rE X: (~f)(:r) > c,(r.sj)(x) > d} = ¡- 1 ({r\+oo) x (d!+oo)) 

pertenece a S 

ii) => iii) para todo e, d E IR: 

'X 

{.1· E X : pRj)(.r) > r·} = U {.rE X : ('Rf){.r) > r·. (<Jf)(.r} > -n} 
n=l 

pertenecP a 8 

:X. 

{.1: E X : C..Jf){x) > J} = U {x E X : ()Rf)(.r) > -n, ('..JJ)(x) > d} 
r!=l 

pertenece a S 

iii) => i) Sea lE= {(c. +oo) x (d. +oo) :e, dE IR}. entonces 

f- 1 ((('.+oc) X (d. +oc))= (~Rjf 1 ((r:. +oc)) n (sf)- 1 ((d. +x)) 

pPrtenecc a 8: por hipótesis. i.e. ¡-1(!E) e S y es fácil comprobar que 
S(!E) = IBic por lo tanto f es S-medible por 2.:3. 

D 
Es daro que operaciones algebráicas, toma de lílllite y conjugación cmu

pleja de funciones S-medible:-; producen fuucimt<'s S'-tuPdibles. 
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CAPÍTULO 3 

Medidas sobre sigma álgebras 

l. Introducción 

lntrodueiremo~ la no<"i6n <ll' uwdida sohrp mm rr-;llg<'hra y vPremo:-; al

gunos ejemplos. Se ohtiPIWll las propiedades (k cont in nielad básieas. SP con
sidera el concepto de medida cero y el de que una proposición sea vellida 
casi dondequiera ( c.d. ). 

Definición 3.1. Sea (X. S) tm espacio medible. Una n1edida en (X. 5) e:; 
una funci{m 11 : X - R con las si):!;nic-utcs propiPdadt':-i: 

i) Jl(0) =o 

ii) Jl(E) 2: O, para todo E E S 

iii) Jl es a-aditiva, i.e. Si (Eu) es una sucesión de clementoti disjuntos 
entre sí de S. entonces: 

( 

,x ) ::x:> 

Jl UEn =LJl(E,). 
n=l n=l 

Definición 3.2. Sea JL una medida en (X~ S). Se dice que Jt es finita si 
no toma el valor extendido +x. Si es posible hallar uua sucesión (E,) de 

X 

elementos de S tal que X= U En y Jt(En) < +oc para todo n E N, entonces 
11=-l 

diremos que JI es a-finita. Clanuncnt<' toda medida finita es autom<ítiea-
mente a-finita. 

Las siguientes propiedades son cou::.ccucucia~ inmediatas- de la definición. 

., 1 
•ll 
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Proposición 3.3. Sea p, uua medida en (X, S) entonces: 

a} J-t es aditiva; i.c.¡t(E¡ UE2) = ¡t(E¡)+JL(E2) si E1, E2 E S, E1nE2 = 0 

b) J-t es monótona; i.c. Si E e F, con E, F E S, entonces se tiene: 

J-t( E) ~ p,( F) 

e) J-t es sustractiva; i.e. Si E e F, con E, FE S y J.L(E) < +oc, entonces 
· se tiene: 

¡t(F- E) = J.L(F)- p,(E) 

Demostración. 

a) Sc•a11 F1 == E t. F2 = E2 ·'" F,, = 0 si 11 > 2. Pntmw<•s ( F,) <•s nHa 
sucesión disjunta de elementos de S y por 3.1 i) ~' 3.1 iii) obtenemos: 

Jt(E¡ U E2) =JI (.Q
1 

Fn) = ~ p(Fn) = Jt( E¡)+ JI( E2). 

Es claro qw• la arlitividad pH<'dP Pxteml<'rsP por in<lH<Ti<)n a c·ualqui<•r 

número finito de elementos ajenos de S. 

b) Como F = (F-E) U E (unión disjunta de elementos de S), obte
nemos del inciso anterior que: JI ( F) = ¡t( F - E) + 11 (E). asi pues: 
¡t(E) ~ ¡t(F). (por :3.1 ii)) 

2. 

e) De la identidad: p,(F) = J.L(F - E) + J.L(E), obtenemos al restar 
p(E) < +x. qnP: ¡t(F) - p(E) = p(F- E). Note qn<' la igualdad 

anterior ticnr ~Pntido mín si p( F) = +x 

o 

Ejemplos 

1) Sean (X, S) un espario medible arbitrario y J'o E X fijo. definimos 

J.L: S-+ {0, 1} como sigue: 

p(E) = { ~ si .r0 E E, 
si xo ~E. 

E:-; daro <Jil<' 1' <'!-' una Hl<'di<la finita. llamada la medida unitaria 

concentrada en l'u· 

1 

! 
·t 

' 
' 
' u 
J 

i 
t 
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2) Sean X no vacío dado y S= P(X), definimos J.L: S--+ i como sigue: 

¡t(E) = { #(X) < oo 
+oo 

si E es finito 

si E es infinito 

Entonees ¡tes una medida (lla.mada la medida de conteo en X). Es 
inmediato comprobar que: J.L es finita si y sólo si X es finito y J.L es 

a-finita si y sólo si X es numerable. 

3) Sean X =N, S= P(N) y a= (an) una sucesión de reales extendidos, 

no-negativos. Definimos J.lii· : S ___. i corno sigue: 

4) 

5) 

{ () 

/lñ(E) = L a, 
nEE 

si E= 1/J. 

si E i= 0. 

X 

c•ntouc·(•s 1' <'S una medida. la cual <'S finita si ~- sólo si L a, < + x ~-
n=l 

cf' a-finita si ~·sólo si a, < +x. 

Inversamente, toda medida 11 : P(N) -- i S(' obtiene mediante el 
método indicado a partir de una única suce:-,i<)H a = (a") de números 
reales extendidos no-negativos {i.e. J.1 = Jtñ (Ver el ejercicio {2i) ). 
Observe que la medida de conteo en N corresponde al caso eu el que 

a, = 1 para todo n E N. 

S<•au (X . .5') nu espacio medible. ¡t 1• Jl'l : S -+ IR medidas y r-1, r1 2:: O 
entonces: 

1-" = Ct/11 + C2JL2 : S-i 
es una medida también 

Sean (X, S) tm espacio medible, JI : S -- i mm medida y E E S cou 

¡1.(E) >O. 

Defiuimos JLt.· : S ---+ iR como sign<•: ¡/=:(F) = p(E n F). con F E S'. 
entonces J.LE es una medida en (X, S) llamada la contracción de J.L a 

E. Tamhi<;n cldiuimos 1' E : S n E - iR tn<'diant<· la fórmula: 

¡t¡.;(F) = ¡t(F) si FE S' n f?· 

JLE e~ mm m<'dic.la sobre E. llamada la restricción de· 1' a E 
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6) Sea X = IR y S = la entonces existe una única medida a-finita defini
da sobre una a-álgebra que contiene a S y que asigna a cada intervalo 
su longitud. Denotamos por X dicha medida y la llamaremos la me
dida de Lebesgue en lit Los capítulos siete y ocho estan dedicados 
íntegramente a su construcción, así como a su estudio. 

Continuando con propiedades generales de una medida tenemos el si
guiente teorema: 

Teorema 3.4. Sea J1 una medida definida sobre el espacio medible (X. S). 

a) Si (E,) <'S una succsi6u creciente de elementos de S'. entonccs::J 

/l (U En) = litup(E,). 
"r x. II==L 

b) Si (Fn) es una sucesión decrecieule de elementos dl· S: entonces: 

Si ademcís ¡t(Fk) < +')()para alguna k E N entonces se tiene la igual
dad. 

Demostración. 

a) Si J..L(En) = +oo para alguna n E N, entonces ambos miembros de la 
cxpres16nliOll iguales a +x. A:;í pues, supomlremos r¡ue JL(Eu) < +oo 
para todo TI E N. 

Sea E o = 0 y G k = ~~:- Ek-l (k ~ 1): entonce~ ( G") es una sucesión 
de elementos ajenos en S tal qur: 

n 

En = U G k ( n E ~} 
k-=1 

;1Dc aquí en adelante. la uolal'Íl)n: lim significa que el límitt~ l'S el dP una sucesión 

creciente, amílop;:uneut<! con litn . 
n!~ 

u'~ 

·1 
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y por lo tanto: 
00 00 

U En= U Gk· 
n=l n=l 

Usando la a-aditividad y la sustractividad de J.L obtenemos: 

n 

= lim "(p(Ek)- p(Ek-d) = lim p(E,). 
n-·xl..J n-x 

k=l 

Finalmente, basta observar que por la monotonía de J1, el límite es el 
de una sucesión creciente. 

oc 
b) Claramente n F¡.. e Fn para todo n E N. PntonCPS. 

k=l 

y como la sucesión (Jt( Fn)) es decreciente, entonces: 

Supongamos que ¡.t(Fn) < +oo para algún n E N, sea no el primer 
natural con dicha propiedad. Definimos Ek = Fn0 - Fno+k, entonces 

00 

(Ek) es una sucesión creciente de elementos de S con U Ek = F110 -

k=l 
oc. n Fn. Se sigue del inciso a) y de la sustractividad de ¡.t que:4 

n=l 

4Si ¡.t( F,1 ) = +x para todo n E N. es posible tener la desigualdad estricta en b) 
corno lo muestra el siguiente cj(~mplu: X = N, S = P(N). Jt = medida de <:ontüo y 

Fn = {n,n+ 1, ... }. 
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= J.L(Fn0 )- lim J.L(Fno+k) = Jl(Fn0 )- lim Jl.(F71 ). 
kl-Xl nloo 

Pero p(Fn0 ) es finito por lo que podemos restarlo y concluir que: 

JL ( n F,,)· = lim ¡t(F11 ). 

n=l nJoc 

D 

Corolario 3.5. Sean (X, S) un espacio medible, JL : S --+ iR una medida y 
(E,) mm sneesióit arbitraria dP elementos dC' S. Putouces: 

a) JI( lim E,) ~ lim JL( E,) 

h) Si además JI (U ~k)< +r)C. PntmlePs: 
k:::l 

(Ver lo::; ejercicios ( 32) y ( 33)). 

Otra propiedad más de la~ medidas, es la a-sub-aditividad, la cual ~e 
describe en la siguiente: 

Proposición 3.6. Sea (X. S) un espacio medihle y JI : S --+ i una medida. 
Si {A,) es una sm·psj()u de Plelll('lltos de S. entcmet•s:·i 

k-1 
Demostración. Sea E1 = At y Ek = Ak- U A; si k~ 2. entonces (Ek) 

i=l 
X 'X 

es una sucesión disjunta con E11 e An para todo n E N y U En = U A11 

n=l n=l 
(Ver el ejercicio (1)). por lo que 

JI (Q A,.) =JI (Q E.,) = ~JI(E,.) ~ ~JI(tl,.). 
o 

···claramente toda medida es también tiuito sub-aditiva. 
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3. Espacios de medida 

Definición 3. 7. Un espacio de medida es una terna (X, S, ¡.t), en la que 

(X, S) es una espacio medible y JI : S--+ i es una medida. 

Definición 3.8. Sea (X. S. p) un espacio de medida. denotaremos por N(JI) 
a la cl&"ie de elementos E de S tales que JI.(E) = O. los cuales llamaremos 
conjuntos JI-nulos. Observamos que por la a-subaditividad de JL! 

N(¡t} ={E E S: ¡t(E) =O} 

es un a-anillo (k subconjuntos clP X. 

Definición 3.9. {Tn Pspario d<• nwrlid(l (X. 8.¡t) se llama completo. si 
siempre quC' E E}/(¡¡) ~· F e E. eutonces F E S ( Pll euyo caso, también se 

tendn\ qm• F E JV(¡t) ). 

Una definición alteruativa que aclara el término de completez de un 

espacio de medida e~ la siguil'! 1tc: 
Si E 1 e Fe E'!. c·on E 1• D1 dementas de S tal<'s que: /l(Et - E2) =O. 

entonces F E S. 
Si (X. S.¡1) es un espacio de mPdida inromplPto. es posible construir 

un mtPvo Pspacio dP mNlida completo (X. S .Jl) tal que Se S ~· ills = ¡t 
llamado la JL-contpleción dP (X. S.¡t) y qnr- c·o11sistc l'll considc'rar la 
a-álgehra S generada por S junto ron los suhconjnntos de los elementos 
de N(¡t} y a Ji la extensión "natural" de ¡.t sobre la nueva a-iílgebra (ver el 

ejerdcio (36)}. 

Definición 3.10. Scil (X.8.¡1) un espacio dl' medida~· sea P(.r) una pro
posic-il}u n.fen•Bt(' a .rE X. D('<'ÍlliO:-i c¡uP f'(.r) •·s ('ic·rta casi dondequiera 
relativa a /.1· (abreviado (c.d. rd. JI) ) ~i exi:-;te E E JV(¡t) tal que P(.r) es 

cierta si .rE X- E. 

Ob~erve que lo anterior no significa que {.rE X: P(.r) es falso} E N(J.L) 
pues podría no pertenecer a S. Sin pmbnrgo si (X. S.¡1.) es completo entonces 
{x E X: Pp·) es falso } E .;\/tfl) equivale a que }J(.r) es cierta (c.d. rel. ¡t). 
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Ejemplo 3.11. 

a) Sean f,g, h: X~ i funciones, el escribir: f ~ g (c.d. rel. ¡..t) significa 
que existe E E N(p) tal que: 

f(x) :S g(x) para todo x E X- E. 

. Es claro que f = g (c.d. rel. J.L) equivale a f ~ g {c.d. rel. f-L) y g ~ f 
(e.d. rel.¡1) y además si f s g (c.d. rel. Jt) y g ~ h (c.d. rel. f-L) entonces 
1 S h (c.d. rel. JL). · 

U u caso particular interesante es el siguiente: Si F~ G e X, entonces 
\ F == ,\G ( c.d. rcl. Jl) si y sólo si F 6.G e E para algún E E N(p ). 
Esto puede establecerse recordando que XF(x) f= xc(x) {::} x E F6.G. 

b) Snpongatuo:-: quC' (X. S, JL) es completo. f : X ---+ i es S-mediblt• y 

!J : X---+ IR es tal que fJ == f (e.d. rd. Jt) entonces g es S-uwclible. 

Demostración. Sea E = {x E X : g(x) f= f(x)}, por completez 
E E N(J.L). Si e E IR entonces: 

{x E X : g(x) >e} = { {x E X : f(x) >e} U {x E E: g(x) >e}) 

- {:r E E : g(:r) ::; e} 

El primer conjunto pertenece a S por ser f S-medible, el segundo y 
el tercero por ser subconjuntos de E E N(JL). 

o 

e) SPa (/11 ) una sucesión de funciones tales que (fn) : X ---+ i. El decir: 
(/n) converge (c.d. rel. f-L) significa existe E E N(f-L) tal que (fn(x)) 
converge para todo x E X- E. 

r 
·1 

1 

' 
En otros casos el concepto (c.d. rel. ¡..t) quedará claro según el contexto ~ 

del que se trate. Por simplicidad en la notación y siempre que no se preste . 
a confusión escribiremos solamente ( c.d.). ~ 

CAPÍTULO 4 

La integral de funciones medibles 
no negativas 

l. Introducción 

En las págirws anteriores desarrollamos los elementos indispensables pa
ra definir la integral de Lehesgne para funciones medibles no-negativa~. lo 
cual haccmo~ en este cápitulo, asi como establecer algunas de sus propie
dades fnndam<·Htal<'s. S<' obtiene el importante teorema d<' In com·crgencia 
monótona (T.C.!\L) que usaremos de manera frer.nente en lo que signe y del 
cual se derivarán otros teoremas de convergencia. Se hace una comparación 
con la integral de Ricmann. 

Definición 4.1. Sea (X dc; .. ¡1.) un espacio de medida fijo. Denotaremos por 

al conjunto de funciones reales f : X ~ IR que son S-medibles y al subcon
junto de ést(' consistente de la .. "i funciones no-negativas: respectivamente. De 
manera análop;a definimos 

M(X.S) y M.._(X.S) 

para funcimu .. ~s extendidas que son S-medibles. 

Empezaremos definiendo la integral para funciones en M+(X, S) a partir 
de la nocióH de integral para funciones simples en M+(x, S). 

Definición 4.2. Sea s : X - IR una funri(m S-simple y no-negativa. St•a 
11 

s == L nj\E, su d<•seripci6u canónica (ver 2.5.3). Definimos la integral de 
j=l 

39 
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s con respecto a la medida Jl, denotada por J s dJl, como el número real 
no-negativo, posiblemente extendido, dado por: 

La definición anterior tiene la desventaja de requerir la descripción ca
nóniea de s, sin embargo será posible eliminar esta restricdón (ver 4.4) en 
cuanto establezcamos las siguientes propiedades: 

Proposición 4.3. Sean s. t E M+ (X~ S) ~· e ~ O dados. entonces: 

1) J (',<; d¡i = t•J ·" d¡t. 

2) J(s + t)dp = J .o; dp + J 1 d¡t. 

Demostración. 

1) Si e= O. entonces es= Ü\x asi que J (: . ., d¡t = ÜJl(X) =O= c.f s dJl. 

" Si e> O y L n.i \ E
1 

es la descripción canónica des. entonces 
j:::l 

" 
Lca1 \F:1 

.i=l 

c's la deseripdún C"anónira de' cs. asi pues: 

fes d¡t = feaj¡I(Ej) =e t CtjJL(Ej) =e j s dp. 
. .i=l j~l 

2) Escribimos a .o; y f cu su forma eauóniea: 

TI m 

S= L C\j\'Ej y t = L thXF~.:· 
j=l k=l 

luego entonces s + f admite la siguiente representación: 

11 "' L L (n_¡ + ,Jd \ E";f\F~. 
j=lk:::l 
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la cual podría no ser la canónica. Sean e¡, ... , Cp los distintos ní1meros 
reales del conjunto 

{aJ + f3k: j = 1, ... , n, k= 1, ... , rn} 

y 
Gt=U{EJnFk:o'.J+Ih=ct}, l=l, ... ,p 

Es claro que J.L(Gt) = 2: Jl(Ej n Fk), en donde la notación 2: significa 
(l} (l) 

que la suma se extiende sobre las parejas (j, k) tales que CtJ + Pk =e¡. 

En estos términos, la descripción canónica de s + t esta dada por: 

por lo que 

. r r 

1 (s + t)d¡t = ¿ c,¡L(Gt) = ¿ ¿ CtJ.L(E.i n Fk) 
. l=l l=l (l) 

p 11 111 

= ¿ ¿(ai + !3k)Jl(EJ n Fk) = L L(ai + fh)Jl(Ej n Fk) 
l=l (l) J=l k=l 

11 111 11 111 

= La1 ¿¡.t(EJ n FJ.:) + LPk L~t(EJ n Fk) 
j=l k=l ~·=1 J=l 

o 
Por inducción, es posible geucra.li¿ar -1.3.2 para cualquier número finito 

de funciones simples en M+(x, S). 
m 

Proposición 4.4. Sea s = L PkX.Fk una función s-simple con los #k > O 
k=l 

no necesariament.<' difereutt's y los F¡,. E 8 no neeesariamcnte disjunto:.;. 

entonces: 
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Demostración. Definimos ·m funciones s-simples no negativas, mediante 
su descripción canónica: 

Sk == f3kXF~; + ÜXX-fl.: (k= 1, ... , m) 

entonces s == ..,, + · · · + sm y por la proposicil)n anterior e inducción: 

J S d¡.t = J S¡ d¡.t + ··· + J Sm d¡.t = f¡jk¡.t(H). 
k=l 

D 

Ejemplo 4.5. Sean X == f:L 8 = P(N) y JI igual a la m<'dida de conteo (ver 
:3.2.2) y {n 11 ) una su<"esic>n de mímeros rl'all's uo-llt'gativol" dada. Para J.· E N 
definirnos s~. : X -IR S-simple como signe: 

sdJ) == { 
0

.1 o 
k 

si 1 '5: j '5: J.·. 
si k< j. 

i.e. Sk == LUJ\{j} +0-X{k+l.k+:l .... }· 

j==l 

k 00 

A si pnrs J S k d¡L = L o J ( = A~-ésima snmn parcial de la sc:'riP ¿: rr.i). 
J=l j=l 

El podrr ct;rrihir suma:-; parcialPs de s<'ries romo intrgralel" sohrP <'spados 
adecuados nos permitirá concluir una gran variedad de wsnltadm; sobre 
series a partir de los correspondientes para integrales. 

Definición 4.6. Sea f E M+(X,S) fija. denotamos por S,(J) = {s E 
MI+(X. S): ses simple~· s '5: f}. Definimos la integral de f con respec
to a JI .• denotada J f d¡1., como el m'nnero real no-m~gativo. posiblemente 

extendido. dado por: 

j f d¡.t ~ sup {! s tl¡t: sE§_(!)} 

Observe que ~(f) =F 0. pues O :5 f. Aderm1s si f. g E M+ (..Y. S) son tales 

que f ~ g entonces§.(!) ~ S,(g) y en consecuencia J f dJL '5: J g dJL. 
Es necesario probar c¡n<' la d('fiuid<~m ·LG n•a.hm•Jlt<' ext it•udP la Hoei<)n 

dP iut<•gral dada <'11 .. 1.2 a una fmnilia tm\s amplia dP ftm<.·imu•s. i.<.'. ha~· que 
verificar que ambas coinciden en el caso en el que f sea 8-simpl<.•. 
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n 

Proposición 4. 7. Sea f = ¿:: OjXEJ la descripción canónica de una función 
j=l 

simple en M+(x, S), entonces: 

sup {j s d¡.t: sE§_(!)} = ~ CljiJ(Ej) (en donde j s d¡1 es como en 4.2) 

Demostración. Como fE S,(J), 

t ltjJl(Ej) = J j d¡t :S snp {! s d¡1: ·'E§_(!)}. 
j=l 

Inversamentt• sea .~ E S,(J) arbitraria con descripción canónica 

, 
.'1 = L!h\Fk· 

k=l 

Como .s(x) s; f(x) para todo J.' E X, ::;e tiene que ¡jk '5: Uj si EjnFk f; ~ 
de dond<' obtenemos: 

Ahora bien. escribimos: 

s = L .Lh.\ ~1 nF¡. ~ 
j.k 

y ele 4...1 concluimos que: 

f = L n.i"XE1 nf~ .• 
j.k 

j s tl¡• = L ¡jw(f.~ n HJ :S L "ii•(E1 n Fd = j J d¡<. 
],k j,k 

de donde sup {/ s d¡.t: sE§_(!)} ::S j f d¡.t. 

o 
El sigui<'n1P rt>snltado t.ÍPilf' C'ÍPrta analogía. con la integral de Ricmann 

y adara enales sm1 las fnneim)('s qw.• :-oou ;.;nc('ptihles de sPr intPgradas. pero 

antes: 
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Definición 4.8. Para fE MI+(x, S) acotada, definimos 

S(f) = {tE MI+(x, S) :tes simple y f ~ t}. 

Observe que S(f) i= 0. 

Teorema 4.9. Sea (X, S, ¡t) un espacio de medida finita y f : X ~ lR 
no-negativa y acotada. 

a) Si f E M+(x, S), entonces: 

inf {f 1 d11 : 1 E S(f)} = sup {f s d11 : sE ~(f)} (·U) 

b) Inversamente. si se da la igualdad (-1.1) ~· (X.S.¡t) C's completo (ver 
3.10) entonces: fE Mf+(X,S'). O bien. si (X,S.JI) no es romplPto. 
fE M+(x. S) Pn donde S es la ¡t.-complrción d<' 8. 

Demostración. 

a) Si .~ E §.(/) y t E S(f), entonces s ~ t y obtenf:lmos que 

f .• d¡t :5 f 1 d¡t. 

Por lo tanto, sup {f s d¡J. :E ~(J)} :5 inf {f t d11: tE S(f)} 

Sea Al >O tal que O~ f(x) < l\11 para todo x E X. Paran E N y 
k E { 1, ... , n} defiuimos: 

, ) { ( ~: - 1) 1U . ( k 1\1 } ~ Ei;(n = x E X : ~ .f x) < -. E S. 
n n 

Sean Su E§.(/), f 11 E "S(f). dadas por: 

Al 
11 

Al " 
Sn = -; L(k- l)XEI.:{n) Y tn = -; L kX.EI.:(n) 

k:l k~l 

Entonecs: 

11 :5 inf {f 1 d¡t : 1 E S(f)} - sup {f s d¡t : ·'E ~(J)} 

-~ 
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f f ]\;[ n J\;l 
= tn d¡t- Sn dJL =- LJL(Ek(n)) = -JL(X). 

n k=l n 

Como n E N es arbitraria y JL( X) < +00, obtenemos la igualdad. 

b) Como se da la igualdad, para cada n E N existen Sn E §.(/)y tu E S(f) 
tales que: 

f tn d¡J. - f s,. d¡J. < ~ 
Sc'an t* = inftn y s* = supsn. Podemos suponer que (t,(x)) es una su
ccsiün acotarla para todo :r E X, en ton res por 2.8, .r;* y t * E MI+ (X, S') 
.V.'i*~.f~t.,. 

SPa N= {:rE X: f*- ,q* >O} E S. entonces 

N = u N, con Nm = { :r E X : t * - ,.,* ~ _.!._} . 
111 

·m=l 

el cual a ~u vez esta contenido en 

Nm(n) = { x E X: !n(x)- s,.(x) 2: ~} para toda n E N. 

Probaremos que ¡t( N111 ) = O para todo m, de donde conrluirPmo~ 
Jt(N) =O. 

Por eonstrnrdóu: 1 ~ m(f11 (x)- s,¡{:r)) <=> .r. E Nm(n), así que: 

XNm(n) ~ lnXNm(n)(tn(X)- Sn(X)) E M+(X, S), 

entonces: 

¡t(Nm(n)) = f XNm(nl d¡J. = mf )(Nm(nl(tn- s,.) d¡J. $ mf(t,- s,) d¡J.. 

Pero por 4.~3.2 

.! Sn d¡t +fu,.- s,.) d¡J. = f t,. d¡J. 

=> 111 fu .. -s,.) d¡t = 111 (f 1,. d¡t- f .... d¡t) < ';:. 
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Así JL(Nm(n)) :S ~ para todo n E N=> JL(Nm) =O. 

Por lo tanto t* = s. (c.d. rel. J.L) y en consecuencia t* = f (c.d. rel. 
J.L) también. Como (X,S,J.L) es completo se sigue de 3.11 b) que fes ;¡ 

S-medible. · =1 

D 

Definición 4.10. Sean (X. S. JL) y fE MI+(X. S) dados. Para cada E E S, 
definimos la integral de f con respecto a ¡ten E, dPnotada por J f d¡t, 

E 
como el mímero r0al. posibh•meute ext<•ndido, dado por: 

j J tl¡t. = j (f · nd ,¡1'· 

E 

Obsl'n·e qm~ :-.i E = X. esta noeit'm d<' iutt·~ral st' rc'dnee a la dada en 
4.6. Además si E. F E S y E e F, entonces: f ·,\E ~ f · .\F (pues f ~ O) y 
por 4.6: 

! f tf¡¡ ::; ! f tf¡¡ 

E F 

Esta es la propiedad de monotonía con respecto al l'oujuuto sobre el que 
se integra. También si .f. _q E 1U + (X. S) ~· f = g (e .d. re l. Jl) entonces 

J f dJL = .r .Q dJ.L. 
Finalmente PS claro <¡uP si p(E) =O, entonces 

.f f d¡t =O para todo fE M+( X. S) 

E 

Ejemplo 4.11. Sean X N, S = P(N). JL = la medida de conteo y 
f : N ---4 IR no-twgntiva, entonces J f dp = L f(n.) para todo E e N, en 

E nEF: 
donde la suma vacía se define como cero. 
Demostración. Como S = P(~J) toda f : N - ~~ r~ 5-mrrliblc. El raso 
E= 0 e~ inmediato pues 

1 f tfp = .! f · \E tf¡t = .! () d¡t = 11. 

E 

·t 
t 
i . 
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Sea E e N no vacío fijo. Si #(E) < +oo entonces f · XE es S-simple, 
no negativa y J f dJ.L = L: f(n) (ver 4.5). Si #(E) = +oo, definimos para 

E nEE 
cada k E N una función S-simple como sigue: Sk =O si En {1, ... , k} = 0 
y en caso contrario, 

sk(j) = /(j) si j E En { 1, ... , k} 

Es claro que 
s~. E s_(j · XE) para todo k E N y 

. ¿ f(j) = .f.<¡. t/¡1 ::; .! f rl¡1 para tocio ~· E 1\1 
1eEn{l, ... ,k} E 

así pm•s ¿ f(n) ::; .f f ti¡ t. 
11EE E 

Para la desigualdad qur resta. basta r.onsirlcrar sólo el caso en el qm"' 
L f(n) < +oo. Sea s E S..(/· XE) arbitraria, como s solamente toma un 

nEE 
número finito de valores, al menos uno de ellos es tomado un infinidad de 
veces i.c. existe F e E infinito tal que s(n) = n para todo n E F. entom·Ps: 

O~ n#(F) = ¿ n = ¿ s(n) :S ¿ f(n) 
nEF nEF nEF 

:S ¿ f(u) < +x, de rlonde n =O . 
nEE 

Asi pues, todo valor positivo de s es tomado solamente un número finito 
de veces, por lo que exi:;te k E N tal que: s(j) = O para todo j > k y en 

consecuencia s :S s k. 

Lo anterior implica que 

1 S d¡1. $ J s¡. rf¡t = . ¿ j(j) $ ¿ f(n) para todo< E§.(!· \:f:) 
JEEn{l, ... ,k} nEE 

lo que termina la pnl<'ha. 
o 
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El ejemplo anterior muestra lo tedioso que puede resultar el emplear 
directamente la definición 4.6 alÍn en cru;os elementales por lo que se vuelve 
indispensable un método alternativo que facilite el cálculo de integrales. Ne
cesitamos un resultado preliminar de interés independiente. (ver el ejercicio 
(42) para una generalización). 

Teorema 4.12. Sean (X~ S,Jl) un espacio de medida y sE MI+(X, S) simple 
dada.· Definimos Jls : S --+ i como sigue: Jls (E) = .f s d¡t, entonces Jls es 

E 
una medida. 

11 

Demostración. Sea ·" = ¿ n 1 \ ¡.;
1 

la rlescripción cnnónira de s. Es claro 
J=l 

<¡11<.' 

" 11 

JI ... (E} = L nJ¡t(E n E1) = L nJ/If .. )E) 
.i~l J=l 

o sea JL.~ es una combinación lineal no-negativa de medidas y es por lo tanto 
uua medida (ver J..t -l} y 5)). 

o 

2. El teorema de la convergencia monótona 

El teorema que continúa es de gran importancia en la teoría de inte
¡..!;raciún y se debe a D. Lcvi ( 1875 - 10()1 ). Alguna:-; ronclidom•:-; menos n•s

trirth·as qtH' nos p<'nnitan permutar el límite con la int('gral se daní.n mcí.s 
adelante. 

Teorema 4.13. (De la convergC'ncia monótona (1906)) Sea (X, S. ¡t) ttn es
pacio de medida y (/11 ) una sucesión u o decredeute de funcione:; en MI+ (X, S) 
t.al que converge a f en X, ·entonces: 

J. f dJl = lim ¡· j, dJL para todo E E S. 
nfx. 

E E 

Dernostración. Por 2.1() fE I\1J+(X. S)~· J .f t/¡1 c•stci d<'liuicla para todo 
E 

E E S. Por otro lado como fn · ,\1:: ~ fu+l ·/\E ::::; J · AJ:;, entonces la ~uce~ión 

' t 
1 r 

' 1 

' ' 1 

t 
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(J fn dJl) es no decreciente y acotada superiormente por f f dJl, por lo que 
E 

s~lo resta probar que J f d¡L ::::; lim J fn d¡L. 
E n1oo E 

Para n E (0, 1) y s E ~(f) fijas definimos: En = {x E E : fn(x) ~ 
as(x)}! entonces En E S y E, C Eu+I· y como o.~ ::::; f Y fn i f se tiene 

X 

que E = U E,., además: 
n=l 

a J s d¡t = J as d¡.t ~ J In d¡.t ~ J In d¡.t 

E, /·:,, E, ¡:; 

Como .o.; es S-simple se sigue dP -l.l :2 y dt> 3.G a) qtll': 

o;· s dJI = n lim J !i d¡1 ::::; lim 1 fn d¡1 
"'~ fi!X>. 

E E, E 

Como n E (0. 1) <'!-' arbitraria. se tiene que 

J,:; dJi ::::; lipt J .{, r/¡1. 
n 1oc 

E E 

Toinando el supremo sobres E~(/) se obtiene el resultado. 
n :.....J 

Observaciones 4.14. SPa .fE f\ill+(X, S') fija! entonces por 2.1-1, la función 
fes el límite de una sncc~ión no-decreciente de funciones S-simples (s,) en 

M+ (X. S) y por el teorema anterior: 

J f d¡1 = lim ¡· s, dJ1 (E E S). 
11' )\.. . 

E E 

La igualdacl anterior simplifica la definición de 4.6 y podía haberse mmclo 
com~ definición alternativa pues se puede probar que el valor no d('()('mle 

de la snr<'sión aproximadora ( . ..;r: ). 

Corolario 4.15. Sean f. g E M+(X. S). e~ O Y E E S 

i) .r (..r d¡t = (' .r .f d¡J. 
E /:..' 
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ii) f(f + g) d¡l = J f dJ.t + J g dJ.t. 
E E E 

iii) J 1 dJ.t = J 1 d¡_t + J f d¡_t para F, G E S ajenos entre sí. 
FUG F G . 

Demostración. 

i}" Sea (sn) una sucesión de funciones S-simples no-negativas con Sn j 1 
entonces (c.sn) es una sucesión no-decreciente de funciones S-simples 
no negativa:-; tal que converge a cf · y E, entonces por 4.3 y 4.13 se 
sigue el resultado. 

ii) Si (.~ 11 ) ~, (t,) son fnncimws 8-simplrs no-negativas ron .e;, T f y f, T g 

rntonees, s, +tu eH una sucesión no-decreciente ele funcioneH S-Himples 
no-negativa.-; que convergen a f + g y por 4.3 y por 4.13 se sigue el 
r<'snltado. 

i ii) Como f ·A FuG = f · x F + f · XG, el resultado se sigue del inciso anterior. 

D 
O bscrvc que el inciso ( iii) es cierto si sólo se tiene J.1 ( F n G) = O. 

Corolario 4.16. Sra (fk) una sucesión de funciones en :MI+(X, S) y sea 
00 

j(;1·) == L fk(:r), entonces 
k=::l 

j f tl¡t = f: J /k d¡.t ¡mm t.odo E E S. 
¡;; k:lE 

Demostración. Sea Yn(x) = L~=I fk(x) con n E N, entonces (gn) es una 
rl 

sucesión no-decreciente tal que f = lim g, y J gr, d!J = E J fk(x) dJ.t de 
n-+oo E k=l 

donde se sigue el resultado. 

D 
El resultado anterior tiene una aplicación inmediata a series dobles de 

números realc•s Pxt<'mlidos 11o-ncp.;ativos t.oumudo a X =N, S= P(N) y JI. = 
la medida de conteo. (Enúucielo). 

!1 

'~ 

t .¡ 

1 

1 

1 
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3. El lema de Fatou 

El teorema de la convergencia monótona tiene la desventaja de ser apli
cable sólo bajo condiciones muy restrictivas (ver el ejercicio (48)), sin em
bargo un corolario-de éste, conocido como el lema de P. Fatou (1878-1929)~ 
puede ser usado con sucesiones de funciones en M+(X. S) no necesariamente 
convergentes, pero su conclusión es más débil que la de 4.13. Es interesante 
hacer notar que este resultado fue probado por Fatou (en su tesis doctoral 

(1906)) en el contexto de series trigonométricas. 

Corolario 4.17. (Lema de Fatou) Sea (J,) una sucesión de funciones en 

M+(X. S) l'Utonces: 

1 lim J, d¡.t ~ lim J j, tlp. para. todo E E S 
11-:X. 11-·X 

E E 

Demostración. Para cada m E N. sea !Jm = inf {fm, fm + 1! ... } E ~\': + (X. S) 
entonces g111 ~ fu si 11 2:: m y por monotonía: 

J g.,. dp. :5 J J., d¡.t para tocio E E S. si n ::>: m 

E E 

Asi que J g, d¡1 ~ lim .f fn d!J para todo E E S y para todo m E N. 
¡;; n-ocE 

Por otro lado, la sucesión (gm) es monótona creciente y satisface que 

lim 9
111 

= lim f,. Aplicando -1.13 obtenemos qne: 
m/oc n-eo 

1 ( lim ¡,) d¡1, = lim 1 g, dJ.1. 
n-oc m/x 

E E 

el cual no excede a lim J J n d¡_t. 
n-~E o 

Observaciones 4.18. 

a) Se ha exhibido al lema de Fatou como consecuencia del teorema de la 
convergencia mon<'>t.oua. Suponiendo la validez del lema dt' Filton es 
posible probar <.'1 tt•on•Bm eh~ la co11vergencia monótona (ver d cjercieio 

(49) ). 
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b) La desigualdad estricta puede darse en 4.17 aún si ningún, un o 
ambos límites existen (v.gr.): Sea X= .N, S= P(N), p, = medida de 
conteo 

i) Si fn :N-+ lR está dada p~r: 

fn(j) == { XP(.j) . 
XN-P(J) 

donde P = {2, 4~ ... }, entonces 

1 .. n~·~ J .. ,¡1, =o ·'" 
{ l.:U) 

si j es par 
si j es impar 

li!!! ¡· ¡, dJI = l. 
11-X, 

{ l.:!.:q 

ii) J lim fu d¡t == O y lim J j 11 dp = l con J, como en i). 
{ 1.:!} 11 ~x n-~x { 1.:?} 

iii) Ahora ~i .f, : N - R <•st ;Í dada )Wr: {,, = l \ { ., _1l. eutouccs 
• 11 11 ..... _, f 

.¡ .r!!.~ f .. t!¡t = o r ..'~'',.; 1 J .. tl¡t = l. 

e) El lema de Fatou puede extenderse para el caso en el que exista 
g E M+(x. S) ron J y d¡1 < +x y tal fiiH' j, 2:: -9 para todo 
n E N~ (J, E .Ml(X,S)) (ver los ejercicios (-lS ii)) y {50)). 

Un hecho muy ütil es el siguiente: 

Teorema 4.19. St~Hil fE MI·(x. S') y E Es· dado:-;. PlltOJl('('H: 

1 f d¡1 =O*> ll({x E E: /(:t) >O})= O (Le. f =O (c.d. re!. Jl) en E.) 
E 

Demostración. 
~] 1 

X 

Claramente {.L' E X: f(.r) >O}= U E, dond(' E,,= {.rE E: f(x) > ~}. 
n=l 

Por a-snbadit.iviciad de ¡t s<'rá snfidPnte probar que Jt( E,) = O. Por cons-

truccióu f · .\ F:::,. 2 ~ ,\ ~~" ~ O y por la lllüllot u u ÍCI dl' la integral se tieue 
que: 

() /. { / ¡· , ¡1( /:"" ) = , ( JI 2:: .f tf J 1 2: -· -- - ~ (} 
• • /1 

E En 
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por lo tanto p,(En) =O 

<=] 
Sean F = {x E E: /(x) >O} y G = {x E E: f(x) = 0}, entonces por 4.15 
inciso (e) 

J f d¡t = 1 f d¡• + 1 f d¡¡ =o. 
E F G 

D 

4. Comparación con la integral de Riemann 

Sean X = [a, b) (a < lJ en IR), S = IB¡u,bJ 11 = .X la medida de Lehes-
gm~ l'll 8 y f : [a~ b} ---+ !K una funci<'m no-negativa y acotada. 

A <'eH la partición P = (o = 111 < 11 < ... < f 11 = b) de [a. b) le m;ociamos 
la suma :;uperior S= S(P, J) (' iufPrior 5_ = S.(P, J) d(' RieHH\1111-Darhoux 
dadas por: 

11 11 

s = l)t;- t;_J)j\1; ~' S.= L(t;- t;_J)rn; 
i=l i=l 

donde 

1\/; = sup{f(t): 1 E {t;-t.f¡)} y m;= inf{J(t): fE (t;_¡.f;)} 

(i=l. .... n) 

h 

A continuación definimos la integral superior de Riemann R J f d.r y a la 
(1 

d b 

integral iuferior de Ricmann .B. .f .f cLr. como sigue: R J f d:r = inf{S{'P, .f) : 
r « 

d 

P Ps una partición finita de [a, b)} y !1 J f dx = sup{S.(P. /) : P es una 

partici<'m finita de [a, b)}. 
En estos términos diremos que f es Riemann-integrable si y sólo si la 

integral superior de Riemann es igual a la integral inferior de Riemauu. ,, 
En ese ca..o..;o deuotmnos por R J .f ( J') d.r al valor común y la llamm·(~lllos In 

(/ 

integral de Riemann de f en [a, b]. 
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El teorema de H.Lebesgue {1875-1941) que a continuación enunciamos 
(ver el ejercicio (55)) caracteriza totalmente a las funciones acotadas 
f : [a, b] __. IR que son Riemann-integrables y que pone fin a varias déca
das de investigación sobre la estructura del conjunto de las discontinuidades 
de f y además exhibe a la integral de Lebesguc como una extensión de la 
integral de Riemann. Un ejemplo de esto último es 

f(x) = { ~ si x es irracional 
si x es racional 

cutollC(':i por la densidad de los racionales e irracioual<·s eu [a, b], se tiene 
C(lH.' 

b b 

R j f(.~:) d;r =/¡-"y R j f(;r) tÜ =O 
(1 (l 

por lo qur f no es R ir mm m intcgrnhl<'. J)('l'O <'YÍd<'nt<'lll<'llt<' f <'S Lrb<•sguc 
integrable (con integral igual a cero). 

Teorema 4.20. {H. Lcbcsgue) Sea f : [a. b] - lR una función acotada. 
entonces: 

a) fes Riemaun-integrable si y sólo si fes continua (c.d. rel .\).li 

b) Si f es Riemann-integrable, entonces f es Lebc::;gue-medible y 

b 

R J J(~·) dJ: = J j dA. 

(1 ~)~ 

Eu el ejercicio (55) se sugiere para su demostración, la construcción de 
dos funciones semicontinuas (y en consecuencia Borel-medibles) g y h tales 
que: g 5 f 5 h, con igualdad sólo en los puntos de continuidad de f y con 

b b 

j g dA= 11. j j(x) dx :5 R j f(x) dx = .! h dA. 

[t~.IJI u r1 lu.IJI 

¡;La a-<ilgchra de Lcbesguc en [a, b] es la >.-compleción de iR¡,,,,1. 

:t 

' 
' ' t 

·1 

1 

1 

~ 
~ 
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La integrabilidad de Riemann de f equivale a la igualdad (c.d. rel .\) de g 

y h. 
Por otro lado el ejercicio (56) exhibe un ejemplo d~ una función no-

acotada f: {0, 1) __.IR cuya integral impropia de Riemann de segunda espe
cie existe y la cual no es integrable en el sentido de Lebesgue. En el ejercicio 
(57) se da una condidón sobrP la función para que integrales impropias 
de primera e::;pecie que convergen sean igual a la integral de Lebesgue. Tal 

condición puede adaptarse para la de segunda especie también. 
Veamos finalmente una apliéación de 4.16 y de 4.20. 

Ejemplo 4.21. Sean X = [0. 1], 8 = !B¡u.l]· Jt = ,\ la medida de Lehes-
guc. n 2:: 1 ~- ;i > O. Sea f : X _.. IR co11tinna dada por: 

entonces: 

n-1 
.l' 

f ( J') = 1 + .1' .¡ 

1 

1 
X. (-l)Tt 

H f(.r) d.r = ¿ --. 
· 1 + n~J 

0 n=O 

Demostración. Es claro que 

<X 

f(.r) =:ro-l (l - .1:;3 + .r23 - :r:id + · · ·) = ¿ .f,(:r) si J' E [0. 1) 
11=0 

Cll donde J
11

(.r) = (1- .r.i).ru-1-tl,d ~O. asi qnc por -1.16 tendremos que: 

J jdA=tJ j,.dA 
[O.lj rl =-0[0.1] 

Pero fn y f son Riemanu-integrables en [0, 1] ru;i que por 4.20 tendremos: 

1 

ll j f ( x) dx = j f dA = f j f,. d>. 

O . ,. u=U¡ l] ¡u.t¡ ,n. 

X 1, ·~ ' l 1 ) X ( -}} 1t 

= ¿ R j fn(.r) d.r = 2: ( n + 'l.n..l - 0 + 2(n + l)d = ~ 1 + n¡i 
n=O O n=U , u-0 
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observe que en particular si a = 1 = /3 entonces: 

1 

log(2) = - :;:::: 1 - - + - - ... J dt 1 1 

1 +X 2 3 
o 

y si o = 1 y (3 = 2 entonces: 

1 

- = tan- (1) = -- = 1 - - + - - - + ... 1r 1 ¡ dx 1 1 1 
..t . 1 + .r2 3 5 7 

o 
'i 

D ·t 

1 

·Jt 

1 
~ 

t 
! 

t 
¡ 

~t 
··t 
-~¡ ' 

_, 

~ 

·~ 

1 
• 

CAPÍTULO 5 

El espacio de funciones integrables 

1. Introducción 

En este capítulo introducircmm; el concepto dP integral para una snbcln:;e 
de M( X. S). SP estH hlecerá la linealidad de la intep;ral y probaremos \'arios 
resultados en los que es permi:~iible el intercambio de la integral con <'llílllitt'. 
Se extewlení la noción de integral pan.-. fnnciotl('S 8-nwdihlPs c·on vnlorf's 

complejos. 

Definición 5.1. Sea (X. S. JI) tlll espa('io de medida dado. Dl'Uotar<•tttn:-. 

por .C.t(X, S, ¡t) a la clase de funciones fE M(X, S) tales que: 

J ¡+ d¡1 < +::>0 y J r t/Jl <+oc 

A dichas funciones la:; llamaremos integrables con respecto a ¡t. Para 

fE Ct(X. S.¡t) y E E S dados ponemos: 

J J r11' = J r d¡1 - J r "~'· 
¡;; E ¡;; .. 

Observamos que J ¡+ d¡t y J ¡- d¡t son finitas pam todo E E 8 tamhif;n. 
E E 

por lo que la diferencia tiene sentido y prueba que f ·\E E I¡(X.S.p). Si 
f E .C.¡ (X, S, Jt) entonces se sigue del ejercicio 43) que ¡+ y J- so u finita . ..; 

( c.d. re l. /L). 

Denotaremos por .C. 1 (X, S, p.) a la subclase de funciones JL-integra.bles 

que toman valon~s en R. i 

7Si .r f +· d¡t = +:x; ú .r ¡- d¡t = +x. la diferencia .r r- d¡t - J .r- d¡¡ 1 illllhi(~ll 
cst<i definida y en c:-;e caso escribimos: .f f d¡t = J ¡+ d¡t- J _r- d¡t tamhil;n. siu l'!llhargo 

tal f ya no es integrable co11 n-specto a ¡t. 

57 
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Teorema 5.2. Sea (X~ S. ¡..t) un espacio de medida dado, entonces: 

a) f E C¡(X.S,¡.t) ~ 1/1 = ¡+ + ¡- E LJ(X,S,Jl). En cuyo caso 

1 f f dJLI ~ J 1!1 dJL 

h) Si f 3 it (X! S, p,) y g E MI(X. S) es tal que IYI < 1/1, entonces 
g E lt(X,S,J.L). 

Demostración. 

a) ==>] 

1/1+ = l/1 === ¡+ + ¡- .'" l/1- ==O la:-; eualE·s tif'nen integral finita. 

<==] 
J .f+ dJI. J ¡- d¡1 son ambas. mf'nor<'s o ip;nalf's qn<' 

fu·+ r) rl¡l = ./ :¡¡+ ,¡,, < +x. 

por lo tanto .fE l¡(X.S.¡L). A(km;is si .fE ft(X.S.Jl) entonces: 

/11 <~¡•/ = /1 r cl11- .f r d¡·/::; 1 r d¡• + 1 re~,,= 1111 e~,, 
b) Como g+ S l/1 y g- ~ 1!1. se ticue que 

.! .9+ d¡1 < +oo y .! g- d¡t < +oo y por lo tanto g E .C 1 (X, S, Ji). 

o 
Se deja como ejercicio para ellcrt or el comprobar la siguiente afirmación: 
Si fE l:;(X, S, p.), entonces 

.! f rl¡t = 1 ifl d¡1""' ¡t ({.rE E: f(.r) >O}) =O ó 
¡.; F. 

JL ( {X E E : f (X) < o} ) = o 

i.e. 1 es no-negativa (c.d.) ó fes no-positiva (c.d.) en E (ver 4.19). 
Autcs de mo~trar la linealidad dt• la iatt>~ral e~ iudispcnsable t.cncr un 

n·snltaclo pn•limiuar qne t•lituiw·. de la (lt-fini\-i<'lll G.l la necesidad de usar 
la parte positiva y negativa de la fnuci1j11. 

' 
' '1 
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Lema 5.3. Sea fE .C¡(X,S,¡..t) dada. Si 1 = ft- h (c.d.) con ft,h E 

M+(X, S), J Ji dp. < +oo (j=1,2) entonces: 

j f dJi = 1 f¡ dJi - 1 h dJl para todo E E S 
E E E 

Demostración. Por hipótesis¡+-¡- = f¡- !2 (c.d.), entonces¡++ h = 
. f¡ + ¡- (c.d.) y por 4.15 ii) 

.f .r+ d11 + 1 12 d¡• = 1 h d11 + 1 r d¡•. 
E E E E 

Como todas las integrales son finitas obtenemos restando qm•: 

1 f d¡t =.! f¡ dJl- J h dJl. 
¡;; E 

o 
Teorema 5.4. (Linealidad) Sean J, g E L¡ (X, S, p.) y o: E lR dados, entonees 

af y j + g E lt(X,S,p.) 

y 

.! 't/ dJl =u 1 f dJi y J (!+y) dJi = .! f dJi+ J y dJi para todo E E S. 
E ¡.; ¡:; F. E 

Demostración. El caso n = O es elemental y se omite. Si o > O, entonces 
(nJ)+ = aj+ y (a/)- = n/- entonces que si a < O entonces (oj)+ = 
-o:/- y (o:f)- = -oJ+, en cualquier caso se sigue de 4.15 i) que nf E 

zl (...-'(S, ¡.,t} y que J Ct:j d¡.t = (\' .r f d¡L. 
E E 

Por otro lado: 

en donde la definición de suma es como en 2.17. Usando el lema anterior 

obtenemos que: 

.! u+!/) d¡t =.!u+ + r/) cl¡t-.! u- + .Q-) dJi 

E E E 
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= (J ¡+ dp, - J r dp,) + (J a+ d¡t - J u- d1,) 
R E E E 

= J f dp,. + J g dp,. 

E E 

o 
Note que (J + g)+ es en general, diferente de ¡+ + g+ y análogamente 

con la parte uegativa. 

Corolario 5.5. S(•au F. G E S ajenos entw si .v f. g E l 1 (X. S.¡1.} dados 
eutouccs: 

a) J J dJI == J f tl¡L + J f t/¡1 
Fue; f' G 

b) Jf d¡1 ~ Jy d/1 para todo E E S<:::} I ~ g (c.d.). 
B E 

e) J f dJL == Jy dp, para todo E E S<=} f =y (c.d.). 
E F: 

Demostración. 

a) Por hipótesis \FuG = '(F + \'G y por el teorema antt>rior 

b) <=] 

J. f d¡t ~fu· XF + f · Xa) d¡t 
FUG 

~ J f · \F d:t + J j · \(: d¡t 

= J f dp, + J f tl¡t. 
F e; 

Sea N E N(JL) tal que f(.r) ~ g(:L') para todo J: E X- iV. Como 
J.l.(l\i) =O, entonces 

j J rlp =o= jn d¡1. 

N N 

¡ 

1 
,.¡ .... 

¡ 

j 

if 

·'1, 

·~ 

41 
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Por el teorema anterior, el inciso a) de éste y dado que (g- f)XE-N E 

M+(X, S) se tiene: 

J g dp, ~ J g dp, = ! f dp, + ! (g - f) dp, ?. ! f dp, =! f dp,. 
E E-N E-S E-N E-N . E 

::}] 
Por el teorema anterior~ la hipótesis equivale a: J (g-/) dp, ~ O para 

R 

todo E E S. Sea Nk = { x E X : .f(x)- g(:r,) > t} (k E N) entonces: 

J
. 1 

o::; (fJ- J) d¡t::; -¡;Jt(Nk). 

,1\'k 

por lo <¡tl<' li<'C<'SariatnClltP Jl( l\'1..) = 0 ~· lo miHlllO eH CÍPl'tO para 

oc 

{J· E X : g(1:) < f(x)} = U Nk 
1.·=1 

por lo taHto J :::; y (c.<l.). 

<') Es illlll('(liato de (h) intercambiando los role:-; dP f ~· <1<' g. 

Un caso particular importante de (b) es el siguiente: 

j f d¡t =O para todo E E S~ f =O (c.rl.). 

E 

o 

2. El teorema de la convergencia dominada de Le
besgue 

El siguiente teorema y su generalización (ver el ejercicio (54)) ademcis 
de sPr poeo n'strieti\'os en sus hipútl'sis. son fuertes en lo que se refiere a 
las conclusiones por lo que ::;in duda son de los teorema.-; más importantes 
sobrP Sll('('SiOll('S <k fllllC"ioll<'S iui l'~I'H hles r las Hll<'l'SÍOnes de SUS integrales y 
en lo qne r(•st il hnn'll!DS uso fre<·w·llt<' di' <·llos. Ambos r<'sultados se dehe11 a 

H. Ll'bc~gue. 
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Teorema 5.6. (De la convergencia dominada de Lebesgue 1910). 
Sean (X, S, J.L) un espacio de medida y (fn) una sucesión de funciones en 
.CI(X,S,p) tal que _Ju(x) ~_j_(x) (c.d.rel. J.L) para alguna fE MI(X,S). 
Supongamos que ex1ste g E .Ct(X, S,·J.L) tal que lfnl ~ g (c.d.rel. JL) para 
todo n E N, entonces: 

a) fE Ct (X, S, p). 

b) f f dJL == lirn .f fn dJL para todo E E S. 
E n-oc E 

Demostración. Es claro que redefiniendo a las funciones fn y f en un 
conjunto medible de medirla cero {cambio que no altcraria a) .Y b)) se puede 
suponer fJll<' IJ, 1 ~ !1 para todo 11 E N_,. qnr / 11 ~ f(;r) pnra todo .1· E X. 

a) Como tmnhiPn 1/1 ~ g. se sigur clr 5.2 b) qnr f E [, 1 (X. S.¡t ). 

h) Por hipótesis g + J, ~ O por lo que podemos aplicar el lema de Fatou: 

J 9 d¡t+ J J dp = J(g + f) dp 5. ;~:J(g + fn) dp 
E:; . E E E 

= J g dJ.L + lim J fu dJt, 
n-oo 

E E 

como g · X E E ~ (X. S, J.L) obtenemos al cancelar J g dp que: 
E 

J f dtt :::; lim { f d¡1. 
11-'X. 

E E 

Por otro lado g - f n 2:: O, aplicando nuevamente el lema de Fatou 
oht.cnenws: 

j.q d¡t- j f dp = j(g- f) d¡1 5. lim j(g- J.) d¡.¡ 
E E. E n-oo E 

== ¡·g dJ.L- lim jfn d¡.t, 
n-oo 

E E 

de donde se sigue que: lim J fn dJ1 ~ J f dJ.L; la cual combinada con 
n-+oo E F: 

la clt•sigllaldad dd pél.rrafo antrrior Pstahl<'<'l'H el p1111to b). 

o 

t 
. J 

'1 
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Observaciones 5. 7. 

a) Un caso particular que aparece con frecuencia es el siguiente: La me
dida del espacio es finita y existe k > O constante tal que lfnl ::; k 
para todo n. Es claro que g = k E Ct(X, S, J.l) y la conclusiones del 
teorema. se satisfacen. En este contexto, el teorema 5.6 se conoce como 
el teorema de la convergencia acotada. 

b) Para integrales de Riemann, en el que X == [a,b], el teorema de la 
convergencia acotada (conocido como el teorema de Arzela-Osgood 
(1897)) (Ver [L] pp 976-979) es más débil pm·s se exige que la fun
ci<)H límite sea R iemann-integrable. hecho que no se sigue de sttpom•r 
solamente que la convergencia es puntual. 

e) La presencia de una función ,q que domine es indispensahl<' aún si 
p(X) < 0e. por PjPrnplo: Sean X == N. S == P(N) y JL : S ---. R 
dada por J.L(E) = ¿: ~ ó O si E = 0 (ver el Pjl'rdcio (2í 1 i. SPa 

jEE 

fn = 2"X.{n+l,n+2 .... }' entonces: 

J f n d¡.¡ = 1 para todo n y J n --> O, 

N 

por lo que la conclusión del teorema 5.6 falla. Se deja al leetl)r t•l 
verificar que no existe g integrable que domine a la sucesión. 

Corolario 5.8. Sean (X, 8, ¡.t) un espacio de medida y a < bes IR fijas. Si .f: 
X x (a, b) ~Res una función tal qne ¡t :X ~IR dada por Jl(x) = f(x, t) 
es S-medible para todo tE (a,b} y fx: (a,b} ~IR dada por fx(t) = f(.r,f) 
es continua para todo :J' E X y adem{\s existe g E ~(X, S. JI) tal qnP 
lf(x, t)l ~ g(x) para todo x, t, entonces la función F : (a, b) ~ IR definida 
por: 

F ( t) = j !' d¡.¡ e:; una función continua. 

X 

Demostración. Sea fn E (a, 1>) arhitraria y (t,) una sucesión contenida 
en (a.b) tal que f, ~ t11 • Si .f, =¡t ... cnto11ces: 1/,1 ~ g para todo n E N y 

fn(x)- f 111 (.r) para todo .rE X. por eo11tinnidad. 
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Aplicando 5.6 directamente obtenemos: 

F(to) == J ¡to dJl == lim J fn dp. = lim F(tn) 
n-oo n-oo 

por lo tanto F es contiuua. 

o 
Aunque no es conseeuencia de los teoremas de este capítulo, se invita al 

b 
ll•rtor a deu1o~tn\r que g: X~ IR dada por: g{;r) = .f fAt) dt es S-medible 

fl 

(Recn<'rdP qne la intPgral de Riemann es el límite de sumas). 
El siguiente resultado da algunas condiciones que garantizan la diferen

fÍa bilidnd de F. 

Corolario 5.9. Notad1)n Pomo en el corolario anterior. Supongamos ahora 
que existe t0 E (a,b) tal que J'o é L: 1{X.SdJ.), que ºJt existe en X x 

(a.h) y <(lll' c•xist<' y E_L: 1¡.\.S.J1) tal <PH' ~~~(.r~/)1::; g(.r), entonces Fes 

diferenciahlP en t y F'(t) = .f 1Jf(x~ t) d¡L. 

Demostración. SC'a f E (a. b) t ::J. t0 arhitmria, entonces por el teorema 
del valor medio existe s cutre lo y t tal que: 

l
üf 1 l.f(:r, t)- f(x, to)l = lt- tol

1 81 
(x, s) 

Así, 

IJ ( .r. f ) 1 ::; 1 f ( .r. f o) l + ( b - a ) !J ( :r) = g 1 ( x) 

<'omo f/1 E '.C¡"(X~S,¡t) lo mlterior d(•tuncstra que .f' E .C¡(X,S,JL) para todo 
tE (a,b). . 

Ahora sra f E ( n., IJ) arhitraria y ( f,) una sucesion contenida en (a, b) tal 
que f" _. f y <·o u f,. =/= f para todo u E N. Definimos fu : X ~ IR como 
sigue: 

f"(.T)- .f'(.r) 
fn(.t) = • 

t,- t 

cntonel'S lim J,(.r) .::: i~{ (.r. t) para todo .rE.\ por lo tanto ':/, (·. t) :X -
11-• X < 

JR e:-; S-ult'dihle y rull'llliÍS pur uua estimación :si111ilar ala del párrafo anterior 

.¡ 

·~ 

l 
; 

:.~ 

?. 

;~ 
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tenemos que: lfnl ::; g¡. Se sigue de 5.6 que: 

lim F(tn) - F(t) = lim J fn(x) dJl = J a¿ (x, t) d¡t 
n-+oo tn- t n-oo ut 

por lo tanto Fes diferenciable en (a .. b) y F'(t) = .f *(x, t) d¡t (fE (a, b)). 
o 

3. Funciones integrables con valores complejos 

Definición 5.10. Sea (X. S. JI) llll espacio de medida, denotemos por 
M.c(X. S) al e:spaeio de fnudollPS J : X - e que son S-nl<.'(lihl<'S. Deti-

ni m os 
.Cf(X, S, JI) ={/E MLc(X. S) :~f. tJ.f E L:t(X. S.¡l)} 

y para fE .Ct (X. S. JI) y E E S polll'lllUS 

! f dp, =! ~1! dp, + i J 'Jf d¡t. 

E E F 

Es inmediato comprohar qnP el teorema correspondiente a 5.4 f'S cierto pero 

ahora con a E C. 

Si f E .Cf(X, S, JL), entonces decimos que f es integrable. 
Amílogamente a 5.2 tenemos: 

Teorema 5.11. 
j 

a) f E .Cf(X, S, JL) <=> \/1 = ( (Rff~ + (~})1 )1 E .C1 (X, S, ¡t). En cuyo 
caso: 

1.! f d¡¡l ~ ! 1/1 d¡¡ 

b) Si f E .Cf(X, S, Jl) y g E Mc(X, S) e:s tal que IYI :S \JI, entonces 

.rJ E L:f(X. S, ¡t.) 



66 EL ESPACIO DE FUNCIONES INTEGRABLES 

Demostración. 

a) =?] 
Claramente lfl ~ 1~!1+1~!1 E C.¡(X, S,JL) por lo tanto 1!1 EC.¡(X, S,Jl) 
por 5.2 b). . 

<==] 
Es evidente de las relaciones: 1~/1, 1~/1 ~ lfl. 
·s¡ J f dJl = O no hay nada que hacer, así es que suponemos que la 
integral es diferente de cero. Sea rei6 = J f dJLla representacion polar. 
Por la definicion 5.10 y por 5.4 tenemos que ,. = .f P-iO f d¡t asi que: 

I/ f dpl = r =/e-m¡ dp. = / !R(e_;o!) dp. 

~ 1 ie-'0 JI d¡1 = 11/1 dp. 

b) Claramente l~gl, IQ:gj ~ IYI ~ IJI y f:'l resultado se siguP de 5.2. 

Observaciones 5.12. 

D 

j f dp. =/1!1 d¡.t <*existe 8 E IR tal que p.{l' E E:f(x) i ei
0 if(x)l) =O 

E E 

(i.c. la función f toma sus valores (r.d.) en E sobre un rayo que parte del 
origen) 

Demostración. 
{::] 

Claramente IJ f d¡tl = l.r e·-i61/l d¡tl = J 1!1 dJl. 
E E E 

==>1 
Si .f f d¡t f= O. escribirnos J f dJJ, = rciO, entonees eomo en la prueba de 5.11 

E E 
tenemos: 

1 'R(,.- 10 f) dp = 1 f d¡1 = 1111 d¡1 

E E E 
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y como 3?(e-i9 f) ~ 1/1 se tiene que: 

lo que equivale a: 

J.L{x E E: e-iO f(x) i-lf(x)l} =O 

y además prueba en este caso que 

8 = arg (¡ f dJI) si ./ f d¡< i O. Si 

E 

.! f dp. =O, tomamos O= O. 

E 

o 
El corolario 5.5 sP PxtiPtHlP sin cambio alguno salvo en el inciso b) en el 

que ponemos en vez de f y g, suti módulos. El inciso e) se pntt>lm examinando 
las partrs rPalt•s e imagiwuias de las integrales. Es claro cómo enunciar la 
versión compleja del teorema 5.6 y su prueba se reduce a examinar la partes 

reales e imaginarias. 



CAPÍTULO 6 

Los espacios clásicos de Banach 

l. Introducción 

En este capítulo introdurirrmos los espacios clásicos de Banneh C1AJt) 
(1 ::; p ::; +x). a:-;í como algmul!-i d<•sigualdml<•s importantes r<'lacionad¡L"' 

con ellos. Estos espacios poseen propiedades de:-;tacadas y son dP c·onsidl•m

ble iutt~rt!s Pll e liversa."'i cÍtut:; dd análisis. Obtenemos como ensos f's¡wdnl<'~ 

diversos espacios de sueesiou(•s. 

Definición 6.1. Sea (X.S'.JI) un espado dP medida .v pE (O.+x) fijo. 

Definamos 

.Cp(X.S.Jl) ={!E MI(X.S): IJIP E .Ct(X.S.¡t)} 

Claramente 

.rE c,,{x, s. 1•) ~ 1 IJI'' d¡• < +-x: ~ 1!1" E CJ(X. s, 1• ¡, 

. Observe qne J IJIP d¡t =O<=? f =O (c.d.} (-l.Hl). 

Si no se presta a confusión escribiremos .Cp(JL) l'll vt·z ele Cp( X. S'~ 11 ). 

Teorema 6.2. Si r g E .Cp(Jl) y n E lit entonces nf y .f + _q JWrtt'llPC't'll n 

Lp(JL). 

Demostración. La primera afirmación es evidente, para la segunda usa
mos la siguiente cadena de desigualdades v<.ílida para mímeros n•a.les a y 
b: 

t así que: 

1 lf +!JI'' ti¡, ::: 2'' (1 lfl'' ,¡¡, + 1 1!11'' d¡t) < ~ x. 
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por lo tanto f + g E Lp(X, S, J-t). 

o 
La desigualdad que probamos a continuación es central en el desarro

llo de los espacios Cp(/L ). es además una generaliít.a.ci6n de la desigualdad 
de Cauchy-Buniakowski-Schwarz. Fue probada originalmente por O. Holder 
( 185~-1937) para el producto interior usual de vectores en !Rn y generalizado 
por F. Riesz. (1880-1955) para funciones en C.p(Jt). 

Teorema 6.3. (Desigualdad dl! O. Hülcler (1X80) y F. R.iesz (HHO)) Sean 
(X. S, ¡1.) Ull espacio de medida, ¡:~E t l. +:x:) v r¡E (1, +x) tales nne !+! = 1 

. . • ~ • " 'l 1} (/ • 
S1 fE Lp(Jt) y gE CiJl) son chstmtas de cero (c.d.) entonces 

i) fg E L¡lJI). 

• 1 1 

ii) ./ lf!J! d¡l ::; (.f IJlP ti JI)¡. (J l!J!'/ d¡t);,. 

iii) La igualdad en ii) ocmTt' ~¡ .'· sólo ~i Pxi:-;tt•n constantes no-negativa.c;;~ 
no ambas cero. A y B tales que: A¡JIP = BjgltJ (c.d.) 

Demostración. Partimos de la conocida desigualdad de J. Bernoulli: 

( 1 + f )P 2: 1 + pf, f 2: - 1, p > 1 

con igualdad si y sólo si f = O. 
Sean a ~ O y b > O tales que: 

1 + t =e~). 
Sustit uyeudo esto:; valores en la de!"igualdad de Bernoulli obtenemos: 

aP _ 2 
- > l ..;.. ¡mb P - p . M- . 

con igualdad si y sólo si al' = bll. l\Iultiplieando por bfl cu ambos lados 
de la desigualdad, ordenando los término~ y usando la relación l + ! = 1 

p q 
obtenemos que: 

al' l/1 
ab <- .L

- 1' . r¡ 

eon i~naldad si ~· s6lo si aP = ll' ( tt ~ ll. h > 0). El ea~o b = O es evidente. 
Procellamos a establecer el tl~un~ma. 

INTRODUCCIÓN 

i) Por lo ya probado, 

j lfgl d¡L :S~ j IJIP d¡L + ~ j IYiq dtL < +oo, 

de donde f g E C¡(J-t). 

ii) Por hipótesis J lfiP dp. y J lglq dJ-t son diferentes de cero. 

71 

Sean h = 1/1 y k = lgl , entonces por la desigualdad ya 
(f 1/IP d11-) P (f lglq d¡l) q 

obtenida: 

hk dp. :::; - lhl~' d¡t + - lkl' d¡L = - + - = L J 1! 1/ ( 1 1 
p q p q 

eqttivalentemc11te: 

iii) La igualdad en ( ii) ocurre si y sólo si J hk dJ-t = 1 {::} hP = k'1 
( c.d) 

(ver 5.5.c)) {::} (J IYiq dJL) IJIP = (J IJIP dp.) IYiq (c.d.). 

o 
Observe que la prueba del inciso anterior proporciona explícitamente lo::; 

valores de A y de B. Notamos que si f = O ó g = O ( c.d.) el teorema anterior 

es cierto también. 
Para una generalización de la desigualdad de Holder ver el ejercicio (61), 

y para un recíproco debido a F. Riesz (1910). (ver el ejercido (78)). Lo:; 
números fJ y q se llaman exponentes (o índices) conjugados. 

Existe una versión de la desigualdad de HOlder que no usaremos, si 
p E (0, 1) (en consecuencia su exponente conjugado q E ( -oo, 0), (ver el 

ejerc~cio (72) ). El caso p = 1 y q = +oc se pospone hasta 6.16. 
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La desigualdad de Minkowski y el teorema de 
Riesz-Fischer 

Teorema 6.4. (Desigualdad de Minkowski ( 1896)) Sean p E [1, +oo) y 
j',g E C11 (Jt) dadas, entonces: 

1 1 1 

u /! + gJP dJl) p S u /f/P dJl) p + u JgJP djl) ¡; . 
Demostración. El caso p = 1 es <'lr.mcntal ~· se omite. Por 6.2. f + g E 

Lp(Jl) ·'' 

/ i1 + yjl' d¡1 ~ /11 + ui'' 1111 d¡1 + / i1 +y¡~>-~ /ul t/11. 

C'ollJO !J +!JI'' E C¡(¡t) <'lltoll<'PS IJ + Yl''- 1 E 1.,1(¡1). a:;í. qne por (i.~l oht<'
nernos: 

j /! + ul'' d¡1 S [U 1!1'' d¡1) ~ + (/ lul'' d¡,) t.] (/ 11 + ul''il•-'>); 

Si J l.f + ,qiP d¡L == O entonces la desigualdad de Minkowski se satisface 
t.rivialli1C'Ilft•. r SÍ J IJ' + giP r/¡t > (), <'llfOll<.'('S di\•idiPtHlo ambos lados d(' Ja 

última desigualdad entre este mímero y como p = q(p- 1 ). concluimos que: 

uiJ+g,.dJl)t. = u/f+g,.dJlr; S u,f,.dJl)t. +u/g/PdJl)t.. 
D 

Examiuaudo los punto~ en la prueba anterior en donde aparecen des
igualdades es fácil concluir, usando 6.3, que la igualdad ocurre en la de
sigualdad de i\linkowskL con p > 1, si y sólo si existen C, D constantes 
no-negativas, no ambas cero, tales que: 

CJ == Dg (c.d.). 

Si fJ -== l. l'lltouces la igualdad ocmT<' si ~· sólo si cxist<' p E Mf+ (X. S') tal 
que pf ==y (c.d) eu el cuujuuto {x E X: f(J:}y(.r) # 0}. 

.. , 
·~ 

-~ 
~1 ... 
~ 

1 

' 1 

' 

1 
. ~ 
; t 

1 

·~ 
~ 

LA DESIGUALDAD DE ÑliNKOWSI<I Y EL TEOREMA DE RIESZ-FISCIIER 73 

Se deja al lector comprobar tal afirmación. 

La desigualdad que aparece en 6.4 (debida a H. l'vlinkowski {1864-1909)) 
no admite extensión para valores de p en (0, 1), sin embargo se tiene que: 

J lf + gJP ,¡Jl S.! IJIP ¡f¡¡ +.!/g/" il¡L para todo f,g E c,.(¡t). 

Esta afirmación es inmediata de la desigualdad: 

(a+ b)P ~ aP + lf a, b ~O y O< p < l. 

Asi: dp(f, 9) = .f IJ - gjP d¡t define una semi-métrica en Lp(JL) (p E 

{O. 1) ). 

Teorema 6.5. St>atl p E [1. +x.) fija y 11 11 11 : C11 (¡1) __,. IR definida por 

11/1111= (.{ IJIP d¡t) 11P. entonces 11 liPes una scminorma en Lp(Jt). 

Demostración. Es daro qnP: 

i) f =O=> ll.fll1,= O.'· lif:!1,== O=> f =O. (c.d.) 

ii) llnfllp= lniiiJIIP (n E IR). 

iii) 111 + 9llp~ llfli11+11YIIw {Desigualdad de lVIinkowski). 

o 
Definición 6.6. Sea pE [1. +x) fija. Definimos una relación f'V en Cp(/-l) 
como sigue: 

f "'9 (f. .'1 E L11 (¡t)) ~ llf- 9llp= O 

o equivalentemente f "' !1 {::} f = !f ( c.cl.). Por G.!í. "' define una relación el{~ 

equivalencia en !p(Jt ). Si (.fj denota la clase de equivalencia de f relativa a 
J.L (i.e. (IJ = {g E L11 : f "' g}) definimos 

ll[f]llp= ll!llp 
Por 6.5 iii) este valor es independiente del representante de la cla..o.;e y esta 
fnnd<)n constituye una nornta en el espacio vectorial constituido por la.•.; 
clases y con las operaciones naturales: 

[fj + (y] = ~f + g] .Y o[.f] = [nj'J. 

las cualc~ e~tau bil~ll dt•finidas. nuevamente por G.G. 
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Observaciones 6. 7. En lo que resta, no haremos distinción entre re
presentantes de una misma clase. Cp(J.L) (p E (0, +oo)) es entonces, un 
subespacio vectorial de MI(X, S) en el que funciones iguales (c.d.) se consi
deran idénticas. 

A continuación probamos que (Cp(lt), llllp) con ]J E [1, +oo) es un espacio 
vectorial normado y completo i.e. es un espacio de Banach. 

Teorema 6.8. {El teorema de F. Riesz y E. Fischer) Sea p E [1, +oo) y 
(j,,) una sucesión rlf' elementos en Cp(JI) rlarlélfi~ entonces existe f E Cp(Jt) 
tal quP: 

ll.f, - f 111,--+ O ( n - t oc) <::} ( f,) es de Cauch.v con respecto a 11 11 p-

Demostración. 
SPa (J,,) tlllH :-ill('(!sión d(' Caurhy l'll Cp(JI}. Es sufici<'utt• probar que 

{fn) admite una subsucesión (fnk) para la que existe f E Cp(J.L) tales que 
11/, k - /llv-• O ('Han do_ k ---+ +oc. Usando la condición de Cauchy. es posible 
hallar una sucesión de nat.urales n 1 < n2 < ... tal que 

Sea ,q E M+(X, S) dada por: 

X 

g(x) = !f, 1 (x)! + :L 1/,,.. 1 1 (.r) - J,~, .. (x)l; 
k=l 

se mostrará que JL({x E X: g(x) = +oo}) =O. 
Por el lcllla de Fatou. por la clesigualdacl de Minkowski y por la canti

l 
nuidad y monotonía de cp( t) = t ii tenemos que: 

::) -. 
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Asi pues por el ejercicio (43 i)) J.L({x E X: g(x) = +oo}) =O y la serie 
que define a g converge (c.d.). Definimos f: X--+ R poniendo: 

f(x) = { ~n 1 (x) + k~l (/nk+,(x)- fn.(x)) si g(x) < +oc~ 

si g(x) =+oc. 

Es claro que para todo k E N: lfnkl ~ g (c. d.) y además fnk --+ f (c.d.) 
(k--+ oo), en particular lfnklP--+ IJIP (c.d.) cuando k--+ oo, pero la sucesión 
esta dominada ( c.d.) por la función integrable gP así que por 5.6 obtenemos: 

J lf!P d¡t = lim j lfn~Y' d¡t ~ j gP d¡t < +oo 
J.·-x 

por lo tanto f E Cp(Jl). 
Por otro lado como lfiT' ~ gP (c.rl.)~ entonces: link- f!P ~ 2Pgl' (c.d.) y 

usando 5.6 nuevamente tenemos que: 

o 
Observación 6.9. Notamos que en el curso de la prueba anterior, se cons
truyó a partir de (fn), una subsucesión (fu1.) que converge (c.d.) y en norma 

11 llv a una fE Cp(Jt). 

De manera similar se prueba que el espacio métrico (Cp(J.L). dp) es com
pleto también O < p < l. 

3. Un caso especial 

Sean X =N, S= P(N) y ¡t = la. medida de conteo, en virtud de -!.11 
se tiene: 

00 

Cp(Jl) = {f: N- IR: L lf(n)IP < +oo} 
n=l 

el cual es costumbre dcnotarlo por fp e identificar a sus elementos con las 
sucesiónes reales (xn) tales que: 

oc 

L !.rnl11 < +:)0. 
n=l 
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Demostración. fp es un espacio vectorial sobre IR y llxllp= c~1 lxniP) I/p 
define una norma completa. La desigualdad de Holder {6.3) adquiere la 
siguiente forma: 

Seau p y q E (1, +oo) exponentes conjugados. Si x E fp y y E fq entonces: 

i) xy: N__.. IR dada por (xy),l = Xn.'Jn (n E N) pertenece a lt. 

iii) La igualdad cu ii) ocmT<' si y sólo si .4. B constantes tales qn<': 

Ai.ru !'' = Dl.IJ11 1'1 para todo ll E N. 

Esto ültimo ~·a que clünico subconjunto de N de medida cero es el ,·acío. 

Si p :::: 2 = q. ohtenemos la bien conocida desigualdad de Canch~·. asi 
como la condición de rolinealidad para la igualdad. 

Se puede probar que 

fp C f,. para todo O< p < r r que l!.r¡j,.S ll.rll1, para todo J' E (1'. 

adenu1s: 

lp <;; n tr {ver el ejercicio {75)). 
O<p<r 

o 
Volviendo a espacios de medida g('ncrales (X. S.¡t.) pueden ocurrir hrchos 

muy curiosos, por ejemplo~ se ptwden con~truir funciones '·razonables·~ que 
no pertenezcan a alglÍn C.~(¡t) (p E (0, +oc)) o funciones que pertenezcan 
a L:p(p) (O < p < +oc) precisamente para un único valor de p. (Ver el 
ejercicio (65)). Si J.L(X) < +oc, entonces lp(J.L) e n C.r(J.L) en donde la 

ll<r<p 

-~ cuntl'ucióu puede :;er propia (ver los ej<'ITieios (62) y (G3)). 
Si 11.(X) = 1 eutmwf's: ll.f!l,.~ ll.f!l1, para toda .fE Lp(¡t). con O< r < p, 

adC'!ll<ls eH po:-;ible probar qtH' si f E ( 1 (¡L) l~UtOIH'C'H: cxp .f (log lfl) d¡t == 
litnllf!!!J (wr d t'jl'ITieio (G!J)): por último. ~i fes acotada (e.d.). l'lltouces 
plO 
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f E C. (tL) para todo pE (0, oo) y lim llfllv es finito y opera como una norma 
P ploo 

sobre el espacio vectorial de funciones en M( X, S) que son acotadas ( c.d.), 
el cual se denotará justificadamente por loo(J.L), mismo que a continuación 
examinamos. 

4. El espacio Loo (J.L) 

Definición 6.10. Sea (X, S, tL) un espacio de medida fijo. Definimos 

C.-x;(Jt) = {J E MI(X,S): f es acotada (c.d.)} 

y para f E lx(JL) ponemos: 

llfll:x:= inf{a >O: J.L({x E X: 1/(x)l >a})= 0}. 

Note qm' por ddinición el conjunto sobre el cual se toma el íntimo. no 

es vacío. 

Propiedades 6.11. Sea fE loo(J.L) fija, entonces: 

i) llflloo~ O. 

ii) 1¡ ={a> O: J.L({x E X: lf(x)l >a})= O} es igual al intervalo 

[llflloo• +oc). si llflloc> .o. 

iii) 1/(x)l S 11/lloo (c.rl.) 

iv) llflboS sup{lf(:r)l: x E X}, si fes acotada. 

v) llflloc= sup{c ~ O : ¡t({x E X : 1/(x)l ~ e}) > 0}. (Definición 
alternativa). 

Demostración. 

i) Es evidente. 

ii) Es claro que l¡ e [IIJI!,c, +x). 

Inversamente, sea a ~ llflloo arbitraria, como 

'X) { 1 } { .r E X : 1 J ( .r) 1 > a} = U ;.r E X : 1 f (;r) 1 > a + ;; , 
n=l 
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Y a + ~ > 11 f 11 oo para todo n E .N entonces 

tt({x E X: lf(x)l >a}) 

$ ~Jl ({x E X: 1/(x)l >a+ !d) =0 =>a E 1¡. 

iii) ·Se sigue inmediatamente del inciso anterior. 

iv) Claramente 

{:rEX: lf(:.t)l > sup{l/(:r:)j: xEX}} = 0 => sup{j/(:r)l: x E X} E/¡. 

\') Sea lJ = sup{c ~O.: JL({.r E X: lf(;c)l ~e:})> 0}. Si b =O, entonce~ 

¡t( {x E X: lf(x)l >e}) =O para tocio e> O=> 11/llx= O. 

Inversamente, si llflloc= O. entonces f = O (c.rl.) (por iii)) y b = O. 
Así e~ que supondremos que llflloo es positivo. 

Ahora bien, para todo e E {0, llflloo) se tiene que 

Jl( {x E X : IJ(x)l ~ e}) >O por lo que e~ llflloo=> llflloc~ b. 

Si llflloo< b, entonces: 

JL{X E X: lf(x)l2:: e}= O para todo e E (llflloo,b), 

lo cual no es posible por definición de b por lo tanto llflloc= b. 

o 
Note que si J¡ == {e ;:::: O : JL ( {x E X: IJ(x)l ~e}) > 0}, entonces 

.1¡ ={O} si y sólo si f ==O (c.d.) y J¡ = [0, 11/lloc), si llflloo> O. 

Observaciones 6.12. De la propiedad iii) se sigue que si f y g pertenecen 

a Ccx(JL) Y f = 9 {c.rl.) entonces jg(x)l ~ llfllx {c.d.) Y if(x)l ~ IIYIIoo (c.d.) 
por lo tanto llflloo== IIYIIoo· 

Lo anterior demuestra que 11 11~ esta bi<"n definida si no distinguimos 
c•utrc funciones acotadH.'i (c.d.) en M(X.S) qne son iguales (e.d.). eosa qne 
haremos de aquí en adelante. 
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Teorema 6.13. (C00 (JL).ll llx) es un espacio de Banach. 

Demostración. Es claro que O E C.oo(JL). Sean f, g E .Coo(Jl) Y o E IR, 
·entonces por 6.11 iii): 

lf + Yl ~ lfi + lnl ~ llflloc+IIYIIoo 

(c. d.) de donde 

f + g E C.:x:.(Jt) Y llf + Ylloc~ llflloc+llglloc· 

También lnfl ~ ln!llfllx (c.cl.) a~i que o.f E .Cx.(lt). Sin= O.n.f =O y 

tri\'ialmcntc llnf!lx.= lnlll.f!lx.: sin=/= O. entonces: 

llo.fii x = inf {a > O : JI( {.r E X : lnf(.r)l > ll}) = O} 

= lul inf { 1::\ >o: JI ({-rE X: IJ(.r)l > 1::1}) =o} = ln!ll/11-x.· 

Lo antPrior pntt>lm los n•qnisitos qn<' faltaban para establecer que 

( .Cx (¡t). !1 ILx.) es un espacio vectorial normado. . 
Sea (fn) una sucesión de Cauchy en C.00 (JL). Como N(JL) es un u-mullo 

y 

1/n(x)- fm(x)l ~ lifn- fmlloc (c.d.) para todo n, m 

y 
lf,(x)l ~ ll.f,ll.x (c.d.) para todo n E N 

existe un conjunto comlÍn E C S de medida cero tal que lfn.(x)i ~ llfnlloo Y 
lfn(x)- fm(x)l ~ i!fn- fmllx para todo n! m y para todo x ~E, de donde 
:;e sigue que (fu{.r)j es ttnifon1wnu~nte de Cauchy en X- E. Definimos 

{ 
li m f, ( .r) 

J(:.r:) = u-.oc o 
si;~·~ E~ 

si x E E. 

Sea e> O, hallamos 1\. = .Vk) E N tal que llfm- fnlloo< e si m> n 2:: N, 
entonces: 

1/(.r)l = lilll \J,(.r)l ~ lim lf,(.r)- f,(.r)l + l.f,(:r)l 
m--:x. m·-:x. 

~ ~ + llf,ll :x. para toe lo :r: ~ E 
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Y n ~ N por lo tanto f E Loo (p) y además si n ~ N, entonces 

lf(x)- fn(x)l = lim lfm(x) - fn(x)l 
m-oo 

~ lim lffm - fn lloc~ e para todo x ~ E 
m-oc 

i.e. 11/- fnlloo~ e si n 2:: N. 

o 
Se ha probado que llfn - 111~~ O cuando n ~ oo entonces fn ~ f 

uniformemente ( c.d. ). El recíproco es cierto también y es fácil probarlo. 

Observación 6.14. Si (X, S, ¡t) es como en 6.10, entonces Cx::(/1) coincide 

con el espacio de sucesiones acotadas fx = {x: N~ IR: sup lxnl < +oo}. 
nEN 

Teorema 6.15. Sean (X,S,¡t) un espacio de medida, fE .C. 1(¡t) y g E 
L x (JI) dadas. PlltOllC'('S: 

i) .fg E Ll (IL). 

ii) f lfgl dp ~ llflltllalloo· 
iii) La igualdad en ii) ocurre si y sólo si 

l.q(;r)l = llgllx (c.d.) en el conjunto {~·E X: f(;r) f= 0}. 

Demostración. 
i) .Y ii). Por 6.11 iii): 

iii) 

1 1!.91 d¡• $ 1 1/lllallx d¡• = 11/lldlallx=> fg E C.I(¡l). 

1 1/al d¡• = 11/lldlalloc{o} j 1/I(IIYIIoc-IYil d" =o 
<=> IJI(IIgll.x-luD =o (c.d.) 

<=> JL( {x E X : f(x) f= O Y lg(x)l < IIYIIoc}) = O. 

Se consideran a p = 1 y q = +x como exponentes conjugados. 
o 
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Definición 6.16. Sean (X, S, JL) un espacio de medida y pE (0, +oo) dados. 
Definimos 

t:.~{lt) = {/ E Mic(X, S) : lfiP E .C.¡ (JL)} 

y 
C.~ (JL) = {/ E Mic(X, S) : 1/1 es acotada (c.d.)} 

Todo lo afirmado sin excepción, desde 6.2 hasta 6.16 para Cr(JL) y fr 
permanece cierto para .C.~(JL) y ~ (r E {O, +oo]) {salvo modificaciones 
menores como el considerar escalares o E C y f E Mic (X, S)). Asi pues 
(C;(p)~ 11 u,.) (1 ~ r ~+oc) es Ull espado vectorial sobre c. normado y 

completo. y para 7' E (0.1) (C,;(¡t).dr) es un espado vpctorial sobre C y 
dr es una métrica completa. 
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CAPÍTULO 7 

Medidas exteriores 

l. Introducción 

En este capítulo se introducen las nociones de ea."ii medida y la de medida 
exterior. Se propordona un método de construcción de medidas a partir 
del concepto más primitivo de casi medida y se examina la unicidad de 
la construcción obtenida. Como caso particular se obtiene la medida de 
Lebesguc en lit 

Definición 7.1. Sra X 1= 0 y A C P(X) un álgebra. Una casi-medida es 
una función conjuntista Jl :A --+ i tal que: 

i) J.L(0) =o. 
ii) JL(A) ~O, para toda A E A. 

00 

iii) Si (A,) es una sucesi6n de elementos disjunto!.i de A tal que U An E 
n=l 

A, entonces: 

Observaciones 7.2. Como ¡t(0) = O, entonces J.L es aditiva y también es 
monótona. Si (A,) es una sucesión de elementos no-necesariamente disjuntos 

oc 
de A tal que: U An E A, entonces: 

71=1 

p (.Q A,.) ~ ~!L(A,.). 
ce 

Si ¡t(X) < +x entonces JL se llama finita. Si X = U A; con J.L(A;) < 
i=l 

+oo (Ai E A) entonces J.L se llama a-finita. 

83 
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Definición 7.3. Una medida exterior es una función conjuntiHta 
p: P(X) ~iR tal que: 

i) p(0) = o. 

ii) p(E) 2: O para todo E E X. 

iii) p(E) $ p(F) si E eFe X. (Ivlonotonía). 

iv) {J (U E") $ f p(E11 ) para toda sucesi{nt (E11 ) de ~uhconjnntos de 
n:::::l n=l 

X. (a-suhaditividad). Cmuo p(0) = O, <'UtouePs p <'s tamhil;ll suhadi
tiva. 

X 

Si p( X) < +oo l'lltonrPs p S<' llama finita. Si X = U E; ron p( E;) < 
i-=-=1 

+oo para todo i, entonces la medida exterior se llama u-finita. 

Ejemplo 7.4. Sea (.x=, d) nn espacio métrico separable (si se desea puecle 
tomarse X= R con la métrica usual). Sea {Un: n E N} una base numerable 
para la topología de X: definimos p: P(X) __. [0.1} como sigue: 

en donde: 

Pn(E) = { ~ 

oc 
p(E) = L p,(E) 

n=l 2n 

si En U, f; 0, 
si En U, =0. para todo n E N; 

entonces p es una medida exterior y tiene la siguiente propiedad: 

p(E) = p(E) para todo E e X(E = cerradura de E). 

Para más ejemplos ver el ejercicio (80). 
Toda ca~i-medida genera una uwdida <'Xtt•rior de uua lllatH'nt natural y 

([H<' cousist(' en ··aproxiu1m· clc•sdt• afm'ra·· a snhcoujnutos d<· X lll<'diaut(' 
cubiertas numerables de elementos eu A. 

}1. 

-~ 

~1 
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Definición 7 .5. Sea ¡t : A ---. i una casi medida. Definimos p,* : P( X) ---. i 
como sigue: 

¡t"(E) = inf {~ ¡t(A .. ): E e 9
1 

A,., A,. E A (n E N)} para todo E e X 

U na sucesión ( .4n) de elementos de A tal que E e U An se llama una 
n 

A-cubierta de E y J.l* se llama la medida exterior generada por JL, 
término que queda ju:;tificado por el siguiente teorema: 

Teorema 7.6. 
JI*: 'P(X)- i 

es una medida <~xterior y es tal que: 

JI"'IA:: JI 

Demostración. SP sip;w' inmedültamente de la definición que J.l*(E) ~ O 
para todo E e X. Claramente 0, 0, ... es uua A-cubierta de Vl, eutouces 
¡¡·(0) $O por lo tanto. p'"(0) =O. 

Sean E e F e X dados. Como toda A-cubierta de F es también una 
A-eubicrta de E. Sl' sigut· de la definieic>n qm~: 

¡¡*(E) $ ¡t"'(F). 

Establccelllu!'i ahora la a-:mh-aclitividad. St•a ( E11 ) una sucesión de sub
conjuntos <k X. 

Si ¡¡*(E11 ) = +x para algtín n! entonces trivialmente 

(

Xl ) 00 
¡t" U E, = L ¡t*(E,) (= +x). 

n=l n=l 

por lo que ~upomlrPmos: p*(Eu) < +0C para todo n E N. 
Sea e > O arbitraria, para cada n hallamos una A-cubierta numerable 

(.-t~")) d<~ E11 tal que: 

X e 
\.-... ( (,)) "'(E ) + _:_ L JI A¡ ::; Jl , 2". 
i=l 
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Como {A~n) = (i, n) E N x N} es una A-cubierta de U En se tiene que: 
rt=l 

(

00 ) oc 00 00 

Jl.' 1~ En :5 (i,n~x/ ( Aln)) = ~ t;Jl.(Al")) :5 ~/1-*(E,.) +e 

por lo tanto, ¡.t* es u-subaditiva y constituye una medida exterior. 

Se.a A E A, entonces es evidente que ¡.t*(A) ::; J.l(A); inversamente 
00 

scni suficiente probar que J.L(A) ::; 2: J.l(Ai) para toda A-cubierta (Ai) de A. 
i=I 

Es c·laro que basta considerar sólo aqtwllas A-euhierta."i en la:; que A; e A 
( dr otro modo se rl'cmplaza cada A; con A n A; E A. lo cual sólo hace 
decrecer el valor de la sc~·ie). 

-x· 

Así. A == U A; y usaudo 7.2 coudnimos qn<': 
i=l 

X 

¡.t(A) ::; L JL(Ai). 
i=l 

Por otro lado, p es a-finita si y sólo si J.l* es a-finita. 
o 

Observación 7.7. Es un fácil ejercicio comprobar que una función conjun
tista que sea: no-negativa. u-subaditiva~ aditiva~ que valga O en 0 y esté de
finida en una a-álgebra es una medida~ en particular una medida exterior p 
<':-i una medida si y sólo si pes aditiva. 

2. El teorema de extensión de Carathéodory-Hopf 

Eu g<'ueral una medida exterior no es uua medida y esto ocurre en 
virtud de que P(X) es un dominio "demasiado grande''. Lo que haremos 
a coutiunación es elegir algunos subconjuntos de X en donde la medida 
exterior sea aditiva. 

La siguiente definición se debe a K. Carathéodory (1873-1950). 

Definición 7.8. (Carathéodory (1918)). Sea p : 'P(X) --. i una medida 
('Xh'rior. Din•tuos que E e X es p-medible (o Lebesgue-medible) si: 

p(B) == p(B n E)+ p(B- E) para todo Be X 

'1 
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i.e. si E y X - E dividen aditivamente a todo subconjunto de X. 
Denotamos AP = {E e X : E es p-medible } y en el caso de una medida 

exterior J.l* generada por una casi-medida J.l, denotaremos A* = {E e X : E 
es JL* -medible }. 

Observación 7.9. Como toda medida exterior es subaditiva, bn.-;ta pedir: 

p(B) ~ p(B n E)+ p(B- E) para todo Be X 

· en la definición anterior. 

El siguiente resultado identifica inmediatamente algunos elcmcutos de· 

AP. 

Proposición 7.10. Sea p: 'P(X)--. i una medida exterior, eutoll<:l'S: 

i) E E AP ~X- E E AP. 

ii) E E AP. si p(E) =O. 

Demostración. 

i) Es evidente y se omite. 

ii) Por la no-negatividad y la monotonía de p se tiene que: 

p( B n E) = O y p( B - E) ::; p( B) 

para todo Be X=> E E AP, por 7.9. 

o 

Teorema 7.11. (De extensión de K. Carathéodory- E. Hopf (HHS)). S(~a 
p : 'P( X) --. i una medida exterior, entonces: 

a) AP es una a-álgebra. 

b) p = P!AP : AP--. i es una medida completa. 

En caso de que p = JL* sea la medida exterior generada por una casi 

medida ¡t : A --. i. entonces: 

e) S(A) e A* 
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Demostración. 

a) Por 7.10 i) .Y ii) se tiene que AP es cerrada bajo complementación y 
contiene a 0, por lo que será suficiente probar que AP es cerrada bajo 
uniones numerables. · 

Empecemos con la unión de do~ elementos de AP. 

. Sean E 1, E2 E AP; como E2 E AP, entonces para todo B e X cumplen: 

p(B n E¡)= p(B n E¡ n E2) + p((B n E¡)- E2) 

p(B- EI) == p((B n E2)- E¡)+ p(B- (E1 u E2)) 

Sumando ( 7.1) y {7.2) obtenemos: 

p(B) = p(B :1 E¡ n E2) + p((B n E¡)- E2 ) 

+p((D n E2)- E¡)+ p(B- (Et u E2)) 

S1tstitnycndo B por B n (E1 u E'2) en (7.3) obtenemos: 

{7.1) 

(7.2) 

(7.3) 

p(B n (Et U E:2)) = p(B n Et n E2) + p((B n Et)- E2) 
+p((B n E2)- E¡) (7.4) 

Comparando (7.3) y {7.4) obtenemos: 

p(B) = p(B n (Et U E2)) + p(B- {Et U E2)) para todo Be X; 

por lo tanto Et U E2 E AP 

Usando el ejercicio (2) es suficiente probar que si (E") es una sucesión 
:10 

<k rk\mcntos disjuntos en .AP. entoncPs U E; E AP. 
i=l 

1\otamos que si E1 y E2 son disjuntos, entonces la relación (7.4) se 
reduce a: · 

p(B n (E¡ U E:J))-= p(B n E¡)+ p(B n E2) para todo Be X (7.5) 

ProccJiendu por inducción obtenemos que para todo n E N se cumple 

fJ (13 n (ü E,)) ~ t p( 13 ll E;) para todo Be X (7.6) 
t=l r=l 
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si E 1, ... , En son subconjuntos ajenos en AP. 

Sea (Ei) una sucesión de conjuntos disjuntos, denotamos 

n oo 

Fu = U Ei ( n ~ 1) y E = U Ei, 
i=l i=l 

entonces X- E e X- Fn y como Fn E AP se sigue de (7.6) que: 

n 

p(B) ~ Lp(BnE¿)+p(B-E) para todo n E N para todo Be X, 
í=l 

por lo que: 

'X 

p(B) ~ Lp(B n E¡)+ p(B- E) 
i=l 

~ p(B n E)+ p(B- E) para todo Be X (7.7) 

asi que E E AP, por lo tanto, AP es una a-álgebra. 

b) Es claro que p : AP --+ i es no negativa y p(0) = O. 

Sea (E;) una sucesión disjunta y arbitraria de elementos en AP y 
oc 

E= U Ei· Si ponemos B =E en (7.7) obtenemos que 
i=l 

oc 

p(E) ~ L p(Ei) 
i=l 

lo cual es suficiente, por la a-subaditividad de p, para obtener la 
a-aditividad de p. Por lo tanto p es una medida. 

Sean E E AP con p( E) = O y F e E dados, entonces p( F) = O y por 
7.10 ii) F E AP también, lo que prueba que pes completa. 

e) Sea J.L : A --+ i una casi medida y p = J.L * la medida exterior generada. 
Como A* es una a-álgebra sen\ suficiente probar que A e A*. Sean 
A E A y B e X arbitrarios, si Jl*(B) = +oc, entonces J.L*(B) ~ 
J.L*(B nA) + ¡t•(B - A) trivialmente, por lo que supondremos que 
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p,*(B) < +oo. Para E: >O dada, hallamos una A-cubierta numerable 
(An) de B tal que: 

oc 

L JL( A;). s; J-l * ( B) + é 

i=l 

Como p*IA = Jl (7.6), por la monotonía y la a-sub-aditividad de JL* y 
. la aditividad de Jl obtenemos: 

n dO 

1t*(B nA)+ 1/(B- A)~ L 1t(A; nA)+ L 1t.(A;- A) 
i=l i=l 

oc 

= Lp(A;) s; ¡t*(B) + é 

i=l 

Pero~ > O <'S arbitraria, asi que A E .A* 

o 
Denotaremos ji =·¡t*IA·· Puede probarse que si JL es a-finita, cntonees: 

(A*, /1) es la compleción de (S(A), JL!s(A)) (ejercicio (90) ). 

Teorema 7.12.~ (H. Hahn {1921)) Sean Jt : A --+ 'i una casi medida 
a-finita, S e P(X) una a-álgebra que contiene a A* y v : S --+ i una 

medida tal que: JL(A) = v(A) para todo A E A, entonces Jl(E) = v(E) para 
todo E E .A*. 

Demostración. Sea E E A* arbitrario y (Xn) una sucesión creciente de 
{~lemeuios de A tal que 

,')C 

X == U Xu y JL(Xn) < +oc para todo n E N, 
11=1 

entonces 

/l(E) == lim /l(E n Xn) y v(E) = lim v(E n Xn)! 
nToo nfoo 

a.~i q ne es snfident e probar qur v{ E,) = Ji( F:,) para todo n E N doude 
En= En.Xn. 

.;;. 
:r;. 
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Sea (Aj) una A-cubierta arbitraria de En, entonces: 

v(E) s; L! U Aj s; L v(Aj) = LJL(Aj) (
00 ) 00 00 

\j=l j=l j=l 

por lo que v(E) s; Jl(E): de la misma manera obtenemos que: 

v(Xn- En) s; JI(Xn- En) 

y como 
v(En) + v(Xn -En) =JI( En) + Jl(Xn - En) 

se sigue de la finitud de cada sumando que v(En) = ¡i(En)· 
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o 
Un argumento similar prueba que JL(E) = v(E) para todo E que per

tPHN'l' a S(A). :-;i ¡t(A) = v(A) para todo A E A y v está definida sólo en 
S(A). 

Ejemplo 7 .13. El teorema anterior puede fallar si Jl no es a-finita. 
Sea X = Q n (O, 1] y denotemos (a, b]' = (a, b] n X, con a, b E X y 

1E = { (a, b]' : a, b E X}. Es claro que A = A(IE) es la colección de uniones 
finitas disjuntas de ''intervalos" en lE. 

Definimos JL: A--+ iR poniendo JL(A) = +oo si A es infinito y O si A= 0. 
Por otro lado es inmediato comprobar que A* = P(X) y que "jl : A* --+ i 
cstcí dada por Jl(E) = +x si E=/= 0 y O si E= 0. 

Si v : P(X) --+ R denota la medida de conteo entonces vjA = Jl pero 
obviamente v =/=Ji en A* = P(X). 

Existe una manera mru; intuitiva y natural (pero mfui larga) para definir 
a los t:•lementos d<' A· y que consiste en aproximar a los subconjuntos de 
X 4'desde adentro~· también, dando lugar a la llamada medida interior la 
cual tiene propiedades duales a las de JL*· (Ver los ejercicios (87) y (88). En 
e~pedal {88 ii) ). 

3. La medida de Lebesgue en IR 

Empl<'arcmos d método descrito en 7.11 e) y 7.12 para eonstrnir la 
medida de Lebesgue para subconjuntos de 1R por lo que necesitaremos un 
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álgebra .A de subconjuntos IR tal que: S(A) = ~IR y una casi medida a-finita 
..\:.A-+ R. 

Sea .A == {unión finita y disjunta de intervalos de la forma (a, b), (-oc, b] y 
(a, +oo)} con a,b E IR (ver el ejercicio (7)), entonces S(.A) = lmiR y definimos 
..\ : .A -+ i como sigue: 

00 

Si A = U Ji con algün intervalo I1 que no sea acotado, entonces pone
j==I 

mos A(A) = +oo y en otro caso ponemos A(A) == LJ=l longitud (Ji)· 
Notamos que el valor de ..\(A) no depende de las posibles descripciones 

ele A. 
" Lo verificamos sc)lo si A(.4) < X. Supongamos qtt(' A = u rj ~· A = 

m 
U .J,... eou 11 y .h eu A .H("otados. Putout·t•s 
~-=1 

m " 

lj =U IJ n Jk y ·h =U IJ n .h así pues 
k=l J=l 

n n m m n m 

J=! 

L ..\(Ij) = L L ..\(Ii n Jk) = L L ..\(Ji n Jk) = L A(Jk) 
j::::l j::::J /,·::::1 k=l .i=l 1.·=1 

Teorema 7.14 . ..\ : A -+ i definida como en el párrafo anterior es una 
casi-medida a-finita.. 

Demostración. Clanuueut.e ..\(0) = O y ..\(A) ~ O, a~i que por 7.1 sólo 
falta probar que si (A,) es una sucesión disjunta de ek•mrntos de A tal que 

00 

A= U AnEA entonces: 
n=l 

X 

. ..\(A)= L A(An). 
11=1 

Caso 1) A= (a, b] para algunos a< bE IR. 
Como cada .. 411 es la unión finita ~~ disjunta de intervalos acotados se 

puede suponer que: 

X. 

(a.b] = U(a_¡.bj] (di:-;juuta) 
j=l 

·.t.. 

.·~ 
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y hay que probar que: 
00 

b- a= L(bj- aj)· 
j=l 
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Sea (a· b · ] (a· b1· ] una suhcolección finita arbitraria; reenume-
JI' )l ''''' Jn' n 

rancio si es necesario, podemos suponer que: 

entonces: 
n x 

b- a~ L(bj, - nj,) por lo tanto IJ- a~ L(bj - aJ ). 
1=1 J=l 

Inversamente, sea E E (0, lJ -a) dada y sea. EJ = -i; (j E N)l reemuuc
rando si es necesario. supondremos que a.¡ <a+ f. 

SPan !_¡ = ( a.i, bj + E_¡) si j ~ 1, entouces 9 = { Ij }_¡EN es una c11~ >iPrta 
abierta del compacto (a+ e, b], por lo que existen lj1 , Ij2 ~ ••• , 11"' E Y tales 
que: 

n 

[a +c,b] e u [Ja· 

i=l 

Eliminando intervalos innecesarios y reenumerando se puede suponer 
que forman una ·•cadena simple!' i.e.: 

Asi que: 

a.h < a + E < a 12 < bJ 1 + e j 1 < ah < bh + f h 

< ... < a)m < bim-1 + éJm-1 :5 b < lJjm + :_¡, 

m 

IJ- a- E< {llj,. + éj,J- aj1 = (bj 1 + Ej1 - a.J1 ) + L(bj1 + :j,- bj,. - :.~, 1 ) 

l=2 

m oo 

< L(bj, + Ej1 - aj1) :5 L(bj- ai) +: 
k=1 j=l 

Como E > O es arbitraria obtenemos: 
X 

b- a :5 L(b_¡- a_¡). 
j=l 
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Caso 2) A== (a, +oo). 

Si algún An contiene un intervalo no acotado, entonces 

':)O 

.-\(A) = +ce = E .-\(An)· 
n=l 

Asi que supondremos como en el caso 1) ~ que cada An es un intervalo acotado 
(an, bnJ· Sea b >a dada y denotamos b;, = min{b, b,J entonces: 

oc 

(a. hJ = (a. b] nA = U (a,. b~,] 
n=l 

Los intervalo~ (a,, b,] son disjuntos dos a dos por el raso 1) 

X 

b- a= ¿ b:,- a, ~ ¿ b,- a,. 
{n:a,.<b} n=l 

haciendo tender b a inf.ini to obtenemo:; que: 

ex: 

+oc = E bn - an. 
n=! 

Nótese que el caso .4 = ( -,x. b] es totálmcntc análogo. 
Caso 3) A E A general. 

Entonces A consiste de la unión finita y disjunta de conjuntos examina
do; en ca-;os anteriores y el resultado es consecuencia de lo ya probado y se 
deja al lector terminar la pnwba. 

<X 

Finalmente. como IR= U (n- l. nJ se sigue que,\ es a-finita. 
n=-·x 

o 
Corolario 7.15. Existe una única medida a-finita,\ :IR -IR que asigna 
a cada intervalo su longitud. 

Demostración. Probaremos que la extensión dada en 7.11 (e) de la casi
medida,.\ definirla en 7.1-1 sohn~ B.?.= S'( .A) y que denotRn•utos igual, h«ltisfa
re lo arriha enunciado. La Hll iciclatl Ps cuns(~cuencia del comentario posterior 
al teoremR de H. Halm 7.12. 

_.¡ 

_;:;.· 
_-:,'": 
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00 

Dado que { b} = n ( b - ~, b) y que .-\ es una medida obtenemos que 
n=l 

..\({b}) = lim .!_=O, 
n!oo n 

de donde ..\( (a, b)) = ..\( (a, b]) - .-\( { b}) = b- a y análogamente con los otros 

intervalos. 
o 

Definición 7.16. Denotamos por A*IR la a-álgebra de las ..\*-mcdibles (a 

los cuales llamaremos Lebesgue-medibles) y por X: A*!R- i la medida 
de Lcbesguc. Si f : lR - i es A*R-medible entonces diremos que f es 

Lebesgue-medible. 

Observaciones 7.17. Como ,\ es a-finital se sigue del ejercicio (90) qnc 

A•R es la .-\-complecióu de Im!R. 
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CAPÍTULO 8 

La medida de Lebesgue en 1R. 

l. Introducción 

En este ('apítulo se examina el problema ''fácil" y el problema ''difícil'' 
de la medida e11 OC y en iR". Usando el axioma de elección se construyen 
subconjuntos de IR que no son Lebesgne medibles y se calcula la cardinalidad 
de la cla.-;e de dichos conjuntos. 

Por otro lado se establecen coudiciom•s necesarias y suficientes para que 
tlll snhconjnnto dP ií( sea L<'bcsgnc-nwdible y se prueba la propiedad de 
regularidad de la medida de Lebesgue. Finalmente usando los métodos del 
capítulo anterior se com;truyc la medida de Lcbcsguc-Sticltjes generada por 
una fnncic)n 9 : IR -- iR no-decreciente y continua por la derecha. 

2. El problema "difícil" de la medida en IR 

El problema consiste en hallar una función conjuntista no-negativa p tal 
qu<': 

i) p(E) esta definida para todo E e lit 

ii) p(/) = longitud (1) para todo intervalo 1 e IR. 

iii) p es a-aditiva. 

iv) pes invariantt:' bajo isometrías de IR i.e. Si j : lR - IR es una isometría~ 
entonces: 

p(.j(E)) = p(E) para todo E E IR. 

(Es sencillo comprobar que j(.r) = ±:r+d <·on dE IR son las únicas isometrías 
e-k IR). 

Tenemos el :;iguiente resultado: 

97 
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Teorema 8.1. (G. Vitali (1905)) Si se supone el axioma de elección, en
tonces el problema "difícil" en IR no es soluble. 

Demostración. Se probará que cualquier función conjuntista no-negativa 
que satisfaga las condiciones {ii), (iii) y (iv) del problema "difícil", no puede 
definirse para todo E e lit 

Definimos una relación "' en (0, 1] como sigue: 

x "' y <=> x - y es un racional. 

Es inmediato verificar que "' es una relación de equivalencia e induce 
una partición de [0, 1) en clases de equivalencia. Observamo~ que cada clase 
contieue una cautidad numerable de elementos de (0, 1), por lo que hay una 
cantidad no-numerable ele clases. Por el axioma de elección es posible 
construir un conjunto V e (0, 1] que cout icuc exactamente un represen
tante de cada clase. 

Probaremos que no es posible definir p(r). para lo cual e~ necesario 
establecer las siguientes dos propiedades de V: 

a) Si r y s son racioñales distintos, entonces los trasladados V+ r y V+ s 
son disjuntos. 

b) [o, 1) e U V+ re [-1, 2) donde Q!' == Q n [-1,1] 
rEQ' 

Empecemos con a) si z E (\/ + r) n (~' + s), existen v1, v2 E V tales que 
l't + r == z == ttz + s. entonces 1't "' '1!2 y por construcción de V se tiene que 
VI = v2 en consecuencia r = s, lo cual no es posible. 

Para b}, es claro que para todo rE Q' se tiene que \.l +re [-1, 2]; por 
otro lado si :r E [O. 1] hallamos l' E \ · tal que :r "' v. entonce~. r = x- 1' E Q' 
y:r=v+rEV+r. 

Si p satisface (ii), (iii) y (iv). se sigue ele a) .Y h) que: 

1 == p([O, I]) :S p (U V+ r) == ¿ p(V + r) = ¿ p(V) ~ p([-1, 2]) = 3 
rEQl rEoQ' rEQ' 

Asi pues, como L p(V) > O se debe tener' que p(V) > O y como 
,.EQ' 

l.: p(V) < +X:. entonces p(\/) =O por lo tanto p(\.') no ptu'd<' ser detiuido. 
rEC' 

o 

' i 
1 
1 

::::7,1 ., 

.,l. 
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Observaciones 8.2. Como X es invariante bajo isometrías (ver el ejercicio 
{94)) entonces la construcción anterior muestra en particular que \.! ~ Ait, 
así que Aá s;; P(IR). En 1966 R. Solovay probó que dentro del marco de los 
axiomas de Zermelo-Fraenkel no es posible construir un subconjunto de IR 
que no sea Lebesgue-medihle sin hacer uso del axioma de elel'dóu. 

{Para otra propiedad mlÚ:i de los conjuntos de Vitali (ver el ejercicio 
(102)) y para otro no medible ver el ejercicio {103) y también el [0]). 

El problema "fácil" de teoría de la medida en IR consiste en hallar una 
función conjuntista no-negativa que satisfaga (i). (ii) y (h·) dP 8.1 y qHP 
sólo sea aditiva, en esta dirección tenemos resultados posith·os y urgath·os. 
a saber. 

Teorema 8.3. El problema ;'f¿icil" de teoría de la medida tiene solución 
(no única) e u IR y en IR 2. (S. Bauach ){ 1923) 

(En 11(2 . la condición (ii) elche cambiarse por: p( n~c-tci!l~Hlo ) = <Írm 
(rectángulo)) 

El problema •·fácil"" de teoría de la medida no tiene soludóu en JR'' si 
n ~ 3 (F. Hausdorff). (Nuevamente deh<:' reemplazarsP (ii) por la condici()u: 
p(celda) =volumen (celda)). 

No abundaremos en estos resultados y remitimos al lector a [B-N) pp. 
188-194 para el primero y a [N) pp. 238-245 Vol. 11 para el segundo. 

El siguiente resultado prueba que si suponemos el axioma de elección 
entonces hay tantos no medibles como subconjuntos de IR. 

Teorema 8.4. #(AR) = 2c y si suponemos el axioma de elección entonces. 

Demostración. Como Aá e P(IR) entonces, 

Por otro lado, si C e [O, 1] denota el conjunto ternario de Cantor clüsico 
entoures se comprneha que A(C) = O y como X : AP. - 'i es cmHph•tn. 

entonces 

P( C) e AR y 2(· ~ #(AR) 
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Denotemos por e el conjunto ternario clásico construido en [l. 2] y V e 
[0, 1) un conj unto de Vitali (canto en 8.1), entonces 

F u V r/:. AR para todo F e e 
(ya que si F U \ ' rs Lchcsgnt•-mcdihle entoncrs V = (F U \ ') - F lo sería 
también); así pues 

{F u ~· : F e C'} e P (R) - .-t~ . 

por lu 1<1111() Y :S #(P(!R)- A :R) :S 2r. 

o 
Observació n 8.5. En Hllú. H. l{adl'ntarher probó que si E eRes tal que 
...\~(E) > O ('11tonn·~ E nJIII ii'IH' 1111 sul>roujuu1u qul' 110 es Lclwsgue-111Cdible 
(ver los (•.ietTido:-. (102 ii )) .\· (lll:) iil)) . 

A ront i111tnri•'>11 ('Xatninamo~ al).!.illlits rondicimws nccrsarias ~· sufil'ientes 
para que un subronjuriw E e R se:a Lebesgue-medible. 

Teorema 8.6. Las siguientes condiciones son equivalentes: 

i) E E AR. 

ii) Para todo ~ > O existe un conjunto abierto G = Ce tal que 

¡::; e G ~ A • ( G - E) < e. 

iii ) Existe lllt mnjuuto /\.del Lipu 9,; co11 E e [\'y tal que 

-\' (!\.- E) = O. 

iv) Para todo E> O existe un conjunto cerrado F = F~ tal que 

F eE .\· A.(E - F )<é. 

\') Exi,.,lt• 1111 n>li.ÍlllltO /-1 d('l tipo Frr COI1 /-[ e E .\· tal que 

A' ( /.' - f/ )= 0. 

EL PROBLEMA " D!F'ÍCIL" DE LA MEDIDA EN IR 101 

(La condición (iv) se debe a Ch. de la Vallée-Poussin) 

Demostración. 

i) ::} ii) 

Ca'io l ) 'X( E ) < +x. 

Sea e > O. Como 'X(E) = A· (E). se sigue de 7.5 que existe una 
A-cubierta (A¡) de E tal que: 

00 -L t\(!1,) :S 'X( E)+~· 
c=l 

Como .A( A,) < -r-x. emoncc:-, A, e::; la unión de un mi111ero finito de 
int!'r\'itlos de la fom1a (11. h] .\· rs posible hallar 1111 conj11nto abierto 
G, = G(t . i) tal qtH' 

J\, e e, - e 
A(G,) ~ .A (A,) + 

2
,T ¡ .\' 

(por ejemplo, consideremos un intervalo abierto un poco más grande 
para cada intervalo (o. h] qne constituya a A, y sPa. G, la unión rlc 
éstos) . 

:X: 

Sea G = U G¡, entonces E e G, G es abierto y además: 
t = l 

oc 00 

'X(C)::; L 'X(G¡) :S L .A ( A¡)+; :S 'X( E) + é: 

i= l t = l 

de donde• por la snslraclividad de>. se sigue q11e: 

.A' (G - E)= 'X(G - E )< c. 

Caso 2) 'X( E) = +oo. 
ex, 

Escribimos E= U Ej donde Ej = ( -j .. i]. entonces 
;=1 

E1 E A~ y 'J.(Ej) <+ce para Lodo j E N. 
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Sea e > O dada, por el caso 1) hallamos G i abierto tal que 

- e 
EJe Gi y A(G1 - EJ) < 

2
i' 

00 

Sea G == U Gi, entonces G es abierto, E e G y por monotonía y 
j=l 

a-subaditividad de .X tenemos: 

00 00 

X(G- E) S LX(Gi- E)$ LX(Gi- Ej) <e 
j=l j=l 

ii) ::::> iii) 

Para cada n E N haUamos Gn uu conjunto abierto tal que E e Gn y 
X'(G -E)< l. 

11 " 

·:'C 

Sea¡\·== n G,, entonec•s 1\ {'s de tipo Gó y A*(/\- E) :5 A*(Gn-
n=l 

E) < ~'por lo tanty A•(/\- E)== O. 

iii) :=} i) 

Como E e K. se tiene que: E= K -(K -E), pero K E g& e IBa e Ai 
y por 7.10 ii), K- E E .AjR por lo tanto E E Aa· 

i) ::::? iv) 

Sl'a : > O, dado que IR - E E .Aá se sigue de ii) que existe G = Ge 
abierto tal que IR- E e G y ,\*((!R- G)- E) <e, entonces F ==IR- G 
satisface Jos requisitos. 

iv) ==? v) 

Para cada n E N hallamos un conjunto cerrado Fn tal que Fn e E y 
)..*(E- Fn) < ~· . 

oc 

Sea H == U Fn entonces Hes de tipo Fu y 
11=1 

1 
,\•(E- H) $ A11 (E- F,,) $ - para todo ·n E N 

n 

por lo tanto ,\ * (E - H) == O 

~T. 

.~4 
·.-,-. 
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v) => i) 

Como He E, entonces E= HU (E-H), pero HE :Ftr e IBIR e A[t 
y por 7.10 inciso iiL E - H E .Aj_, por lo tanto E E Añt. 

o 
Otra caracterización de los elementos de .Aá está dada por el siguiente 

teorema: 

Teorema 8. 7. (B<ísico de aproximación) Sean E E .Ai con X( E) < +oo y 

é > O, entonc<'s <"'xiste A == A= E A tal que X(E D. A) < é. · 

lnversameutt• si E C JR <'S tal que para todo ~ > O existe A = A= E .A con 
X( E 6. A) < ~. ent oHc<'s E E AR (ver el ejerddo ( 81) cu donde se enuncia 
este resultado en un contexto más general). 

El t<•on•ma R.G nos dicC' qnr los conjuntos Lcbcsgue-medibles son precisa
mPntP fl(tl!E'llos qnP pnPdPn flproximiUSP dPsdp··•afnPra" mediante conjuntos 
abierto:; y dc~de .. adentro" mediante t:onjuntos cerrados. Lo que haremos a 
conti1maci6u <'S probar qnc hflstan los conjuntos compactos para aproximar 

desde adentro. ~ecesitamos la siguiente definición: 

Definición 8.8. Sean (X, r) un espacio topológico, S una a-álgebra que 
contenga a In a-c\lp;cbra de Dorel generada por r y JL : S -+ i una mrdirla. 
Decimos que JI f's regular en S si para todo E E S se tiene qne: 

¡t(E) == inf{¡t(C): E e G y G E r} (8.1) 

¡1( E) = sup{¡t( K) : K e E y K es r-compacto} (8.2) 

Teorema 8.9. La mc(lida de Lchesgue X: .A:R -+ i es regular. 

Demostración. Sea E E AP, dado. 
Si 'X(E) =+oc, c11touces X(G) =+oc para todo abierto G que contenga 

a E y (8.1) es inmPdiato. Si X(E) < +oo, entonces (8.1) se sigue de 8.7 (ii) 
y de la sustractividad de I 

Si exi~te S >O tal que E e [-N, N) entonces todo subconjunto cerrado 
de E es eom¡HH't.o _,. ( K.2) S<' signe de 8. i (iv) y de la sustractividad de X. 

Si E~ (-.iV, N] para todo N> O, entonces 

" 
f."= U E~~ con /:.·11 = En [-u. n] 

n=l 

y X(E) == lim 'X(E11 ). 

nfoc 
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Si X(E) < +oo, dada é > O arbi t raria existe N E N tal que X(E) < 
X(EN) + ~ y como EN e [- N, N] hallamos J(N e EN e E compacto tal 
que: 

entonces 

- - é 
>.(EN)< >.(!<N)+ 2 

X( E) < X(!<N) + é 

lo cu~l establece (8.2). Finalmente si X(E) = +oo, dada !1! > O, hallamos 
n E N tal que >..(EN) > 2Al ; a contiliuación hallamos J(N e EN e E 
<'OiliJlilciO tal (pH': 

A.(f~x) < -\( ¡,·.v) + M. 

rntoncrs ,\([( ,·) > i\f. cstahlr(·irudo (~.2 ). 

o 
En ?,en eral se puede probar quP si (X. d) es un espacio mrtrico romplr.to 

y scparablt• (i.<'. 1111 l'Spario polaco) <'lllOIH'l'~ todo ll!t'dida finita definida 
sobre In a-álgehra de Borel es rrgular (S. t\ 1. Ulcun 1938). 

3. La medida de Lebesgue-Stieltjes 

Sea g : IR _, IR una función no-decrecieme y continua por la dt>recha. 
Co11 10 .11 t'S mon<Ítona St' s i;.?;llt' que li111 q(.r) .'· lin1 q(.r) exisl<' ll <'n iR. 

J') - :x. .r f+ x 
Sea A C'l á lgf'l)l'a de sn hconjuntos de !R dada en r l rjercirio (7). drfinimos 

)..9 : A ......, iR extend iendo a<.l iLi vamcnte los siguientes valore::;: 

a) A.9 ((a.b]) = g(b) - ,q(n) 

h) A..,((-x.bj) = .IJ(ú)- li111 g(.r) 
. .r! - -e 

e) A.9((a. +co)) = li 111 g(¡·)- g(a) 
r[+x 

el) >..9((-oo,+oo))= lim g(.r)- lim g(x) 
J ' f r"C I. -X 

Sin lllil.\'C>res can tbios a lil pm¡•lm del tmrt'Jna 7. 1·1 ·" usando la l'Oilti

nuidacl por In derl'cha d<• y. sp pn t!'ba qut' Ay : A - R <'S una ca:-.i Jllcdida 
a -fiuita (ver el ejercicio ( 130)) y por el teoreum 7.ll y 7.12 é:;ta adJH ÍLe una 
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única extensión A.9 a una a-álgebra que contiene a lB~. Si denotamos por 
A; la a -álgebra de los .x.;-mcdibles, entonces llamamos a Xy : A.~ -. lR la 
m edida de Lebesgue-Stieltjes generada por g. 

Observaciones 8.10. A~ es la >..9-compleción de JR!R y en general 110 coin
cide con A~. Por otro lado lllOd ificando un poco los argumentos. se obtiene 
que los teoremas 8.6, 8. 7 y la regularidad 8.10 permanecen válidos para 
X9 : A~......, i. 



CAPÍTULO 9 

Modos de convergencia 

l. Introducción 

En este capítulo se introducen diversos modos culos que una sucesión de 
funciones medibles converge a una función medible. En los capítulos anterio
res se introdujeron la convergencia casi dondequiera y la convergencia en los 
espacios Lp ( 1 ~ p ~ ::>0 ), aquí agregamm; otros dos tipos de convergencia 
y los comparamos todos entre si. Se defiuen también las corre;pondientes 
nociones de sucesiones de Cauchy para cada tipo y se establecen los teore
mas de Riesz-Weyl y Egorov. Todas las funciones en cuestión toman valores 
reales. 

Definición 9.1. Sean (X, S, ¡t) un espacio de medida y (fn) e MI( X, S) 
una sucesión de funciones. Decimos que: 

i) (fn) converge casi dondequiera a fE MI( X, S) si existe N E JV(¡t) 
tal que: 

J,.(x) -+ f(x) si x E X- N. 

ii) (fn) converge en medida a fE MI( X, S) si 

lim Jl ({:rE X : lf11 (:r) - f(:r)l ~E}) =O para todo E >O 
n ...... oo 

y lo denotaremos f,. -+ f ó f, --+ f en ¡1 .. 
#l 

iii) (fn) converge casi uniformemente a f E MI( X, S) si para todo 
8 > O existe F E S con J.L( F) < 8 y tal que (!11 ) converge uniforme
mente a f en X - F y lo denotamos 

fn ~ f Ó fn --+ f (c.u.) 
c. u. 

Finalmente. si culem[ts fn E Lp(Jl.) para todo n E N 1 ~ p < oc, 
entonces decimos que: 
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iv) (fn) converge en media p a fE lp(J.L), si 11 In- f IIP~ O (n ~ oo) 
y lo denotamos 

fn---+ f. 
~p 

Note que si fn ~ f en alguno de los modos definidos, entonces f"k -----+ f 
en el mismo modo para cualquier subsucesión (fnk) de (fn)· 

Comenzaremos examinando la relación entre convergencia en media p y 
convergencia en medida. 

Teorema 9.2. 8 Sean (X, S,¡1) un espacio de medida, p E (1, +x) fijo y 

(.{11 ) una. sucesión de funciones que convergen en media p a f E lp, entonces 
fn ~ J. . 

/1 

Demostración. Sean e > O, n E N dadas y An(c) = {.r E X : lfn(x) -
.f (.~:) 1 ~ E}. entonces: 

por lo que: 

o bien 

eP¡,.(A.,(o)) :S J lf,- JIP <11' :Sil J.,- f 11~ 
A,(:) 

1 
J.L(An(c)) ::; cP 11 fn- f 11~ de donde fn-; f. 

o 
El recíproco del teorema anterior es falso, como lo muestra el siguiente: · 

Ejemplo 9.3. Seau X = (0, 1]. S= lR¡o,J], A= medida de Lebesgue sobre 
S, pE [1, +oc) fija y (fn) e .Cp(..\) dada por fn = nx¡o,~J· Sea e > O fija, 
entonces: 

{x E X: 1/.(x)l?: e}= { ~O,~] si é ::; n, 
si é > n, 

8 La •íltima desigualdad es un caso particular cie la ciesigualciarl cie Tchehyshev. ver el 
ejercido (106). Tambiéu. wa el Pjerckio (lOi) t>ll cloncll' se define una mt;triea (debida a 
F. Hicsz) en la que convergencia en nw<lida cquivall' a convergencia en clicha métrica. si 
JL(X) < +oo. 

INTRODUCCIÓN 

en cualquier caso: 
1 

..\({x E X: lfn(x)l ~ é}) S-
n 
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lo que prueba que fn ~ O. Por otro lado (fn) no converge en media p a 
A 

alguna función, pues de hacerlo sería llllp-Cauchy pero: 

11 f2n- fn 11~= np-l para todo n E N. 

A hora examinaremos que relación hay entre la convergencia de lp y 

convergencia c.d. 
En el ejf'mplo anterior e:; inmediato comprobar que fu(x) ~ O para 

todo .1: E (0, 1] i.L'. f 11 ~ O c.d. por lo que la convergencia c.d. no implica 
convergencia en .CP' aún si la medida del espacio es finita. Sin embargo 
tenemos el Higuiente resultado. 

Teorerna 9.4. (Teorema de la convergencia dominada en Lp) Sean (X, S.¡t) 
un espacio de medida, p E [1, +oo) fija y (fn) C lp(Jl) una sucesión de 
funcione~ que convergen c.d. a f E M(X, S). Sup<}nga-;c que existe g E r.t (p) 
tal que: 

lfniP::; g (c.d.) para todo n E N entonces fE .Cp(J.L) y In---+ J. 
Cp 

Dernostración. Como f 11 ~ f c.d. entonces IJIP ::; g c.d. también y como 

se ~igue del teorema de la convergencia dominada usual que 

11 fn - f 11== J lfn - /11
' d¡.t -> O. 

o 
Por otro lado convergencia en media 1' (pE [1, +oo)) no implica conver

gencia c.d. como lo demuestra el siguiente 

Ejentplo 9.5. St•an X = (0, 1], S = $¡0, 1¡ y A = la medida de Lebesguc en 
S. Sean I 1 • h.. . . . la sucesión de intervalos: 
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y definimos In = Xln, entonces fn E .Cp(.\) (p E [1, +oo) fija) para todo 
1 

n E N y 11 In llp= .\(In)¡; por lo que fn --+O. 
C.p 

Sin embargo (fn(x)) diverge para ~ada x E [0, 1], pues para todo x E 

[0, 1] y para todo N E N dados existen m, n ~ N tales que lm(x) = 1 y 
fn(x) =O. 

2. ·El teorema de Riesz-Weyl 

A pesar de que convergencia en media p (p E [1, +oc)) no implica conver
gencia c.d., es posible seleccionar una subsucesión que si converja c.d., este 
hecho se estableció de manera implícita en la prueba de teorema de Ricsz
Fisdter (6.R). por lo qttr· sr invita al lector a examinarla nuevamente. Esto 
también será consecuencia de un teorema más general que se probará en 
(9.7). 

Definición 9.6. Sea (X, S, ¡.t) un espacio de medida y (fn) CM( X, S) una 
sucesión. Decimos que.(!,.) es de Cauchy en medida (o fundamental en 
medida), denotado C. ¡t. si para todo é >O 

lim Jl ( {X E X : 1 f m (X) - f n (X) 1 ~ é}) = O 
m.n--x 

Observamos que si f, ~ f, entonces (In) es C. Jl· Esto se signe de la 
/l 

siguiente contención Véí.lida para todo é > 0: 

{J: E X: lfm(x)- f"(:r)l ~e} C { x E X: lfm(x)- f(x)l ~ ~} 

U {X E X : lfn (X) - f (X) 1 ~ ~} 
la cual es inmediata si se toman complementos y se apela a la desigualdad 
del triángulo. 

Ahora establecemos uno de los resultados más importantes y útiles de 
este capítulo 

Teorema 9. 7. (F. Riesz-H. Weyl) Sean (X, S, JL) un espacio rle medida y 
(.f,) e MI( X. S) nna sucesión C. ¡t. 

Entonces existe fE M( X, S) y una subsucesión (fnk) de (j11 ) tal que: 
_·_,, __ ,. 

·~ ... 

i 
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i) fnk ~ f (c.d.) Y 

ii) fn ~f. 
Jt 
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En particular toda sucesión C. J.L. es convergente en J.L· 

Demostración. Como (fn) es C. J.L., es posible construir una subsucesión 

(fnk) de (fn) tal que si 

Ek = { x E X: lf,.,+,(x)- J,.,(x)l ~ ;k} (k E N) 

entonces p.(Ek) < fr.. 
X ~ 

Sea F
11 

= U Ek y lim Ek- = n Fu, llamamos E a cstP conjunto. 
k=u ~-7""'x n=l 

n 
Como L Jl(Ek) < +x. se tiene que p(E) =O (n•r d ejercicio (32)): 

k=l 
Sea :r E X - FJI arbitraria. entonces si i > .i > 7J. tenemos qne: 

i-1 i-1 1 1 
lfni (x)- fnj(x)l ::; L lfn1+1 (x)- fnl(x)l < L 21 < 2j-l (9.1) 

l=j I~J 

Esto prueba que {f11 (J:)) es uniformemente rlc Cau<'hy en X- F1, y como 

oc 

X- E= U (X - Fp), 
p=l 

(J n ( x)) converge para todo .r E X - E 
Definimos f : X --+ lR, poniendo: 

f(x) = { ~im J,., 
k-()0 

entonces fn~.; --+ f e.d. 

si :rE E. 
si x E X- E. 
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Sea e> O, hallamos pE N tal que .jp < ~'a continuación consideramos 
x E X - Fp arbitraria. Pasando al límite en la relación (9.1) obtenemos que 

ll(x)- lni(x)l $ 2~ < ~· si j > p, 

lo que implica: 

por lo que 

/l ({.rE X : l.f(:r)- In_; (:r)l ~ ~}) $ J.t(F1,) < 2p~l <e 

si .i > p. lo que dcnnwstra que f,, -+ f. Para probar que fn ~ f basta 
. Jl 

rC'rorclar Ja contencic'm: · Jl 

{ ,. E X : 1 1, ( .r) - f ( .r) 1 ~ é} e { :r E X : 1 fu (X) - fu J ( .r) 1 ~ ~ } 

U { .z: E X: lfni (x)- f(x)l ~ ~} 
Y usar el hecho de qnc ·(!11 ) es C. J.t. Los 4etalles se dejan al lector. 

Observaciones 9.8. 

l. Si fn- f Y In- g. entonces f = q c.d. 
JI #1 • 

2. Si f, - f '!' 1, -..:, g c.d .. entonces f = g c.d. 
JI 

3. Si /n -+ f Y 9n = fn c.d. para todo n E N, entonces Yn-; f. 
Jl Jl 

Demostr·ación. 
oc 

o 

l. Como {.r E X : f(.f) f. g(J~)} = U {J.' E X : lf(.r)- g(.r)l ~ l} es 
· n=l k 

suficiente probar que ¡t ({.rE X: 1/{.r)- g(x)l ~e}) = O para todo 
:>O. Pero 

{.1: E X: 1.f(.l')- g(.r)l ~=}e {x E X: l.f(J:)- j,(.r)l ~ ~} 

L: {.rE X : ll,(.r) - g(l')l ~ ~} 
Y PI n~sultado se ~igue i1mwdiatamente de la hipótesis. 
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2. Como (In) es C. Jl.· se sigue de 9.6 que existe h E M{ X, S) y una 
subsucesión (fnk) tal que: lnk -+ h c.d. y In --+h. 

Jl 

Pero como también lnk -+ g c.d., tenemos que h = g c.d. y como por 
hipótesis j, - f se sigue del inciso anterior que 1 = h c.d. por lo que 

JL 
f = g c.d. 

3. Sea Nn E N(JL) tal que ln(x) = 9n(x) para todo x E X- Nn, entonces 
00 

si e > O y N = U Nn se tiene que: 
n=l 

{.rE X: l.fJn(:c)- f{:r)l ~e} e N U {TE X: lf,(.r)- f(;r:)l ~e} 

pam todo n E N. tomando medida y pasando al límite se obtiene 
nuestro resultado. 

o 
Con ayuda del teorema 9. 7 y las observaciones 9.8 se puede obtener el 

siguiente teon•ma: 

Teorema 9.9. (Convergencia dominada en m<.·<lida) Sean (X, S! ¡t) un es
pacio de medida, pE [1, +oo) fijo y (In) e !p(Jl) una sucesión de funciones 
tal que fn - 1 E MI( X, S). 

JL 

Si existe g E !{ (J.t) tal que I/11 IP $ g c.d. para todo n E N. entoneC'H 
1 E !p(J.t) Y fn ____.f. 

Cp 

Demostración. Ejercicio (108). 
o 

En el contexto de la Teoría de la Probabilidad, la convergencia en medida 
se conoce como convergencia en probabilidad y constituye una de sus 
herramientas más importantes y básicas. 

El siguiente resultado muestra que la convergencia en medida "conserva 
desigualdades'', y como convergencia en media p, pE [1, +oo), implica con
vergencia en medida, el resultado es válido para este tipo de convergencia 
también. 

Teorema 9.10. 

l. Si f, ~ f eon fn ~ O e.d., entonces .f ~ O c.d. 
JL 
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2. Si 1n, l, g E M( X, S) para todo n E N son tales que In --+ 1 y in ~ g 
Jl 

c.d. para todo n E N entonces 1 ~ g c.d. 

Demostración. 

l. Al modificar cada In en un conjunto de medida cero podemos suponer 
que fn ;?: O en X, pues por 9.8.3) se tiene que la sucesión modificada 
·cumple también que j, --+ 1. Como 

J.L 

oc { -1} {x E X: 1(.r.) <O}= U ~rE X: j(.r) ~-
m 

m=l 

basta probar que 11 ( {J: E X : .f(x) ~ -e}) =O para todo é > O. 

Si 1(:r) < -e. dado que 1(.r) = (.f(:r)- /,(:r)) + .fu(:r)? .f(.r)- .f,(.r). 
entonces 
f(:t}- 1n(:r) :S -~:en particular. 1/(.t)- ln(;r)l ~ :. 

i.e. {.rE X : j(3:) :5 -e} e {x E X : lln(x)- f(x)l 2:: e}, tomando 
medida y pasando al límite probamos la afirmación. 

2. 9 - fn ;?: O c.d. y claramente g - in --+ 9 - f. Por el inciso anterior 
JI 

g- f?. O c.d. 

o 
Como consecuencia del trabajo previo en convergencia en medida e~ fcicil 

establecer el: 

Teorema 9.11. 

l. Sea (1n) C MI(..-Y, S) una sucesión tal que fu 2:: O c.d .. Supongamos 
que Jr1 --+ f, entonces .f 1 d¡t ~ lim J In cl¡t (Lema de Faton en JL). 

J.L n~oo 

2. Sea (1n) C .C¡(¡t) una sucesión tal que / 11 ~ in+l c.d .. Si (J fn dp) es 
una sucesión acotada y / 11 - f para alguna f E M( X. S). entonces 

ll 

fE .C¡ (¡t) y J J d¡t = li,m J J, dJL. (T.C.f'd. <'ll medida). 
II¡X 
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Demostración. Ver el ejercicio (108). 
o 

A continuación pasamos a examinar la convergencia casi uniforme (c. u.) 
y sus relaciones con otros tipos de convergencia. (ver 9.1 iii)). 

Teorema 9.12. Si (In) e M( X, S) es una sucesión de funciones que con
verge c. u. a 1 E M( X, S) entonces: 

l. In__,. f c.d. 

2. fn __. J 
ll 

Demostración. 

l. .fn - .f c.d. 

Para t5 = ~. hallamos Fn E S con !J.( Fn) < ~ y tal que (fu) converge 
t)C 

uniformemente a J en X - Fn. Sea Fo = n Fn entonces #l{Fo) = U 
rt=l 

y si x ~ F0 existe N = N(x) E N tal que :r: E X - FN por lo que 
fn(:r) __, f(x). 

2. Sean 8 > O y e > O arbitrarios, entonces existe FE S con JL(F) < 8 
y N= N(e) E N tales que lfn(x)- f(x)l <e sin~ N y x E X-· F, 
eq ui valt>ntemente: 

{.rE X: 1/n(J:)- f(:r)l 2:: e} e F, si u 2:: N. 

Así pues, Jl ( {x E X: lln(x)- f(x)l?. e})< 8 sin;:::: N. Por lo tanto 

.fu -f. 
J.L 

o 

Observaciones 9.13. Convergencia c. u. no implica convergmicia en media 
pE [1, +X~), aún en el caso de que JL(X) < +oo, como lo muestra el ejemplo 
9.3. 

Por otro lado convergencia en medida tampoco implica convergencia c. u. 
como lo mtwstra el ejemplo 9.5, aunque es posible recuperar un recíproco 
pardal t•i cual ya surgic..l dentro de la demostración del teorema de Riesz
\Yeyl y que a continuación hacemos explícito. 
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Teorema 9.14. (F. Riesz- H. Weyl). Sea (fn) e M( X, S) una sucesión que 
converge a f E M( X, S) en medida, entonces existe una subsucesión (fnk) 
de (fn) tal que fnk -+ f c.u. 

Demostración. Como fn--. j, entonces (fn) es C. ¡t .. Siguiendo el argu
P. 

mento y la notación del teorema 9. 7 y en particular la relacióú marcada con 
(9.1), se deduce que: 

Si· i > j > p y x E X - Fp entonces: 

lo que pnwba que la subsueesiáu (j11 ,_) es uniformemente de Can eh y eu 
X- Fp (con Jt(Fp) .< 2/. 1) y en consecuencia converge uniformemente en 

X- Fp a cierta función j E M!( X~ S). Además, por 9.7 i) fnl· --.f. 
1' 

Pero f"l· - f también. asi qur por 9.8.1) f = j c.d .. es da ro qtw 
JI 

entonces f nk -+ f c. u. 
o 

Como es de esperarse diremos que (fn) e M( X, S) es de Cauchy casi 
uniformemente, lo que será denotado C.c.u. si para todo 8 > O existe 
FE S con ¡t(F) < 8 tal que (j,) es uniformemente de Cauchy en X- F. Es 
claro que el criterio de Cauchy se satisface para este tipo de convergencia. 

3. El teorema de Egorov 

Es bien sabido que la convergencia puntual de una sucesión de funciones 
no implica la convergencia uniforme y para que esto ocurra las hipótesis son 
muy restrictivas (v. gr. el teorema de U. Dini para sucesiones monótonas 
de funciones continuas), es por esto que el siguiente teorema debido a D. F. 
Egorov (1869-1931) resulta· algo sorprendente y de gran utilidad. 

Teorema 9.15. (D.F. Egorov, 1913) Sea (X, S, JL) un espacio de medida 
finita, (fn) e M(X, S) una sucesión y f E M( X, S) tal que fn --+ f c.d., 
eutouecs fu-+ f e.u. (y por lo tanto, fn --+ f por 9.12). 

Jt 

Demostración. Para e > O y k E N dadas definimos 

Ck( é) == { ~· E X : lf k( .r) - f (.e) 1 < E}. 
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Denotamos por A= {x E X : fn(x)--+ J(x)}, entonces por hipótesis 

O= ~t(X- A) = ~t(X)- ~t(A). 

Claramente 

así pues: 

JL(X) = ¡t(A) ~ JL ( lim CJ.-(c)) ~ li.m J1 ( n CJ.-(~)·) ~ Jt(X), 
k-oc ni oc A·=n 

de donde 

Jt(X) = lim JL ( n CJ.-(E)) 
"r -x: k=n 

o bien dado que JL es finita obtenemos: 

lim 11 (u {.rE X : lfk(:r) - f(x)l ~ é}) = li~m J.l (x -n Ck(é)) =O. 
lll·X \k=n 1l¡X k=tt 

(Note que si en este momento aplicéirmnos el ejercicio ( 109), la prueba habría 

terminado). 
Para c5 > O arbitraria y m E N dada, hallamos nm E N tal que 

11 (Qm {x E X: lh(:r)- f(:r)J ~ ~}) < 2~" · 
Sea 

X OC { 1} 
F = U U J: E X: lfk(~·)- f(.r)l 2:: m · 

m=l k=n,. 

Entonces ¡t(F) < ó y si x ~ F implica lfdx)- f(x)! < ~ para todo m E~ 
y k 2:: nm por lo tanto, fn--+ f uniformemente en X- F. 

o 

Observación 9.16. La eoudusi(lll dt' el tt>orPnul d<' Egorov falla si ¡t(Xl = 
+::x:, o bien si la función límite toma valorC's cxtPHdiclo~ Ptl un l'onjuut.o eh• 

medida positiva (ver el ejercicio ( 110)). 
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Por otro latlo e~ po~ible establecer una versión del teorema de Egorov 
sin suponer que ¡t(X) < +x, si en su lugar se supone la existencia de una 
función en [,P (p E (l. ~JC)) que domine una sucesión convergente c. d., a 
saber: 

Teorema 9.17. (ConvergPtwia dominada de Egorov) Sea (fn) e M(X, S) 
una sucesión tal que 1, --- f con 1 E M( X, S). 

r.d. 

Süpongamos que exi~te !J E c:(Jt) (pE [1, +oo) fija) tal que lfnl :5 .Q 

para todo n E N. entonees fn ----+ f (y por lo tanto fn ~ f por 9.12) 
1'.11. ¡t 

Demostración. SPa N = {.r E X : J,(x) ---{4 f(.r)} El{, entonces como 
l/1 :5 .9 e11 X -N ohteucmos que IJ~, -JI :5 2g en X -N. Sean e >.O fija y 

D¡..(:) = {.t' E X: lfd;z~)- f(:r)l ~E} 

l'llt Ollf'('S: 

Dk(~)- ~ve {.1: E X: 2g(x) ~e} para todo k E N, 

de donde: 
00 

U DA-(2)- N e {.e E X: 2g(x) ~e}, 
k:=l 

y por la desigualdad de Teheh.vshev(ejercicio (106)): 

(

X ) 1 
p ~~ Dk(;:) :S ¡t ({.rE X: 2g(x)?: e}):::; oP j(2,q)P d¡t < +oo. 

Por otro lado 
:X: 00 ·n u DA.(é) E N, 

n=II.:=n 

C'(; 

pues 1, - f .v romo U D~.(:) ti<'nc medida finita, se obtiene que: 
c.d. /.•=11 

li'lll Jl ( u·X: Dk(::)) =a. 
11' "X. 

. . k=l 

T 

~ 
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Aplicando el ejercicio {109) o continuando como en la parte final de 9.14, 
concluimos que In ~ f c.u. 

D 
Finalmente examinamos la convergencia para sucesiones en Lx (J-t). Como 

se probó en 6.14, este tipo de convergencia satisface el criterio de Cauchy 
y equivale a la convergencia uniforme casi dondequiera. Denotaremos por 
1 n ~ f u.c.d. a la convergencia de dicho tipo. 

Observaciones 9.18. E~ evidente que convergencia u.c.d. implica conver
gencia c. u. y en consecuencia implica la convergencia c.d. y la convergencia 
en Ji. (9.12). 

Si además JL(){) < +oo, entonces la convergencia n.c.d. implica conver
gencia en media pE [1. +oo). pero esto no e~ válido si p.( X) = +oo, como 
lo muestra el ejemplo 

1 
fu = :;;:x¡o,2"l para todo n y f =O sobre (IR. lB~.,\). 

Sin embargo, si la sucesión esta dominada en valor absoluto por una 
función en CJ; (Jt), entonces la convergencia U.c.d. implica la eonvcrgeucia 
en media p, aún si J-t(X) = +oo. 

Ejemplo 9.19. La convergencia u.c.d. es más fuerte que los otros tipos de 
convergencia aún si J-t(X) < +oc. 

Sean f, = nx[o. 2~] para. todo n y f =O sobre ([O, 1], Ili¡o. 1J, ,\) entonces 

In ~ O c.d., c.u., en Ji. y en Lp, pero no converge u.c.d. ya que para. todo 
n E N :11 hn- fn !loo= n. 

Finalmente enunciamos (sin demostrarlo) un teorema que smuariza. las 
propiedadPs ele los diversos tipos de convergencia con respecto a alguna.~ 
operaciones sobre las sucesiones. 

Teorema 9.20. Sean (fn) y (gn) e MI( X, S) sucesiones de funciones y 
e E llt Si ( *) representa en cada caso la convergencia c.d., en Ji., en [,P 

({l,+oc)), e.u. ó u.c.d., entonces fn ~ .f (*)y .9n ~ g (*)implican que: 

l. cfu -t cf ( *) para todo e E R. 

2. In + 9u ~ 1 +Y ( * ). 



120 MODOS DE CONVERGENCIA 

3. 1/nl-+ l/1 (*). 

4. max{fn,9n} ~ max{f,g} (*)y min{/n,Un}-+ min{/,g} (*). 

5. J;i~¡+ (*)yf;;-+]- (*).' 

6. XEfn ~ XEf (*) para todo E E S. 

CAPÍTULO 10 

Medidas con signo 

l. Introducción . 

En Pst.c rapítulo ~e getwraliza t'l con<·rpto de medida cuando la función 
eoujuutista llamHcla medida <·ou siguo toma \'alorPs positivos y negativos. 
SP demuestra qnc toda medida con signo es la diferencia de dos medidas 
c·on al menos una de ellas finita. A continuación se introducen los concepto~ 
de continuidad absoluta y de siugularidad en d espacio de la."i medidas con 
si~no~ se prndmn alguua.":i ck sus propiPclncl<·s fundamentales y se Pslahl<~<'Pll 
trrs de los teoremas más importantes en Teoría la :Medida: 10.18, 10.22 y 

10.23. 

Definición 10.1. Sea (X, S) un espacio medible. Una medida con signo 
en (X. S) es una función conjnntistH '' :-+ i tal que: 

a) v(~}) =O 

h) ll toma a lo tm\s tmo dl' lo!i valorl's <'xtcudidos +x ó -oo. 

e) Si (E';) es una sucesión disjunta de elementos de S, entonces: 

en donde la igualdad antPrior d<'tw Pntenderse como sigue: 

S; •'! ,9, E;) 1 < +x. ~~~ tonn'>' la s~rie mnverge ahsoln tamente y si 

1~1 
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entonces la serie converge {en el sentido extendido) a +oo ó -oo, 
respectivamente. 

Diremos que ves finita si lv(E)I < +oo para todo E E S y a-finita 
si existe (En) una sucesión de elementos de S tal que 

00 

X = U En y lv(En)l < +oo si n ~ l. 
n=l 

Teorema 10.2. Sea (X. S) un espado medihle y '" : S --... iR una medida 
con signo. 

i) Si E. F son elementos de S con E e F y 1 v( F) 1 < +oc·. entonces 
lv(E)I < +oo y v(F- E) = v(F)- l/(E). (Sustraetividad). 

ii) Si (E,,) L'!:i uua stu.:csión tuouótona (i.c. E1 cE2c ... ó E 1 -:JE'l~· . . ) 
y existe ko E N tal que lv(Ek0 )l < +oo, entonces v( lim En) = 

n--x 

Demostración. 

i) Por 10.1 a), b) y e) se sigue que ves aditiva, por lo que 

v{F) = v(F- E)+ v(E). 

Si alguno o ambos sumandos fuesen infinitos. entonces v( F) sería infi
nito también, por lo que necesariamente ambos sumandos son finitos, 
w.;i ¡me:; 

lt/(E)I < +x y '-'(F-E)= l/(F)- v(E). 

ii) Usando la sustractividad probada en i), la demostración es idéntica a 
la de 3.5 salvo que los límites no son necesariamente monótonos. Asi
mismo, la condici6n lv( Ekn )1 < +oo es sólo necesaria para sucesiones 
decrecientes. 

o 

1 

i 
1 

1 

' 
·1 
¡ 

~.·· .... 
'1 
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Ejemplo 10.3. 

1. Sean J.Lt, ¡.t2 : S -+ i dos medidas con alguna de ellas finita, entonces 
v: S--... i dada por: v(E) = J.L¡(E)- JL2(E) (E E S) es una medida 
con signo. 

2. Sean J.L: S-+ i una medida y fE .CI(¡.t) dada. Definimos v: S-+ i 
poniendo 

v(E) = 1 f diL (E E S), 

E 

entonces v es una medida con signo finita. 

Para establecerlo notamos que si 

Jl¡(E) = 1 ¡+ d1J. y 1L2(E) = 1 ¡- d¡1 (E E S) 

E E 

entonces ¡t1 y ¡.t2 son medidas finitas (ver el ejercicio (42)) y v = 
¡.¡, 1 - ¡.t2 , m;í pues por el ejemplo anterior, v es una mcclida con :;iguu 

finita. 

2. El teorema de descomposición de Hahn y de 
Jordan 

Probaremos que toda medida con signo ves siempre la diferencia de dos 
medidas con alguna de ellas finita, para esto es necesario definir algunos 

conceptos. 

Definición 10.4. Sean (X, S) un espacio medible y J.l: S-;. 'i una medida 
con signo. 

a) Un conjunto A E S se llama positivo para v si v( E) ~ O para todo 

E e A, con E E S. 

h) Un conjunto BE S se llama negativo para v si v(E) ~O para todo 

E e B, con E E S. 

e) Un conjunto N E S sP llama nulo para v si v(E) = O para todo 

E e N con E E S. 
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Propiedades 10.5. 

l. Si A es positivo para v, entonces: 

v 1 snA: .S n A -+ i 
es una medida en (.4, S nA). Análogamente si Bes negativo para v, 
entonces 

-v lsnB: S n B -+ iR 
es una medida en (D, 5' n 8). 

2. Tocio suhcoujuuto 8-medihl<· d<' 1111 conjunto positivo. negativo y nulo 
para 11 es positivo. negativo o nulo para 11 (r<'SJ)('eth·mn<'nte). 

3. N l'S nulo para 11 si ~r sólo si N Ps positivo ~· tl<'p;ativo pam 1'. 

En <'1 <'.i<'lllplo 10.:1 2). Ps f¡\cil comprobar qttl' 

:l == {.rE X: f(.r} >O} /3 ={.rE X: f(.r) <O} 

~- N = { .r E X : f ( .r) = O} 

f'On 1111 conjunto positivo. negativo y nulo para v (respectivamente). 

Teorema 10.6. Sean (X, S) un espacio medible y v: S- iR una medida 
<·ou signo. Si (.4,) es una snresióu de ~ubeoujuntos po~itivos para v, entonces 

:X:, 

A= U :1, es positivo para 11 (awUogHill('tltC' para ll<'gativos y nulo~ para v). 
ti== 1 

De1nostración. Co111o A1 U A2 = (At - A:.d U (A 1 n A2) u (A2 -A¡) y 
A1 - A2. A1 n A2 y (A::!- AJ) son positivos para v y son ajenos. entonces 
para todo E e A, U A2. con E E S, se tiene por la aditividad de v que: 
1/(E) == 1J(E n (.41- A~))+ 11(En .4 1 n A2) t 11(En (A2 - AJ)) ~o lo que. 

k 
pnwha qlll' A 1 u Az l'S J>Ol-iit ivo. Por iuducdóu se sigue que e~. = u A11 es 

positivo para V. Claranu:mt:e el e c2 e .... 
rt=l 

00 

SPa E e A. ('011 E E S. arbitrario, entonces E == u (e k n E), y por 10.2 
k=l 

ii) se tieue que: v( E) = limA--oc v( C~. n E) ~ O, por lo tanto, A es positivo 
para v. 

o 
Aso<"iad:t a te ,<fa m .. d ida c·m1 sig;no C'Xiste una descomposición (no lÍnica) 

X == .4 0 I1 cou A./J E S' di:;juutos ton A positivo y B negativo para v. 

1 

r 

1 

1 
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Teorema 10.7. 9 (De la dcscomposicion de H.Hahn (1920)) Sea (X, S) un 
espacio medible y v : S -+ i una medida con signo, entonce~ existen con
juntos complementarios no necesariamente únicos tales que A es positivo 
para v y Bes negativo para v. 

Demostración. Como v toma a lo más un valor extendido, podemos 
suponer que -oo < v(E) ~ +oo (de no ser asi consideramos la medida con 
signo -v). 

Definimos¡~= inf{v(B): Bes negativo para v} y hallamos una sucesión 
(B,)r: de conjuntos nc~gativos para 11 tal que /1 = lim 11(B,). Por 10.6. 

11-X 
X 

B = U B, l'S lll'gativo para 11 ~·por defiuiriün dC' .~J se ti('Bt' qn<' 1'1 :S 11(!3). 
n==l 

por otro lado B, C B .'· B - B, es negativo. asi pues 

11(lJ) = v(B,) + v(B- B,} ~ v(B,) para todo n. 

en consecuencia B = v(B) E ( -oo~ 0]. Sea A = X - B. entonces sPrá sufi
ciente probar que A es positivo para v. 

Supongamos que A no es positivo. entonces A contiene un subconjunto 
E0 tal que v(Eo) < O. E0 no puede ser negativo para v, pues si lo fuera 
entonces B U E0 sería negativo para 11 y 11(B U Eo) = ¡'J + 11(Eo) < /1 
contrario a la definición de ,B. Así que Eo contiene un subconjunto medible 
de medida. positiva. Sea k1 E N el menor natural tal que Eu couticue uu 
subconjunto E1 E S ron 11(E1) ~ i¡. 

Como jv(Eo)l = -v(Eo) < +oo y Et e Eo se tiene por 10.2 i) que 
v(El) < +oo y por sustractividad: 

1 
11( E0 - E J) = 11 (En) - 11 (E 1 ) :S v ( E0 ) - '· < O. ,.,., 

Repitiendo el argumento usado para Eo. ahora para Eo- Et concluimos que 
E0 - E1 no puede ser negativo para v y definimos k2 como el menor natural 
tal que Eo- E1 contiene un subconjunto E2 E S con v(E2) ~ ~?.De manera 
inductiva. hallamos subconjuntos ajenos E¡. E2 .... , E, E S contenidos en 
E0 tales que v(Ej) ~ t (j = 1, ... , n) con kj el menor natural tal que 

.1 

~'La cle:-;C'olllposidcju .\ = .-\u 11 s«' <·ono<·e c·o¡uo HW\ descomposición de Hahn para 
11 y la denotaremos como (A 1 B). 
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j-1 
Eo- U E¡ contiene algún subconjunto medible con medida mayor igual que 

l=1 
~ . Por a-aditividad obtenernos: 

J 

00 

(pues U Ej e Eo Y lv(Eo)l < +oo), por lo que necesariamente ki - +oc 
j==l 

oc 
si .i - +x. Sea Fo = Eo- U Ei, entonces si Fe F0 , con FE S. se tiene 

i== 1 

que v(F) ~ O pues si v(F) > O, existe l E N tal que v(F) 2:: f y como 
::lL 

Fe Eo- U Ei ~e sigue de la definición de k, que k11 ~ l para todo n. lo 
í=l 

cunl11o l'S posible. con lo que se prueba que F(l es negatiYo para v y ajeno 
a B, asi que. BU El> es negativo para v y v(B U F0 ) < ¡3 contradiciendo la 
defiuidóu (k ,.J. Por lo. tanto A es positivo para v. 

o 
Teorema 10.8. Sean (At 1 B¡) y (A2 1 82) descomposiciones de Hahn para 
v, ont.once~ él;tas so u v-escnciahnente iguales en el sentido de• que A 1.6A2 y 

B,6B'l. son v-nulos. 

Demostración. Sea E e A¡~A2 , E E S entonces 

v(E) = v(E n (A1 - A2)) + v (En (A2 - A¡)) 

como En (A1 - A2) e A1 yEn (A2 - A1) e A2 se sigue que v(E) 2:: O. Por 
otro lado corno 

E n (A t - A2) e B2 y E n ( A2 - A t) e B 1 

se sigue que v(E) ~ O asi que v(E) =O. La prueba de que B 1.6B2 es v-nulo 
es totalmente análoga. 

o 
Dados un espacio medible (X, S) y una medida con signo v: S- iR es 

posible construir a partir de cualquier descomposición de Hahn (A 1 B) 
para v. dos medida~ v+v- : S ~ i alguna de ellas finita tal que,,= v+ -v-, 
probando de este modo que la forma general de una medida cou signo es la 
del ejemplo 10.3 i ), este hecho es el contenido del siguiente teorema: 
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Teorema 10.9. (Descomposición de C. Jordan) Sea (X, S) un espacio me
dible y v : S - i una medida con signo. Entonces existen dos medidas 
v+, v- : S --+ i llamada la variación positiva de v y la variación nega
tiva de v (respectivamente) alguna de ellas finita tales que v = v+ - v-. 

Demostración. Sea (A 1 B) una descomposición de Hahn para v. Defini

mos v : S ___. i como sigue: 

v+(E) = v(E nA) y v-(E) = -v(E n B) (E E S). 

Como .:\ <'S positivo para 11 ~· B es negativo para 11, se sigue que 11+ y IJ

son funciones no-ucgativas. v+ (0) = O = 11- (0) y son a-aditivas por SPl' 

contraccionPs ele 11. 

Sea E E S arbitrario. entonces: 

,,(F.)= 11 (En (A u B)) =''(En A)+ 11(E n B) = v+(E)- 11- (E). 

Fiualmcute. si v(E) = +x, entonces por 10.1 h), 11(E n B) > --x::. por lo 

tanto 

v+(E) = v(E nA)= +oc ·y v- es finita. 

Análogamente si v(E) = -oc, entonces v-(E) = +oo y v+ es finita. 
o 

Observación 10.10. La descomposición de Jordan : 11 = 11+ - 11- de nna 
llH'(lirla con signo 11 no depende de la descomposición de Hahn para v. pues 
si ( .4; 1 B¡) i = 1, 2 son descomposiciones de Hahn para v y E E S es 
arbirrario enton('es como .4¡6.42 es nulo para 11 ( 10.8) obtenemos: 

v(E nA¡) = v(E nA¡)+ v (En (A2 -Al)) = v (En (At u A2)) 

d•.• ll!Hr!.ern idéntica se prueha que v(E n Bt) = IJ(E n B2)· 

Definición 10.11. Sea (X. S) un espacio de medida y 11: S-+ i una mc
didil (·on si!-!,HO. Eutonc·ps, la medida v+ + v- : S --+ i se llama la variación 

total dt• ¡;y se denota l111. 
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Algunas propiedade~; de las medida:; v+, v- y lvl a.~ociadas a v son las 
siguientes: 

v- (E) ~ v(E) ~ v+(E), jv(E)I.~ lvi(E) para todo E E S. 

N E S l~ nulo para v si y sólo si lvi(N) =O. (ver los ejereicios (121) y (122) 
en donde se obtienen definiciones alternativas para v+, v- y lvl ). 

Ejemplo 10.12. Si 1.1 es como en el ejemplo 10.2, entonces 

A== {1· E X: f(.r) ~O} y B ={.rE X: f(:r) <O} 

constitll.\'C' unn clescompo:-;iri6n d<' Ha hu para IJ. en consecuencia 

.\' 

,., ! ( E) ~ .f f : d 11. 

r~· 

'' (E) = j j . tl¡t 

E 

1''1(~) = j 1/1 r/¡1 para todo E E .5. 
F: 

Definición 10.13. Sean (X, S) un espacio de medida y Jlt,J.L2 : S--+ idos 
mcdidn~. DPeimos cpw l't y JL2 so u mutuamente singulares (denotado 
Jll 1 J1·2) si existen subconjuntos mcdihles ~· complementarios A y D tales 
que: JLI(B) ==O= Jt:?(A) (v.gr. si ves una medida con signo entonces 
1.1+ 1 v-). Diremos qne 11'2 es absolutamente continua con respecto a 
/-Ll (denotado por JL2 <<pi)~¡ J-t2(E) =O siempre que Jlt (E) =O. 

Extendemos las ddiuirimws anteriort's para medidas con signo como si
gue: v¡ y v2 son mutuamente singulares (denotado por v1 1 ,.~2 ). si sus 
variacioum; total<~s lo HOll (i.<~. si l11¡j l. j1J~I) y diremos que 1.12 es absolu
tamente continua con respecto a v1 denotado v2 << v1 si v2(E) = O 

.siempre que lv¡I(E) =O . 

Las siguientes son algunas consecuencias de las definiciones. 

Propiedades 10.14. Sean (X, S) un espacio medible y v, v1, v2 medidas 
con signo e u S. l'lltOIJ<'l's: 
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b) v 1 .l v y v2 .l v => v1 + v2 .l v. (Se supone que v¡ y v2 no toman 

valores extendidos diferentes). 

e) v2 « v¡ <=> lv2l <<V¡<=> lv2l << lvtl <=>vi, v:¡ << lvll· 

d) Si v2 << v y v .l V¡, entonces v2 .i v¡. 

e) Si v1 << v y.v1 .l v, entonces v¡ =O. 

Demostración. 

a) Es imucdiat a. 

X= A; u B;. A; n B; = 0 i = l. 2 '/ lt.l¡j(B¡) -::O= lvi(A¡) 

Ptltonr<'s C1 = B1 n B2 y D1 =A, U A! son complPm<'Htarios ·'· 

(ver el ejercicio (121 ii))). 

e) Probaremos la:; equivalencias en el orden acostumbrado. 

Supongamos que v2 << v¡ y que lv¡I(E) =O. Sea (A 1 B) una descom

posición de Halm para v'2 entonces: 

lvti(E nA)= O= lvti(E n B) 

y por la hipótesis vi(E) =O= v:¡(E) así que !112I(E) = 0: esto prnPha 

que lv:zl <<V¡. 
Supongamos que lv2l <<V¡ y que ¡,.~¡I(E) =O. entonces 

Supongamos que lv2l << lv¡l, entonces como vi, v:¡ ~ jv2! es inrnndia
to que tJt << lt.ltl y v:¡ << ltJd. Finalnwute. si 1.1i. Iii << !Iltl y jiJt!( F.) = 
O entonces v; (E) =O= v:¡ (E) de donde IJ2( E) = (IJJ - l'i )\E) == 0: 

por lo tanto v2 << V¡. 



130 
MEDIDAS CON SIGNO 

d) Como V l. V¡ existen e, D E S complementarios tales que lvi(C) = 
O= lvti(D). Sea (A 1 B) una descomposición de Hahn para v2, enton
ces como también 

lvi(A n C) = O= jvj(B n C) 

se sigue de la hipótesis que v2(A n C) ~O= v2(B n C) por lo que 

lv2j(C) ==O== jv¡j(D) entonces v2 l. v1. 

P) SPa (A ! B) una cl('~composición ele Hahn para v1. Como v1 l. v existen 
C. D E S C'omplcmcntarios tales que: 

Colllo V¡ << 11 y jJII(D nA) = o= lv!(D n B) cntoucc~; 

jl-'¡j(D) = ivd(D nA)+ ivd(D n B) =O, 

asi pues lvd(Xf== jl-'¡j(C) + l"'ti(D) ==O, pero para todo E E S: 

jv¡(E)I $jv¡j(E) $lvt!(X) =O 

por lP tanto v1 :: O. 

o 
A continuación ciamos una versión continua de la relación v2 << 1/t en el 

ca."\o de qllt.' j112I(X) < +')(). (Ver el ejercicio (123)). 

Teorema 10.15. Sean (X. S) un e~pacio medible y 111, v2 : 8 ~ i medidas 
con signo tales que !v2I(X) < +oo, entonces: 

v2 <<V¡ <=* para todo é >O existe 8 = 8(é) >O 

tal qtw 

lv21(E) < é para todo E E S con lvd(E) < 8. 

Demostración. 
<=] 
SPa E E S tal <pw !11¡ !(E) == O. Pntonres para todo : > O se tiene qne 
¡,,1 (E)j ::::U < 6(~)~ por lo que lv2j(E) < é. Por lo tanto jv21(E) =O. 

. j 

':~ ~-.. 1 
.. 
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=>] . o . , 
Supongamos que la conclusión es falsa, entonces existe éo > y una suces1on 

(En) de elementos de S tales que lvd(En) < 2~. pero lv21(En) ~ co para 
todo n E N. 

Sea E= lim En, entonces por el lema de Borel-Cantelli (ver el ejercicio 
n-oc 

(32)) se tiene que lvd(E) =O, asi pues lv2I(E) =O. 
Por otro lado, como jv2j(X) < +oo se sigue de 3.5 b) que 

00 

lv2I(E) = lim lv2l( U Ék) ~ éo 
nloc 

k=TI 

lo cual no es posible. 

Observación 10.16. En el ejemplo 10.3 2) rn el que se definió 

v(E) = f f d¡t (fE C.t (JI.)) 
E 

o 

se tiene que v << p, y como v es una medida con signo finita, el teorema 
anterior es válido también i.e. dada ~ > O, entonces: 

siempre que E E S satisfaga p,(E) < <5(.:). Este hecho es muy útil y es 
frecuentemente usado. 

3. El teorema de Radon-Nikodym 

El ejemplo mencionado 10.3 2) es muy importante, pues se demos
trará que bajo condiciones muy generales el recíproco es cierto también~ 
en consecuencia será esencialmente el único método de generar medidas con 
signo absolutamente eontinua.s con respecto a una medida dada, este es el 
contenido del teorema de 1\L .J. Radon y O. Nikodym (1930} para el cual 

necesitamos el siguiente lema: 
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Lema 10.17. Sean (X, S) un espacio de medida y v, J.L : S ~ iR medidas 
finitas tales que v << J.L, con v f= O, entonces existen e > O y A E S, con 
J.L(A) >O, tales que A es positivo para la medida con signo v- éJ.L. 

Demostración. Sea (An 1 Bn) una descomposición de Hahn para v- ~J.L 
00 oc 

para cada n E N y sean Ao = U An y Bo = n Bn. Como Bo e Bn, Bo es 
n=l n=l 

negativo para v- ~J.L para todo n, entonces: 

1 
O:::; v(Bo) :S -¡t(Bo) para todo u E Nl dt~ ciondP 11(Bo) =O. n 

por lo que v(Ao) > O (¡me:-; 11 =f. O) y por continuidad absoluta p,(Ao) > O. 
Eutouees exbte 110 E N t~tl <¡lll' Jl(.4 1111 ) >O. Tomamos E= ,~, .r .4 = .4

11
11' 

o 
Teorema 10.18. (Rauon-~ikouym (1930)) Sean (X, S) un espacio ruedible, 
JI : S -4 iR llllR nu'dida rT-finita y 11 : S ~ iR una medida con signo a-finita 
tal que v «: J.L. Entonces. existe fE M( X, S) que satisface 

v(E) = j f d¡t para todo E E S. 

E 

Si existe j E M( X, S) tal que 

v(E) = j j d¡.¡ para todo E E S eutont-es f = j(c.d. rcl. ¡.¡). 
E. 

Demostración. 
Caso 1) J..t y v son medidas finitas. 
Sean 

IC = {!E Lt{¡t) : J .f d¡t ~ v(E) para todo E E S} y 

E 

n = sup {/ f d¡t: fE IC} (~ v(X) < +x). 

•:~~ 
. .aL 

EL TEOREMA DE RADON-NIKODYM 133 

Notamos que si J¡, !2 E IC entonces max{J¡, !2} E /C también, pues 
si para todo E E S denotamos por Et = {x E E : J¡{x) > h(x)} y 

E2 = {x E E: J¡(x):::; h(x)} entonces E= E¡ UE2 (disjunta) y 

j max{f¡,f2} d¡t = j f¡ tl¡t + j h d¡t ~ v(El) + v(E2) = v(E) 

E Et E2 

De hecho. si (fn) denota una sucesión de elementos de /C y Jo = sup{fn : 
n E N}, entonces fn pertenece a IC, pues si g, = max{J¡, ... , fn}, entonces 
por el argumento del párrafo anterior e inducción matemática obtenemos 
que g, E IC. adenu\s como g, j Jo se sigue del T.C.I\1. que para todo E E S: 

f Jo d¡t = lim f g, d¡t :::; 11( E). 
• "' :x;. E 1·: 

Lo anterior prueba simultáneamente qm• Jo E l{ (¡t) y que /o E /C. 
Ahora hallamos una sucesión (J,) e /C tal que J .f11 d¡1 ~ n. entonces 

Jo= sup{/n: n E N} E IC y satisface j Jo d¡.¡ =a. 

Como /o E CT es posible hallar J E M+(X, S) tal que f = Jo (c.d. 
rcl Jl) por lo quP tambivn tendremos f E K y J f d¡t = o. Se probare\ que 
v(E) = J f d¡..t para todo E E S o hien que la medida: vo(E) = v(E)-J f d¡..t 

E E 
e~ idénticamente cero. Si este no es el caso se sigue del 10.17 que existen 
E> O y A E S tales que A es positivo para vo -éJ.L y J.L(A) > O, en particular: 

O JI( En A) ~ vu(E nA) = 11(E nA) - j f d¡1. 

ErM 

S('a !J = f + E\A entonces g E JC pues para todo E E S: 

j.IJ ti¡• = j f d¡t + E¡.t(E nA) ~ j f tl¡t + 11(E nA) ~ v(E) 

E E E-(EnA) 

para todo E E S. pero J g d¡t = o + EJt.(A) > n lo rual contradice la 
ddiuiciún de o y acaba la prueba de existencia en este caso. 
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Si j E MI+(X, S) es tal que v(E) = J f d¡.t para todo E E S, entonces 
E 

ju- j) dp. =O para todo E E S por lo que f = j(c.d. re!¡t). 
E 

Caso 2) JL(X) < oo y lvi(X) < +oo. 
Por el teorema 10.14 e), la condición v << 1-l equivale a la simultánea va

lidez de v+ ~ J-l y v- << f.L· Por el primer cru5o existen j(I), ¡(2) E MI+(x, S) 
únieas ( c.d.rcl p) tales que: 

v+(E) = J ¡O! d¡• y v-(E) = J ¡(2) d¡t para todo E E S. 

E E 

Es claro que .f == ¡< 1 l - ¡(2) satisfaeP las condidones dPl tPorcma y que es 
única ( c.d.rl'l¡t ). 

Caso 3) JI(X) ~ +oc y lvi(X) :::; +oo. (Caso general) 

Hallamos una sucesión (Xn)nEN de elementos de S disjuntos tal que: 

00 

X= U X11 Y JL(Xn) < +oo y lvi(Xu) < +oo para todo n E N. 
n=l 

Denotamos por J-ln, v;i y v;; : Sn n Xn ---. IR las restricciones de J-L, v+ y 
I/- determinadas por x11 (i.c. Jln(E) = J-L(E) para todo E E S n Xn y 
analogamente con v+ y v- ). Como v;[ << Jln y v,-; << JLn, se tiene que por 

el caso 2) existen dos sucesiones (JÁ1
)) y (JÁ2

)) con f~i) E MI+(Xn, S n Xn) 
tales que 

vt(E) = j J~ll d¡t,. y v;;(E) = j /,\2) d¡t.,. 

E' E 

Si E E S, n X 11 , definimos J(i) : X -+ IR poniendo J(i}(:r) = JÁi)(x) si 
x E Xn (i = 1, 2); se comprueba fácilmente que J(i) E M+(x, S), además si 
E E S es arbitrario obtenemos del T.C.l\1 que: 

v+(E) = L:>+(En X,)= f, j J,\n d¡•, 
11=1 n=lEnXn 

T 

:·id 
'.;¡ 
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= t.EL!(l) d¡t = l\: (. ¡ 1(1) d¡t) 

U EnXi 
J=l 

= J ¡(l) d¡t 

E 
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y analogamente v-(E) = J ¡<2
> dJ-L para todo E E S. Ponemos f = j' 1) -

. E 

¡<2) y dejamos al lector el comprobar que f sati!;face las condiciones dP 
unicidad. 

o 
Existen otrns pruebas del teorema anterior. V<'a por C'jcmplo la dP .l. von 

Neumann que aparece en [Ro] pp. 242-243. ejercicio (37). o la que aparece en 
[S-C] pp. 187-189 y que C!:i escndalmente la pnwha original rh' O. Nikod)·m. 

Observaciones 10.19. 

l. El teorema anterior permanece válido aün si ¡t es una medida con 
signo, ya que si (A 1 B) denota una descomposición de Hahn para J.l, 
podemos aplicar los casos ya probados a la."i restricciones ele v y Jl+ 
en A, y a v y J.l- en B. 

2. El teorema anterior permanece válido si v no es u-finita (ver [Halj 
p.l31 ~jercicio 7). sin embargo falla si ¡t no es a-finita at'm si IJ t's 

finita, como el siguiente ejemplo, demuestra: X no-numerable. S = 
{E e X: E ó X- E es numerable}, J-l =conteo y 

v(E) = { :oo si E es numerable, 
:.;i E no es numerable. 

Claramente v << J.l y el teorema. 10.18 no se satisface. 

Definición 10.20. Se~m (X. S) un espacio medible, JL: S~ i una medida 
u-finita y v : S ~iR una medida con signo u-finita tal <¡11<' '" <<¡t. La tíni,·n 
función (c.d. rel. Jl) f E M( X. S) que satisface v(E) = .f f d¡t para todo 

E 
E E S se llama la derivada de Radon-Nikodym de v con respecto a 
Jl y la denotaremos por f = ~;:[Jl) ([¡t] abrevia la expresión (c.d. rel JL)) 
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A continuación enunciamos algunas propiedades de las derivadas de 
Radon-Nikodym. Por simplicidad nos restringiremos al caso de medidas u
finita~. 

Propiedades 10.21. Sean (X, S) un espacio medible, v, v1, v2. p y 
/L: S ---+ i mcdicla.'i a-finitas entonces: 

l. Si Vt << J.l. y v2 << ¡t, entonces: 

d( v¡ ± v2) dv¡ ± dv2 f ) 
V¡ ± V'2 «: Jl y d = -d -~- JL. 

Jl JL l.Jl 

2. Si p << '' y 11 << JI Pllt once:;: 

· dp (dp) (dv) 
p << Jl .Y -1 = -l -d [¡tJ. 

(JI (,JJ Jl 

:t Si 11 y JI :-;ou equivalentes i.e. v << Jl y ¡t << v (dcuotado v ;: J.L) 
entoncc:-s: 

({ 

r (dv) }) d¡t (dv) -l 
IJ .rE){ : dft (:~:) =O =O y dv = dJ.L [J.LJ. 

Demostración. 

l. Es iumediata de la [J.L]-unicidad de lru; derivadas en cuestión. (Para 
v¡ - 11'2 se supon<' qnc alguna de las medidas es finita). 

2. St'ail .f == ;k; y fJ == ~;. Como p, v, Jl son medida~, podemos suponer 
(n~r el raso 1) de 10.18) que .f ~ 0[11J y g ~ O[¡tJ. Sea (s,) una sucesión 
dt• fnudoacs S-simples uo-uegativas (fn) tal que sn T J, eutonces por· 
el T.C.~I: 

1 f dv == lim 1 Sn d~ y j fg d¡t = lim j Sn9 d¡t para todo E E S. 
• 11ix. nfoo 
E E E E 

· Por otro laclo !-Se sigue inmediatamente de la definición de g que si s 
es S-süuplc entonces: 

J ·• 1/p = J Sf) d¡t. 

E E 
1 

J~; 
'B: 
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Asi pues: p(E) = J f dv = J fg dJl para todo E E S y por [J.L]-unicidad 
E E 

se tiene que 
dp 
dj.L = f g[¡t]. 

3. La primera parte es el contenido del ejercicio (128 i)) y se omite. Por 
otro lado se sigue del punto anterior con p = J.L que 

1 = d¡t = (d¡.t) (dv) [J.L) 
dJ.L dv d¡t 

por lo que: ;Y,; = ( ~;) [~}. Obs~rvc finalmente que v = 11 {:} [J.L] = (v]. 
(i.e. JL y v definen los mismos nulos). 

o 
Teorema 10.22. 10 (Descomposición de Lebesgue (1904)) Sean (X, S) un 
espacio medible. v.¡1 : S - idos medidas u-finitas. eutoncc~ existen dos 
únicas medidas u-finitas vo~ v¡ : S - i tales que: 

i) V = vo + V¡ • 

ii) VO j_ Jl y V¡ << Jl. 

Demostración. 
Caso 1) Ji y v medidas finitas. 

Como v ~Ji+ v, entonces v << JL + v. Si f = d(:~v) [¡t + v] entonces 

v( E) = j f d¡.¡ + j f dv para todo E E S 

E E 

de donde O~ f ~ 1[¡t + v) y en particular, O~ f ~ 1(v]. Sea e= {x E X: 
f(x) = 1} y D = {x E X :O~ f(x) < 1}. Definimos vo, Vt :S-i como 
las cont~acciones de va e y a D respectivamente, i.e: vo(E) =''(En e) y 
v¡(E) = v(E n D) para todo E E S. 

Como v (X- (e UD))= O se tiene que v = vo + v¡. 

111 La descomposición 11 = ''n + 111 se llama la descomposición de Lebesgue de v con 
respecto a ¡t. 
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Supongamos que J.t(E) = O, entonces J.t(E n D) = O también y por la 
definición de f: 

v¡(E) = v(En D) = j f dv. (10.1) 

EnD 

Por otro lado f < 1 [v] en En D de donde ~e sigue (ejercicio) que: 

j f dv < v( E n D) si v( E n D) > O 
EnD 

lo cual contradiee ( 10.1): así, 11¡( E) == ll( E n D) = O por lo tanto v1 << ¡t. 
Para demostrar qnc IJI) _l Jl.. Sl'rél snfieicnt.c comprobar que Jt( e) = o. 
Como 11(r) = .f .f d¡1 + .f f d11 = 11(C) + 11(C) ~· iJ((') < +x. PlltotH'('s 

e e 
Jl.(C') ==o. 

SNo f f C' iD) • 

._ 1 11o· IJI : •"J - JI'\ SOll lHt'thdas tales <)lll' /1 = ll(¡ + JJ¡ .\' ¡;(
1 

j_ JI. vr << Jl 
entonces: 

1 1 

JJo - ''o = ''• - ''• 
<:'s una medida con signo que es simnltanPameute ahsolutmm·nt.e continua y 

singular con respecto a J.t y se sigue de 10.14 e) que es idénticamente cero 
por lo tanto Vo = V~ )' lit = vr. 
Ca:-;o 2) ¡1(X) ~ oo y ¡;(X) ::; oc 

Sea (Xn)neN una sucesión disjunta de elementos de S' tales que 

J.t(Xn) < +oo, v(Xn) < +oo para todo n E N. 

Sl•an Jiu Y IJ" : S n X,_ --¡. !R las restricciones de p y v sobre X,. Por el caso 
1) para todo n E N Hja, existen medidas Vn,o y vn.l tales que: 

()O 

Definimos Vo. VI : S--i poniendo Vj(E) = L v,,J(E n Xn) j =O, 1: 
11=1 

se comprne.ha qtw IJo y I.'t son medida.c.; tales quP. 11 == /Jo + v1• lJo ..!... J1. y 

V¡ « p. Supongamos que v = vb + v~ con v{,, v~ medidas tales que vb .l.. ¡t y 
1.1r <<JI, entourp~ la:-; rrstriccioups ''(¡,,.,;~·" :S' n X, ·-· R sat isfm·l'll 
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por la unicidad probada en el caso 1) obtenemos que 

v~.o = vb,n y v;t,l = vLn para todo n E N 

1 1 1 por o tanto, vo = v0 y V¡ = v1• 

o 
Para mayor información sobre la descomposición de Lebesgue de medi

das en lB¡a,b] con respecto a la medida de Lebesgue, vea [S-G] capítulo 9, 
especialmente el Teorema 10, sección 9.6 pp.202-203. 

Teorerna 10.23. (Vitali-Hahn-Saks (1933)) Seau (X, S, J.t) un espacio de 
medida y (v,) una sucesión de medidas finitas en (X, S) tal que vrt << JL 

para tocio n E N. Supongamos que lim v11 (E) existe para todo E E S. 
entonces: 

n-,')C 

para todo E > O existe t5 = t5(c) >O tal que 

sup{vn(B)} <E para todo BE S, eon ¡t(B) < 8. 
u EN 

Demostración. Definimos d : S x S .- [o,~] poniendo d(A! B) = 
tan-1 J.t(A6B) en donde hemos convenido en definir arctan{+oc) = ~· 
(Compare con la seudo-métrica definida en el ejercicio (3-l)). Entonces d 
es una seudo-métrica y al igual que en el ejercicio (34) da lugar a una métri

ca completa sobre el espacio cociente S= S/N(J.t). Por simplicidad en la 
nutación no distinguiremos entre E E S y su clase de equivalencia. 

Sean E > O y n, m E N dadas, fijamos e' E (O, E) y definimos: 

S,.,m ={E E S: !l·n(E)- Vm(E)l ~ E1/3} 

entonces Su,m es d-cerrado, pues si (E k) es una sucesión convergente en Su,m 
con d(Ek, E) --¡. O, entonces J.t(Ek6E) --¡. O y dado que Vn- Vm << Jl., se 
tiene 

por lo que también 

por tanto E E Su,m y Sn,m es cerrado. 
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Sea Sp = n Sn,m, con pE N, como (vn(E)) converge para todo E E S se 
m,n'?_p 

- oc -
tiene que S = U Sp. así que por el teorema de Categoría de Baire (Ver 

p=I 

[H-S] p. 68) algtín Sq tiene d-interior no-vacío. 
Sea A un punto interior de Sq y r > O tal que 

e' 
lvn(E) - vm(E)I $ 3 para todo m, n ~ q 

~-para todo E E S con d(A. E) < r. Por 10.15 es posible C'legir c5 E (0, r) tal 
quC' 

'f.' 
lv, ( B)l < 3 para todo n = l. .... q para todo BE 8 

tal que ¡1(8) < 6 y adt•tmí.s el( A U B, A) < r, d(A- B, A) < r entonces a 
partir de la identidad: 

11,,_(8) = llc1(B) + {vu(B)- vq(B)} 

= vq(B) + {vn(A U B) - vq(A u B)} - {vn(A- B) - vq(A- B)} 

obtenemos finalmente que lvn(B)I < e' para todo n E N, por lo tanto 
sup I11,(B)I <E. 
liE~ 

o 

Corolario 10.24. Si a las hipótesis del teorema anterior se agrega p.( X) < 
+oo, entonces la función v(E) = lim vn(E) es una medida absolutamente 

u-oc 
continua con respecto a Jl. 

Demostración. Basta demostrar que v es a-aditiva. Es evidente que v 
es no-negativa y aditiva, así pues por el ejercicio (38} sen1 suficiente probar 
que 

v (neo Ek) = limv(Ek) 
kj'X 

k=l 

para toda ~uccsióu deerccieutc (E~,.). 
oc 

Sf'a E:::: n E~, .. entonces ('OlllO JI ('S finita Jl(Em- E) ! o (m ....... ex:). 
. k=l 
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Por el teorema anterior, dada e> O se tiene que: sup{vn(Em- E)}< é 
rtEf'l 

si m es suficientemente grande, de donde obtenemos: 

lv(Em)- v(E)I = v(Em -E) :-:;e. 

Esto prueba que v es una medida. La afirmación v << ¡t se prueba de manera 
similar y se omite. 

o 

Observaciones 10.25. Un caso particular importantP de 10.2:1 es el f('¡.;ul

tado contenido e11 el ejercicio (llU ii)). 



CAPÍTULO 11 

La medida producto 

l. Introducción 

En Pstc capítulo l'iP eom;tnt~·e el producto cartesiano de dos espacios 

medihlcs. Se r<'lariona la mrdihilirlad rlc funciones Pn dos variables eon la 

medibilidad de cada uua de sus secciones. Se obtiene a la medida del produc
to nsaudu eomu lwrnuuieuta fuudmueutal d lellla d(' las clasl'S mouótonas 

( 1.12) y se obtiene el principio d<.' Cavalieri. Se prueban los teoremas dP 
Tonelli y clt' Fnbini que n·larionan la integral dohl<' de una funri<ln con las 
integrales iterada..o;. 

Definición 11.1. Sean (X, S) y (Y, T) dos espacios medibles. U u subcon

junto R e X x Y se llama tm rectángulo medible si es de la forma 

R =A x B con A E S y BE T. Nos referiremos a A y B como los ládos 
de R. 

Denotaremos por S X T = {A X B : A E S y n E T} a la familia de los 

rectángulos mediblcs. 

Definición 11.2. Sean (X, S) y (Y, T) dos espacios medible:;. Definimos el 
espacio medible producto denotado (X x Y, S® T) <'ll cloudc S~ Tes la 

cr-ált!,cbra de subconjuntos de X x Y genPrada por SxT i.e. S®T = S(Sx T) 

A continuación identificamos el {tlgühra generada por S x T. Note qnc 
la prueba exhibirá la miHllla descripci<)n si S y T son sólo úlgehn\.'i. 

Teorema 11.3. 11 A( S x T) = { uuiones finita:; di:;junt.él.'i de elementos de 

S X T}. 

11 Como toda üuiúu finita y uisjuula de rcct<illgulos mcdihlcs es cvidcntclllClltc la llllÍÚII 

finita de rect<Íngulos mcdiblcs e inversamente toda unión finita de rectángulos mf'dihles 
puede reescrihirsP como uuiúu finita y di~junta dP rcc-t;\ugnlos nwdihlt•s (wr (lla] t•.it'ITido~ 
10 <:) ;-: 10 «l)). l'lllolln's A(.'i x 7') t'S tmubit'!n la da."it! eh• nniolll'S finitas dl' rt•C"t;Ín~ulos 

mcuiblcs. 

1-13 
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Demostración. Sea A1 = {uniones finitas disjuntas de elementos de 
Sx T}. 

Es claro que A¡ e .A(S X T) y que S X Te A¡. por lo que será suficiente 
comprobar que A¡ es un álgebra de subconjuntos de X x Y, lo cual se 
hará en varios pasos. 

l. Claramente 0 y X x Y E .A1 

2 . .A1 es cerrado bajo intersecciones. 
n m 

Sean D = U A; x Bi y D' == U Aj x Bj en A 1• entonces: 
i==l J=l 

( n · ) (m ) DnD' = U A; x B; n U Aj x Bj = U(A; x B;)n(Aj x Bj) 
t::::l ]=1 l.] 

==U( A; n Aj) x (B; n Bj). 
i,j 

que es la unión finita disjunta de rectángulos medibles. 

3. A1 es cerrada bajo diferencias. 

Sean D y D' como en 2), entonces 

D - D' = (y A; x B;) n ( (X x Y) - y Aj x Bj) 

= (y A¡ x 8;) n ( 0(X x Y) - Aj x Bj) 

=y( A; x B;) n ( 0(X x Y)- Aj x Bj) 

=y ( 0(.4; X B;}n((X x \')- .lj x llj)) 

~-• 
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= un(A¡ x B¡)- (Aj x Bj) 
i j 
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Ahora bien, Ai x B; - Aj x Bj es la unión disjunta de los rectángulos 
medibles 

(A;- Aj) x Bi y (A; n Aj) x (Bi- B1). 

Por {2) A¡ es cerrada bajo intersecciones finitas, por lo que 

n(Ai x B¡)- (Aj x Bj) E A, 
j 

y C'Omo A 1 x B 1 ••••• A, x B, son ajenos. también lo son sus subcon
juntos 

n(A¡ X B¡)- (Aj X Bj), ... l n(An X B,)- (A:¡ X Bj). 
j j 

Esto prueba que D - D' E A1 lo que establece que A 1 es un álgebra. 

o 
Teorema 11.4. Sean (X, S) y (Y, T) dos espacios medibles. Sean lE e P(X) 
y lE' e P(Y) sub-familias no vacías que satisfacen S(lE) = S. S(iE') = T y 

X E lE, Y E IE', entonces: 

S ®T = S(JE X lE'). 

Demostración. Claramente S(IE X IE') e S(S X T) = S 0 T, por lo que 
será suficiente probar que S x Te S(lE x lE'). 

Para A E lE arbitraria, definimos LA = {Be y: A X BE S{IE X iE .. )}. 
claramrnte lE' e L.-1· Probaremos qnP L .. \ es un .\-sistema (ver 1.10). 

i) Y E L1t, pues Y E lE'. 

ii) Si B1 e 82 E LA, como A x (B2 - BI) = A x B2- A x B¡ sP timw 
que B2 - B1 E LA 

iii) Si (Bi) es una sucesión creciente de elementos de LA entonces: 

X X 

A X u 13, = U(A X B;) E S(iE X lE') 
1=1 i=l 
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00 

asi pues U B¡ E LA. 
i=l 

Por otro lado LA contiene a 1r(IE') = {intersecciones finitas de elemen
tos de lE'} ya que si FE 7r(lE'), entonces 

F= Bt n ... nBn 

n 
eon Bi E lE' (i = 1, ... 'n) y A X F = n A X Bi E S(IE X lE'). 

i=l 

Se sigue del L.C.Ivl. que T = S(IE') esta contenida en LA para todo 
A E lE. Ahora fijamos B E T y tlcfiuimoH 

c13_ = {A e x : A x n E S(JE x lE')} 

y analogamente comprobamos que LB es un ,\-sistema qne contiPue a 
rr(E) por lo que drlw contener a 8 = 8(iE). 

Lo anterior muestra que S x T e S(JE x iE') y acaba la prueba del 
teorema. 

o 
Con ayuda del teorema anterior es fácil establecer el ejercicio {133). 

Definición 11.5. SPa Fe X x Y un subconjunto. Para x E X fijo definimos 
la ;¡·-sección de F denotada por Fx como el::;ubconjunto de Y definido por: 

Fe= {y E Y: (:c,y) E F}. 

Analogamente para y E Y, definimos la y~sección de F denotado FY como 
el subconjunto de X definido por: 

pu = {x E X : (:r, y) E F}. 

Es evidente que si A e X y Be Y entonces: 

(A x B)x = {: 

y 

(A x fl)" = { : 

si x E A, 
si 1· ~ A~ 

si y E B. 
si .11 ~B. 

T 

~~· 
-~ 
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Las siguientes son algunas propiedades de las secciones. 

Teorema 11.6. Sean F, H y Fn (n E N) subconjuntos de X x Y y x E X, 
entonces 

i) ( lJ Fn) = U (Fn)x· 
n==l x n=l 

ii) CQI Fn) x = nQI (Fn)x· 

iii) (F - H)x = F.r - Hx, en particular: (X x Y - H).,: = Y - H., .. 

iv) (FD.H):r = F.rD.Hx. 

v) Si Fe H. entonces F.r e H.r· 

Análogamente con las y-secciones. 

Demostración. Cada una de las identidades es consecuencia inmeJiata 
de la definición y se invita a que el lector lrts rompntPhc <h·~ ese modo. 

Un método más rápido es considerar para x E X fija, la función ix : 
Y -t X x Y dada por: ix(Y) = (x, y) y observar que (; 1(F) = 1;~: por lo que 
las identidades son inmediatas del hecho de que la imagen invPrsa cons<~n·a 

las operaciones usuales de conjuntos. 
D 

Teorema 11. 7. Sea F E S® T, entonces F.c E T y FY E S para todo 
x E X, para todo y E Y. 

Demostración. Sea x E X fijo e i.~.. : Y- X x Y dmla por i.r(y) = (.r. y). 
entonces por el ejemplo 1.3.5: 

{ F e X x Y : F.r = i;; 1 
( F) E T} ~ 

es una a-álgebra, que evidentemente contiene a S x T y en ronsccHcncia 

contiene a S® T. Asi pues, Fx E T para todo :r E X. La prueba con las 
y-secciones es totalmente análoga considerando a la funei,)u ¡u : X - X ,-< 1· 
dada por 'i!l(.z:} = (.r, y). 

[J 
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Ejemplo 11.8. El recíproco del teorema anterior es falso. 

Sea X = Y no-numerable, S== T = {A e X : A ó X- A es finito o 
numerable.} y D = {(x,x): x E X} la diagonal en X x X, entonces para 

todo x E X Dx = {x} ==/Y E S, pero por el ejercicio (134 ii)), D ~ S® S. 

Ahora consi<"h•rmnm; IR~ sPr.riones de funciones. 

Defin~ción 11.9. Sea f : X x Y -+ i una función dada. Definimos la 
.r-sección de f. f•ou J" E X fija, como la función !.r : Y -+ i dada por 
fr(Y) = j(:1:,y). De manera análoga se define la y-sección de f, con 11 E Y 
fija. <·omo la función f" : X ~ i dada por f!!(J:) = f(:r~ y). 

Es daro CJIH' ~¡ Fe X X}. c•utonecs (\F).,. = \f,. y (\F)" = \FY· 

El rr!-;ultado rorn·stwÚdil'llÍl' a. 11.7 para funciones S~:~? T-mrdihlcs es 
dNt o ta111hirn. 

Teorcn1a 11.10. S<•a fE M( X x Y, S 0 T), entonces 

fx E ~fi(L T) para: todo x E X y JY E M(X, S) para todo y E Y. 

Demostración. Sea x E X fija, es claro que fx = f o ix, entonces 

para todo B E Iffi:R 

t;I(B) == i_;I (f-l(B)) = (J-l(B))x 

el cual pertenece a T por ll.í. La prurhn para y-secciones es análoga. 
o 

Observación 11.11. El reríproro del teorema anterior es falso. Basta exa

wiuar d Pj<•mplo ll.R y towar f = .\ IJ. 

2. Secciones de conjuntos y las integrales de sus 
medidas 

El siguiP!Ite rc'sultado es la parte rs<'urial de• mwstra const.ruccióu de 
lc1 lll<'clida proc lll('to v po11e t'll PvidPHciH <'1 papel ecutral qtw jnl•gan las 
S('("('ÍOliPS ,Y SIIS llll'didas. 

,-
1 

. •. " .. '. 
lit 

SECCIONES DE CONJUNTOS Y LAS INTEGRALES DE SUS MEDIDAS 149 

Teorema 11.12. Sean (X, S, tL) y (Y, T, v) espacios de medida u-finita y 
FE S®T dados. Si !F: X--+ i y gF: Y--+ i se definen por fp(x) = v(Fx) 

y gF(y) = ¡.L(FY), entonces 

/F E M[+(X, S), _qF E M[+(Y, T) y 1 f F dJl = 1 gF dv. 

Demostración. Sea!= {FE S® T: el teorema es cierto para F}. 
Si A x B E S x T entonces 

f.~xu(x) = { ~(B) si .rE A. 
si .l' ~A. 

i.e. f.4xB = v(B)X.·\ y anúlogamcutc !F\x/J = JI(A).\JJ de doudl• es dara la 
mcdibilidacl en sus respectivos espacios asi como la no-negatividad y 

1 fAxll dJl = ¡t(A)v(B) = 1 gAxlJ dv. 

Asi pues S x T e ! y como S x T es nn rr-sistcma tal qnc S( S x T) = S® T 
será suficiente probar que ! es un .-\-sistema, lo que haremos en el siguiente 

caso. 
Ca."io 1) ¡t(X) < oc y 11(Y) < ex:;. 

i) Como S x Te! entonces X x })'E!. 

ii) Sean F, H E ! tal que F e H, eutouces como ves finita tenemos: 

fH-F(x) = v((H- F)x) = v(llx-Fx) = v(Hx)-v(Fx) = fH(x)-JF(.t) 

i.e. !11-F = !H- !F y analogamente 91/-F = 9
11

- gF. Como F,H E 
! obtenemos f F, f H E MI+ (X, S) y !JF, gH E Mf+ (Y, T) por lo que 
fu-F E MI+(X, S) y g11 -FM+(Y, T). Como X y Y tienen medida 

finita, todas las funciones en cuestión son integrables por lo que: 

1 fH-F d¡t =.! /H d¡t-1 fF d¡t = 1 .9H dv-1 gF d11 = 1 gH-F d11. 

Esto prueba que H - F E !. 
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iii) Sea (Fn) e C una sucesión creciente de subconjuntos con unión igual 
a F, entonces 

fF = lim fF,. y gF = lim gF", 
nToo nr,Xl 

por lo que fF y gF son mediblcs no-negativas y por el T.C.!vl: 

j fF dJL = j gF dv 

lo que prueba que FE C. Por lo tanto, en este caso C =S® T. 

Para el c.:ru;o general, procedemos de la siguiente manera. 
Ca.~m 2) ¡t(X) :S +x y v(Y) ~ +x. 

Sean (X;) ~, (Yj) dos sucesionC's ajenm; <'11 S y T r<'spectivauwnte ta]C's 
que: 

-x: 'X 

X = U Xi, }~ = U }j y ¡,t(X,) < +oo, v(1 j) < +oc para todo i, j E N. 
i=] j==l 

Para FE S® T denotamos Fi,j = F n (.X.¡ x Yj ). Por 1.9 se tiene que 

S® T n (Xi x }j} =S ((S x T) n (X¿ x }j)) 

y que a su vez es igual a 

S(SnX; xTnYj) = (SnX;)C>Y(Tnlj). 

Ademá:-; denotamos por Jli : S n X¡ -+ lR y vJ : T :l lj - IR las restricciones 
de tL y !-' a X; y lj respectivamente. 

Como ¡.t; y '-'j son finitas, se sigue del caso 1) que F1i E (SnX;)0(Tnrj) 
satisfacen la.o.; condiciones del teorema i.c. f¡.~.J. g,..'·-' son no-negativas y 
mediblcs en sus respectivos espacios y 

j /F,J dJL; = j gF,,, dv1 para todo i,j E N. 

Como Fí,J == F n (Xi x }j), con FE S 0 T, entonces (Fij)x = F.r. n }j si 
X E X; ó (Fij);r = 0 si .T ~X,, de donde J'F,,](;r) = ,\x,(J·)v(f,~ n1j) y 
awUoganwut l' 

gF,.) (y) == Xl~ (Y)J.L(F'' n x, ). 
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Por lo que !F = LfFa.i y gF = L9Fi,j, lo anterior prueba que JF y gF son 
~j ~j 

no-negativas y medibles en sus respectivos espacios, además 

J IF dJL = L J !F .. ; dJL = L: J !F,,; dJL¡ 
J,J X, t,J 

= L: j gF•J dvi = L: l gF,,; dv 
I,J Z,] J 

= ./nF dv. 

E:-;to establece el teorema. (Ver el ejercicio 139) ). 

o 
La conclusión del teorema anterior no se cumple si alguno de los espacios 

dP medida no es a-finito como lo muestra el siguiente ejemplo: 

Ejemplo 11.13. Sean X = Y = [0,1], S= T = 1IB[o.1¡. Por el ejercicio (13-l 
i)) la diagonal D pertenece a S,3·T. Sea JL la medida de L<~hesgue sobre lB¡o.q 
y v la medida de conteo, entonces J v( D.T) dJ-L = 1 pero J J-L( DY) dv = O. 

3. La medida producto JL ® v 

Teorema 11.14. 12 (De la medida producto) Sean (X, S, J-L) y (Y, T, 11) dos 
espacios de medida a-finita, entonces la función conjuntista 1r: S® T- IR 
definida por: 

1r(F) =.! v(F,) dJL = J JL(FY) dv 

es una medida a-finita y es la única medida sobre S® T con la propiedad 
de que: 

1r(A x B) = J-L(A)v(B) para todo A x B E S x T. 

Demostración. Claramente 7r(0) =O y 1r(F) ~O. Si {Fn) es una sucesión 
disjunta de elementos en S® T, entonces por 4.16: 

"(Q Fn) = J v ( (Q Fn)J dJL=.! v (Q(Fn)x) d~ 
!:.!Llamaremos a rr la medida producto de p. y v y la denotaremos por rr = /l ~'''· 
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= 1 f (v(F,,)x) dJL = f 1 V ((F,,)x) d{l 
n=l n=l 

00 

: L 1r(Fn) 
n=l 

lo que prueba que 1r es una medida. 
Por otro lado si F = A x B E S x T entonces 

v(Fr):::: ~:t(x)v(B) y 1r(A X B) = ¡t(A)v(B). 

Como X .v Y pueden ser escritos como In unión lllllll<'rnhle dP medihles con 
medida finita, X x Y s~ escribe como la uuión llllllWrahle de rectángulos 
Hu·dibh~s de iT-llll'llida finita. por lo tanto 1r <'S a-finita. 
. Considerando 7TI.A(SxT) : A(S x T) - iR ohh'IH'lllos nua casi medida 
a-fi11ita y por d tt•orema <h• unicidad d<· Hahn 7.12 Pxistl' tma lÍHÍl.'a t>xtensión 
sobre S ~ T que es precisamente 1r. 

o 
De hecho 1 el teorema de Hahn garantiza una lÍniea extensión sobre una 

a-álgebra rr-completa que contiene a S® T y que denotaremos por S® T 
y que en general contiene propiamente a S® T,atín si S y T son completas 
como lo tuuestra el siguiente ejemplo: 

Ejemplo 11.15. Sean X : y = (0, 1], S : T = m¡o,q, J.l = V : medida 
de Lebcsgne sohrc 1B¡0,1¡ y V e (0, 1] uu subconjunto 11o-medihle, entonces 

F == {O} x V ~ S® T (pues Fo f/. T) pero si pertenece a S® T, pues 
F e {O} x Y y rr( {O} x Y) == O. Puede probarse sin embargo que en general: 

S~; T ==S 0 T. 

Observaciones 11.16. Otra descripción de 1r esta dada por: 

7r(F) = inf { ~JL(A;)v(B;): Feº A; X B., A; X B; E S X T} 

para todo FE S®T. 
Esto se signe d<• 11.1-l. 11.3 y 7.11. 
Lo antPrior sugi<'n' otro l'nfoqn<' para la const meció u de la lll('dida pro

ducto considerando a la medida exterior generada por la casi-medida J.l x v 

i 
j 
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definida de manera natural sobre A(S x T) (ver 11.3) y aplicando el teo
rema de extensión 7.11. De este modo se obtiene una medida completa 
definida sobre la a-álgebra de los (J.L x v)* -medibles y que contiene a S 0 T. 
Ahora bien, si A e S y A' e T son subálgebras con la propiedad de que 
S(A) = S y S(A') = T, entonces S(A x A') = S® T por 11.4 y si deno
tamos A

1 
= A(A x A') entonces At consiste de la unión finita disjunta dP 

elementos de A x A' {11.3) y S(AI) =S® T también, por lo que: 

7r(F) = inf { ~ ¡t(A¡)v(B¡): Fe ºlA; X B;, A; X B, E A X A'} 
para todo F E S ® T. 

Se sugiere al lector que trate de seguir este método alternativo para !a 

construcción de la medida produeto si X = 1' = lP?. y A es el ;ll)!;t>hra dt.'l 

ejerddo (7). 
Usando cubiertas medibles (ver el ejercicio (86)) es indusive posibk· 

probar que (J.L x vt coincide con JL ... x v"' :sobre P(X) x 'P\~·). (\.!'a ilLtl¡ 

p.l50. ejercicio 9) 

A continuación enunciamos dos consecuencias fácil<'s del teoremn 11.1 l. 

bajo las mismas hipótesis de éste. 

Teorema 11.17. 

a) Sean E, FE S0T tales que v(Ex) = v(Fx) c.d. relp (o ¡t(E'') = ¡t(FY) 
c.d. rd v) entonces rr(E) = rr(F). (Principio de B. CaYaih·ri (16:1;))). 

h) La!-i siguientes condiciones son eqniva.lPnt.e:-; para F E 8 ·~ T: 

i) 1r(F) =O. 

ii) v(Fx) =O c.d. rel J.l· 

iii) J.L(FY) = 0 c.d. rcl v. 

Demostración. Se omitP. 
u 
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4. El teorema de Tonelli y el teorema de Fubini 

Llegamos al primer resultado que relaciona las integrales de funciones 
en M+(X x F. S~ T) en términos de las integrales iteradas de sus sec
ciones. Nótese que es válido sin restricciones excepto por la hipótesis de 
no-negatividad y se debe a L. Tonelli (1885-1946}. 

Teo~ema 11.18. Sean (X, S,¡..¡,) y (Y, T, v) dos espacios de medida a-finita, 
h E M+ (X x Y, 8 ® T) y A x B E S x T dados, entonces las funciones 

J(;r) = J h.r d11 y g(lJ} = J hY d¡1. son medibles en sus respectivos espacios 
n ..t 

J h rl(¡t S v) = J (! hx dv) d¡t = J (!/¡Y d¡•) (/¡; 

.l)(H ..l H H .·l 

y: 

('11 donde cada t(~rmiuo puede licr +x. 
Demostración. Si h == \P con F E S 2 T. entonces 

J h, dv = J(v), r/11 = J \F, ,¡,, 
B 8 B 

= v(B n FY) = v(((X x B) n F)x) y por 11.12 fes S-medible 

y am1logamcnt<' J h" d¡L = ¡t(A n F") == ¡t ( ((.4 x Y) n F)Y) y por 11.12 g es 
A 

T-mcclihll'. Aplicando 11.1-l ohteuemo~: 

J (! hx dv) d¡t = J v ((X x B) n F),, d¡t 

A 8 A 

= / v ( ( (A x B) n FU d11 = 1, 0 ,, ( (A x B) n F) 

y análogamente 

J , r d(¡• e,: 11). 

AxB 
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Por linealidad el teorema es válido para funciones h : X x Y --+ IR. que 

S ® T -simples. 
Sea hE M+((X x Y), S® T), por 2.6 existe una sucesión no-decreciente 

de funciones S®T-simples (hn) tal que hn l h y por el T.C.:rvi. tenemos que 

J h d(¡..¡, ® v) = lim J hn d(¡..¡, ® v). 
nloo 

AxB AxB 

Sean fn(x) = .f(hn)x dv y Yn(Y) = J(hn)Y dJ.L para· todo n E N, entonces 
B A 

f v g son funciones no-negativas. mediblcs en sus respectivos espacios Y 
n ,T • n 

(.fn), (g,) son sucesiones no-decrecientes y por dos aplicaeiones del T.C.~l. 
ronv('rgr.n a laR funciones medibles no-negativas 

f(:r) = J h, cl11 y 

B 

_q(y) = J hY dJl respectivamente. 

A 

Dos nuevru; aplicaciones del T.C.M. y la validez del teorema para cada hn 

implica que: 

J h d(J.L ® v) = lim 1 hn d(J.L ® V) 
nToc . 

AxB AxB 

y al)álogamente 

o 
Una aplieación interesante del teorema de Tonclli psta en Pl Pjercicio 

(141). 
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Ahora eliminamos la hipótesis de la no-negatividad de la función h, pero 
a costa de imponer la integrabilidad de h, para obtener el llamado teorema 
de G. Fubini (1879-1943) cuyo nombre se asocia a todo resultado en donde 
se efect(ten integraciones iteradas. 

Teorema 11.19. (G. Fubini (1907)) Sean (X~ 8. JL), (Y. T, v) dos espacios 
de medida a-finitas, hE .C 1(X x Y, S ®T,p ® v) y A x BE S x T dadas, 
entonces: 

i) hx E .C I(v) c.d .. y hY E LI (Jl) c.d. 

ii) Si definimos f(;l') = J h.r. d11 c.d. y g(y) = 
H 

f E .CI(¡t) ~· !J E .C 1 (11). 

iii) J h d(¡t8v) ==JI d¡t = Jg dv . 
..tx/J .-\ 13 

J hiJ dv e.d. eutonees 
.\ 

Dernostración. Como h E .C 1 (¡t ;:) 11). entol!cc~ h +. h- E [. 1 (JI :< 11). 
Aplicando el teorema anterior ah+ y como (h+).r = (h:r)+. (h+) 11 = (hy)+ 
se tiene: . 1 ¡+ tl¡t. = 1 y+ <lv = 1 ¡,+ tl(w& v) < +x, 

A B AxR 

pues hE C1 (¡1®v) por lo que j+, g+ son integrables también en sus respecti
vos Pspacios y son eu eonsPeueucia finitas c.d. rcl ¡t .v relt' (rcspe('ti\·auu'ute, 
ejercicio (43)). esto implica que (hx)+ E .Ct(v) (c.d. rel v) y (hY)+ E .Ct(lt) 
(c.d. rd JI). Como el argnmcuto idéntico para¡,- ('S válidl> tatubit;u. obte
lH'lllOS que f y g son integrahl<'s en sus respecrh·os espacios. a.<;i eomo h r y 
hY lo son c.d. Finalmente 

/ h rl(¡t (X) v) = 1 h+ <l(¡t 0 v)- 1 ¡,- d(¡t ·?! ¡;) 

AxR AxB AxH 

= 1 r ,¡,,-1 r <~" = 1 J ,¡" 
A A A 

~· awiloganH'llte: 

1 h d(¡t. 61! v) = 1 !1 di/. 
.-\xU H 

o 
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Veamos algunos ejemplos. 

Ejemplo 11.20. El teorema de Tonelli deja de ser válido si algún factor 
no es a-finito, para esto basta considerar h = XD en el ejemplo 11.13. Sin 
embargo si uno de los factores es (N, P(N), conteo) entonces el resultado es 

cierto. (ver el ejercicio (138)) 

Ejemplo 11.21. Sean X =Y= (0, 1), S= T = l(o,I) y Jl = v =la medida 
2 2 

de Lebe~gue en (0, 1). Sea h: X x Y~ IR dada por: h(x, y)= (}2 :-Yl·:l. Como 

h es continua. h es S'~ T-medihlc. Sea x E (0, 1) fijo entonces: 

1 ( y ) 11- _1 
J(;r) = . hJ. t/11 = x'l + 112 0 - x2 + 1 

}" 

eut.onces 
1 

J
. ¡· dx \ 1 ¡r f dJl = -

2
-- = (arctanx) = -4 . 

• ;¡• + 1 o 
X U 

Pero como h(x,·y) = -h(y,x) obtenemos que J g dv = -¡. 
y 

Los valores resultan ser diferentes ya que h ~ [,¡ {Jt 0 v). hecho que 
comprobamos a continuación i.e. debemos verificar que J lhl d(p. x v) = 

X x't" 

+oo o bien como el integrando es medible no-negativo basta demostrar por 

11.18, que: 

[ (¡ lhl <lv) <i!L = +oo. 

Para todo x E X se cumple 

1 ( 1J ) \:r 1 hdv = = -. x2 + y2 o 2.r. 
(O,x) 

de donde: 

[ (¡ 1"1 dtJ) 
1 1 d¡t d¡t ~- -=+oc 
2. .1' 

X 
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En el siguiente ejemplo ambas integrales iteradas existen y sus valores 

coinciden pero la función no es integrable. 

Ejemplo 11.22. Sean X = Y = lR, S = T = lB¡, J.l = v = medida de 
Lebesgue en IR y h : X x Y ~ IR dada por: 

h(x, y) = { ~z2:~2p si x =O= y 

si x 2 + y2 >O 

entonces si x # O 

J hx rlv = _!__ = - j h.r. dv 
2.r 

(O.oc) ( -oc,O) 

por lo que J h.s: dv = O y analogamente J hu dJ.L = O si y '1= O, pero 
x r 

j lhl dJL®V = j (! lhl dv) d¡t = j t~ = +~. 
XxT X Y X 

Sugerimos al lector que consulte el capítulo 6 de la referencia [Be] que 
incluye una gran variedad de ejemplos y contraejemplos sobre medidas pro

d ucto y el teorema de Fubini. 

Con el teorema de Fubini es posible estahlc'ccr la~ propiedades báo;icas 

de la operación convolución. (Ver los ~jercicios (143). (144), (145), (146), 
(147) y {148)). A~í mi~mo obtenemos el siguiente teorema de integración 

por partes, el cual enunciamos en una versión un poco nu1s general que la 

usual. 

Teorema 11.23. Sean X = [a, bJ. S una a-álgebra de subconjuntos de 

[n~ b] que contiene a la 0'-álgebra de Borel, ¡t : S ---.. IR uua medida y J, g E 
.C1¡{[a, bj). Si F, G : [a.b] --+ 1R se definen por: 

F(x) = j f dJL y G(x) = j g dJL, 

[u . .r.J [u .. l'J 

entonces: 

j jG dp + j yF- d¡1 = F(h)G(h) 

[a,bJ [a,bJ 

! 
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en donde F- (a)= O y F- (t) = lim F(s) si tE (a, bJ. 
.s-t-

Demostración. Definimos 1 : [a. b} x [a, b] ~ iR por la fórmula: 

7(x,t) = { g<n si f :::; :r. 
si x <t. 

~s inmediato comprobar que 1 es S® S-medible y además: 

j f(:r)G(a·) d¡¡(;¡·) = j J(:r) (' / g(t) d¡1(f)) d¡t.(.r) 

[a.l1] [a,IJ] a,:q 

= .f j j(.rb(:r..t) d¡t(l) dJL(.t). 

[a.IJ! [a,bj 

Pero f(x)r(x, t) E .Ct (JL01l) pues 

j lf(x)'Y(x, t)l d(¡t ® JL) ::; j lfl dJL .f lgl dJL < +x. 
[a.bJ x [a.bJ [a,bJ [a.bj 

Aplicando el teorema de Fubini obtenemos que: 

j f(x)G(x) <l¡t(:l:) = j j f(:~:)'¡(.l·, 1) ¡/¡¡(;r) d¡1(f) 

la.IJj !a.blln.I'J 

= j j j(x)g(t) dJL(l:) dJL(t) = j g(t) { F(b)- F-(t)} dJL(l) 

[a,bJ [t.b] [a./Jj 

= G(b)F(b) - / g(x)r (:r) d¡,(:~·} 
[a.bJ 

lo cual prueba d t('on•utc\. 

159 
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Observaciones 11.24. Note que el término F(b)- p- (t) corresponde a la 
expresión: 

j f dp = .~'!'- 1 f dp = .~'!'- (F(b)- F(.•)) = F(b)- F-(t) 
[Lb! (s,bJ 

En general puede tenerse que F(t) =f:. F-(t), esto debido a que J.l ( {t}) > 
O. Por lo que si J1. ( { t}} = O para todo t (como es el caso de la medida 
de Lebesgue). la fórmula de integración por partes adquiere su forma más 
conocida. 

~ 

:.&i 
-~ 
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1 
Ejercicios 

l. Sea R e P( X) una familia cerrada bajo uniones finitas y diferencias. 
Sea (An)i una sucesión de elementos de ~. Pruebe que existe una 
sucesión (En)} de elementos de m con las siguientes propiedades: 

i) En e An para todo n. 

ii) En n E 111 = 0 para todo n -=f. m. 

iii) O En= O A11 para todo m E N (por lo tanto U En = U An) 
n=l n=l u=l n=l 

11-l 
(Sugerencia: Sea Et = At y E11 = A11 - U Aj si n 2: 2). 

j=l 

2. Si A e P(X) es una álgebra con la propiedad de que para cualquier 
oc 

sucesión de subconjuntos disjuntos (En)f de A se tiene que U En E A, 

entonces pnwbc que A es una a-éílgehra. 

(Sugerencia: Use el ejercicio (1)). 

n=l 

3. Pruebe con un ejemplo que una familia no vacía lE e P(X), cerrada 
bajo intersecciones numerables y diferencia simétrica no es necesaria
mente un a-anillo. 

4. Una familia lE e P(X) tal que X E lE y es cerrada bajo unio
nes e inten;eccioncs d<~ familias numerables no es necesariamente una 
a-álgebra. 

(Sugerencia: X= IR, lE= {( -oo, a) :a~ +oo }U {( -oo, b]: b < +oo} ). 

5. Sean E1, ... , En e X dados. 

i) Pruebe: x E E16(E26.E3) <=> x E Ej exactamente para un 
mhncro impar dejE {1, 2, 3}. 

Pruebe lo mismo para (E 1 6.E2)6.E:~ y fondnya qnP la difen'Jwia 
simétrica es una operación ~ociati va. 
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ii) Generalice el inciso anterior como sigue: 

X E Etb.E26 ... !:::.En{::::} X E Ej 

exactamente para un mímero impar dejE {1. 2, 3, ... , n }. 

iii) Si además Et, ... , En E S con (X. S, ¡t) un espacio de medida y 
p.(EJ) < oo para toda j = 1, 2, ... , n entonces: 

n 

Jl(Etb.E26 ... b.En) = L JL(E¡)- 21 L Jt(Ei n Ej) 
i=l i<j 

+ 22 L JI(E; n E1 n E~;)- ... 
i<J<~· 

+ ( -1t- 12"- 1J'(E, n · · · n E,) 

(Sugerencia: Pruebe los casos n = 2 y n = 3 y hw~o use in
dnceión. Compar(' con la ··fórmula de indusión-cxdusióu'· para 
ohtener JI,( E¡ U · · · U E11 )). 

6. Compruebe que .la operación diferencia simétrica !:::. satisface las si
guientes propiedades: 

i) Al:.B e (A!:::.C) u (C !:::.8) 

ii) (A 1 U A:?)!:::. ( B t u Bo¿) e (A 1 !:::. B ¡) u ( A:z!:::. B'l) 

iii) (At n A2)!:::.(Bt n B2) e (At!:::.Bt) u (A2!:::.B2) 

iv) (At - A2)6(Bt - B2) e (A 1.6Bt} u (ihU.B2 ) 

(Sugerencia: x ~ A¡[:~B1 si y sólo si XA,(x) = XB¡(x) (i = 1.2)). 

7. Sea X = IR Y sea A = { unión finita disjunta de intervalos de la torma 
(a.bJ.(-oc,IJ} y (a,+oc)} 

Pruebe que A es un éllgebra, pero no una a-álgebra. 

8. Sea lE= {At, A2, ... , An} e P(X) dada, denotamos 

si a= O 
si a= 1 

Para cada a== (flt,n2 .... . n 11 ) E {0. 1}" definimos Ea= .4,{1 nA~:·.! n 
· · · n A~". Pruebe: -

-·l 
.~ 
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i) A(IE)={ U Ea:De{0,1}n} (convenimos en poner UEa=0). 
aED ae0 

ii) Concluya que #(A(lE)) :::; 22" 

(Sugerencia: para probar la cerradura bajo complementación en (i), 
empiece con Ea y luego trate el caso general). 

9. Sea A e P(X) un álgebra con un número finito de elementos. Pruebe 
que #(A) es una potencia de 2. 

(Sugerencia: Sean Et, E2~ ... , En aquellos elementos diferentes del va
cío obtenidos por el método del ejercicio anterior con lE = A. Pruebe 
que A= A( { E1, E2, ... , Ep} ), el cual puede ponerse en corresponden
cia biunívoca con {0, 1}1'). 

10. Si #(X) ~ s. con~truya. un álgehra Ap e P(X) con #(Ap) == 2P para 
todo p E { 1, 2, ... , s}. 

11. Sea S e P(X) una a-álgebra con un número infinito de elementos. 
Pruebe que S es no-numerable (i.e. no hay a-álgebra numerable infi
nita). 

(Sugerencia: Sea { A1, A2, ... } e S un conjunto infinito. Imitando 
la construcción de los subconjuntos En como en (8) pero ahora con 
o E {O, 1 }N, obtenga una familia numerable infinita {E¡, E2, ... } de 
subconjuntos en S no vacíos y ajenos. Halle una función inyectiva 
i: {0, l}N--+ S). 

12. Sea lE e P(X) fija. Pruebe que para todo A E S(IE), existe una sub
familia. numerable lEo e lE tal que A E S(IEo). 

(Sugerencia:13 Sea S= U{S(IE') :lE' e lE es numerable}. Pruebe que 
S es una a-álgebra y que lE e S= S(IE)). 

13. Sea ~ e P( X) no vacía dada. Pruebe: ~ es un anillo si y sólo si 
{XA : A E ~} es tm anillo algebraico (con las operaciones de suma y 
producto módulo 2). 

13 En general unión de a-álgebras puede no ser una. 11-<ilgehra. 
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14. Sea (En)f una sucesión de subconjuntos de X. Definimos el límite in
ferior y el límite superior de (En) denotados por: lim (En) y lim (En) 

n-.oo n-.oo 
respectivamente como los subconjuntos de X definidos por: 

oc oc oc 00 

lim (Eu) = U n E~.: y lim (En) == n U E~.: (Borel 1905) 
n-.oo 

n-.oo n=l k=n n=lk=n 

Pruebe que: 

i) ;r E lim (E11 ) {::} existen = n(:r) tal que :r E Em para todo 
n-oc 

m~ n. 

ii) x E lim (En) {:} x E En para una infinidad de n.":-;. 
u-x 

iii) lim (E,) e lim ( E11 ). Dé un ejemplo en que la contención sea 
n-oc u->oc 
propia. 

iv) X-lim (En)= lim (X -E11 ) y X- lim (E,)== lim (X- E 11 ). 

n--·:x: . ,_x 11-·:x. u-:x: 

v) Si E, e En+I ó En :::> En+t para. todo n. entonces lim (En) = 

15. Seau (E,)r y (Fn)f dos sucesiones de subconjuntos de X. Pruebe: 

i) lim (En n F11 ) e lim (En) n lim (Fn). Dé un ejemplo en el que 
11 -"::X: n-oc ,-.x; 

la contención sea propia y pruebe que la igualdad se da si n se 
reemplaza por U. 

ii) liut (En) U lim (Fn) e- Hin (E1, UF,). Dé un ejemplo en el que 
n-oo n-oo n-+oo 
la. contención sea propia y pruebe que la igualdad se da si U se 
reemplaza por n. 

16. Sen (a.11) una sucesión de números reales (extendidos), definimos el 
límite inferior y el límite superior denotados lim a,. y lim a71 respec-

n-oo n-oo 
tivamcnte como los números reales (extendidos) a. y a• respectiva-
mente dados por: 
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(Convención: Si S e IR no esta acotado superiormente definimos 
sup S= +oo. Análogamente si S no esta acotado inferiormente defi-

nimos inf S= -oo). Pruebe: 

i) a. y a* siempre existen en i y a. S a*. 

ii) (a,) converge a a E i {::}a. =a== a*. 

17. Sea (En)f una sucesión de subconjuntos de X. Pruebe: 

i) X lim (En) == lim X En Y X lim (En) = J~~ XE,. · 
n-x n-oo n-oc 

ii) (:n~ )f converu·e si y sólo si lim (En) = lim (E,.). En cuyo caso 
' •u 

0 n.-.x n-oc 

lim X.En = lim XE,.· 
n-oc n.-·x 

18. Sea (E,)f una sucesión de subconjuntos de X. Definimos Dt = E¡, 
D2 == D16E2 y en gPneral Dn+l == Dn6En+1 para n = l. 2 .... 

Pruebe: 

(Sugerencia: Use el anterior). 

19. Sea f: X-+ Y una función y sea Be P(Y) dado. Pruebe que: 

A(J- 1(8)) =f- 1 (A(B)) y S(f- 1(8)) ==f- 1
(S(B)) 

(Sugerencia: Consi<kre a la familia K= {De Y: ¡-1 (D) E A(J-
1 
(8))} 

y amílogamcnte con S(f-1(8))). 

20. Sea X = IR y S == {A e IR : A ó IR - A es finito o nnmerabh~ }. 
Describa a las funciones f : X ~ i que son S-medibles. 

21. Sea (X, S) un espacio medible y sea f : X --+ i una función S-medible, 

pruebe que 

{ x E X : f ( x) = a} E S para toda a E iR 

Dé un ejemplo de una. función f : X - i tal que 

{J' E X: f(;r) ==a} E S para toda a E R 

pero que no sea S-medible. 
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22. Sea (X, S) un espacio medible. Sea f : X -+ i una función S-medible. 
Definimos J : X -+ IR como sigue: 

( ~) (x) = { 
0 

1 . 
f M 

si J(x) =O, ±oo 
si f(x) #O, ±oo 

. Pruebe que y es S-medible. 

23. Sean /, h : X ~ i S-medibles g : X -+ IR dadas. Pruebe que si 
g es S-medible entonees m id {f. g. h} {'S S-medible. Inversamente si 

m id {f. g. h} es S-medible para toda f ~· h S-medihles~ entonces g es 
S-medible. 

Aquí m id {a, b. e} denota el valor de en medio entre a, b y c. 

(Sugtlrenria: Prohar primero que: 

mid {a~ b. e} = min { max{ a. b}, max{b~ r}. max{ a, e}}). 

24. Sea f : lR .-. IR diferenciable. Pruebe que f' : lR -+ lR es Borel medible. 

(Sugcreueia: j'(.r:) = lim n{f(;r + 1/n) - f(.t:)} (J~ E R). Pruebe que 
n-oc 

fa(.r) = f(.r +a.) es llorcl medible. para cada a E IR fija). 

25. Sl•a (fu) una sucesión de funciones de lR en lR y sea 

A= {x E X : (fn(x)) converge en IR}. 

Pruebe que 

00 00·00{ 1} A= D ~1 !J X E X: lf,(x) - f,+1,(x)l < k 

26. Hipótesis como en el ca..~o anterior. Si a E IR es dada, entonces: 

{.rE X: /,(.r·)..,.. a}= u n u {:rE X: lft(J·)- al> ~} 
k=1u=1l==n 
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27. Sea X = N y S = P(N). Pruebe que toda medida Jl en (X, S) se ob
tiene a partir de una única sucesión de reales extendidos no-negativos 

( an) como sigue: 

J.l.(E) = { 
0
¿: a,. 

nEE 

si E= 0, 
si E# 0. 

Pruebe además que: 

oc 
i) JL es finita si y s6lo si L a, < +x. 

11=1 

ii) ¡t es a-finita si y :-;ólo si n, < +x para toda n E N. 

28. Sea A e {1,2 ..... 99} un subcoujunto consistente de exactamente 10 
elementos. Pruebe que existen E, F subconjuntos de A ajenos ~· no 

vados tales que 

Ea= Ea 
aEE aEF 

(Sugerencia: Pruebe que c.p : 'P(A) -+ IR dada por cp(E) = L a no 
aEE 

puede ser inyectiva). 

29. Sea (X, S, Jl) un espacio de medida y E¡, ... , E11 E S. 

Para cada m E {1, 2, ... , n} fija, sea Cm = {x E X: x E Ej para 

ex adamen te m. índices j E { 1, 2, ... , n}}. Pruebe: 

i) Cm E S. 
n n 

ii) L Jl(Em) = L m¡t(C,J 
m=l tn=l 

iii) Si Dm = { x E X : x E Ej para a lo más m índices j E { 1, ... , n}} 

(1 ~m~ n) entonces: 

n 11 

E ¡.J,(Em) ~ E m¡.J,(Dm)· 
m:::1 m=1 

iv) Suponga ahora que ¡t(X) = 1 y que A t. A2, ... , A, E S son tales 
que cada .r E X pPrtcnc're al menos a r ele los conjnutos .4;. 
Concluya que existe almcuos un índice i tal que Jl(Ai) 2: r/n. 
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30. Sea (X, S,Jl) un espacio de medida y (An)~=l y (Bn)~=l sucesiones 
de elementos de S. 

i) Si ¡.t(An n Am) =O para toda n #m entonces 

1-' (Ql An) = ~ Jt(A,.) (casi u-aditividad) 

ii) Si ¡.t(Anl:.Bn) = O para toda n entonces 

son todos iguales a cero. 

(Sugerencia: Use.la sugerencia del ejercicio {6)). 

31. Sea (Pn)} una sucesión de polinomios tal que convergen uniformemen
te en [a.b] a cierta función f. Sea H, = {x E [a,b]: Pu(:r) = j(1·)}. 
Pruebe que si f no es un polinomio en [a, b), entonces X( H

11
) - O si 

n-oc. 

(Sugerencia: Si P11 # Pm entonces ""5..(H, n Hm) = o. Concluya que 
oo_ 
L A(H11 ) < ~). 

n==l 

32. (La parte fácil. del lema de Borel-Cantelli). 

Sea (X, S, J.L) un espacio de medida y (En) una ~ueesión de elementos 
00 . 

de S tales que L: J.L(En) < +oo. Pruebe que J-L ( lim E
7
,) =O. 

n==l n-·:10 

33. Sea (X, S, ¡.t) un espacio de medida y (E11 ) una sucesión rle ek•mentos 
de S. Pruebe: 

i) 11 ( lim En) S li111 ¡1(E, ). Dé un ejemplo en el que la (k•signal-
n--x n-x 

dad sea t.'Stricta. 
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ii) Si Jl ( U En) < +oo entonces lim Jl(En) ~ JL ( lim En). Dé un 
n=l n-oo n-oo 

ejemplo en el que la desigualdad sea estricta. 

iii) Pruebe con un ejemplo que {ii) podría no cumplirse si 

34. Sea (X, S, JL) un espacio de medida y sea :F ={A E S: Jl(A) < +oc}. 
Definimos una relación "' en :F x :F poniendo: A "' B(A. B E :F) <=> 
Jt(At:.B) =O. 

i) Pruebe qne "' e~ una relación dP eqnivalenda. 

ii) Denotamos por j al conjunto de ]a:-¡ dm;eH de equivale~eim:y por 
[.4] la dase de equivalencia de A E :F. Pruebe que d: :F x :F -t IR 

dada por d([AJ, [B]) = ¡t(At:.B) está bien deHuicla .v que (F. d) 
es un espacio métrico completo. 

(Sugerencia: Si ([An])f es una sucesión d-Cauchy, halle una subsuce

sión ([Ank])f=l tal que d ([Ank], [Ank+I]) < ~· Sea A. = lim Ank· 
· k-oo 

Pruebe que A. E :F y usando la sugerencia del ejercicio ( 6 j pruebe 
que 

X 

A.t:.Ank e U Ani6Ani+ 1 

j=k 

por lo que d ([A"k], [A*]) ~O. Concluya que d ([An]· [.4,.]) ~ 0). 

35. Hipótesis y notación como el anterior. Pruchr~ que la .. o.; func:iones: 
j x j -t j con valores: [At:.B], [A U B], [.4 n B] y [A - B] en 
((A], [B]} E j x j son d-uniformemente continuru;, !:iÍ JL(X) < +x, 
pruebe lo análogo para la operación: (A].....,. [X- Al. 

(Sugerenda: Use el ejercicio (6) ). 

36. (La complcdón rle un espacio de medida). 

Sea (X,S,J-L) un espacio de medida y seaN= {N E S: JJ.(N) =O} el 
a-anillo de conjuntos S-mcdihles de medida cero. D<'finimos 

S = { (E u J/ t) - J.1h : E E S y A ft e N; E .i\/ ( i = l. 2)} . 
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Pruebe 

i) F E S# F = E U k! o con E E S y Afo un subconjunto de algún 
No E N. (E y Aifo no son ne~esariamente únicos). 

ii) S es una a-álgebra y S e S. 
(Sugerencia: Use (i)). 

. iii) Ji: S-+ R dada por /l(EU !vio) = 1-L(E) está bien definida, es una 
medida en S y iiis = JL. 

37. Hipótesis y notación como en el caso antcrior. 14 PrHPhc: 

i) Si F E S tal qtw ji(F) = o. l'lltonccs A E S para toda A e F. 
Más generalmente: 

ii) Si E e A e F, eon E, FE S y ¡i(F- E) =O, entonces A E S. 

38. Sea (X~ S) tm espacio medible y sea p : S ~ R una fttnri6n fini
ta, no negativa y aditiva. Pruebe qne las siguientes condiciones son 
equivalentes para sucesiones (Ak) de elementos de S: 

i) J.t (u Ak) = E tL(Ak) (A¡ n Ak = 0, l ~k) (u-aditividad). 
k==l k==l 

00 

ii) Si At ~ A2 :) ... y A = n A~. entonces: ¡t(A) = lim JL(Ak) 
k=l k!oc 

(continuidad por arriba). 
00 

iii) Si A1 e A2 e ... y A = U Ak entonces: ¡t(A) = lim p.(Ak) 
k=l kfoo 

(contilnidad por abajo). 

iv) IL ( lim A k) = lim JL( A k) (continuidad). 15 

k-.oc k-oo 

39. Sea (X, S, JL) un espacio de medida a-finita y sea V e S una familia 
consistente de conjuntos ajenos entre sí. Sea E E S con JL( E) > O fijo. 

1~La propiedad (ii) justifica el nombre de J.L-compleción que se da al espacio de medida 
(X. S,¡¡). 

1''Sc supone que (A,.) es tal C")lle lim ;\~ . .:; lim .-h v lim .·h deuuta al mujunto 
~~ A· -x ' A··--x . 

com•ín. 
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Pruebe que la familia Vs = { D E V : ¡.L(E n D) > O} es a lo sumo 

numerable. 

(Sugerencia: Empiece con el caso !-L(E) < +oc). 

'X 

40. Sea (X, S, ¡t) un espacio de medida. Supongamos que A = U An con 
n::l 

oc 

An E S para toda n, p,(A) < oo y que L ¡.L(An) :::; ¡t(A) +e para 
n=l 

algún e > O. Pruebe: 

oc 
i) L JL(E n An) ~ ¡t(E n .4) +e para toda E E S. 

u=l 
X. 

(SngPrf'ncia: Apliqn<' PI ej('rcido (1) a U .4, ). 
n=l 

ii) Sea e = {X E A : X E An para al menos dos n's}. entonces 

C E S y ¡t( C) s; ~. 
(Sugerencia: ConsiderP A - C). 

41. Sea (X, S, 1-L) un espacio de medida a-finita y sea f : X --" i una 
función S-medible. Pruebe que existe una sucesión de funciones 
S-simples (s,,)f tales que s,(x) -+ f(x) para todo :r E X Y 

!-L({x E X: sn(x) #O})< oo para toda n. 

42. Sea (X, S, 1-L) un espacio de medida y f E Jlrf+ (X, S) dados. Pruebe 
que la función ILJ : 8 ~ i definida por p¡(E) = f f d¡.L (E E S) es 

E 

una medida con la propiedad de que ¡.L¡(E) =O si ¡.L(E) =O. 

(Sugerencia: Use el teorema de la <·onvergew·ilt mmu)tona.). 

43. Sea fE Af+(.:'c 8) tal que J f d¡t < +oo Pruebe: 

i) ¡.t( {x E X: J(x)} =+oc)= O. 

ii) {x E X: f(x) >O} es a-finito. 

44. Si /-L(X) < +oc ~,fE 1\/+(X, S) entonces: 

X 

1 f dp < +0c ~ ¿ 2"JI( {.rE X: f(.r) ~ 2"}) < -Lx .. 

· n=U 
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45. Si fE A--J+(x, S) es acotada, entonces 

1 f dp < +oo # ~ ;.1' ( { x E X: f(x) ~ 2
1
.}) <+oc. 

Puede suponerse que JL(X) = +oc. 

46. Pruebe: 

1 J cl¡t = sup {¡ j tl¡1: E E S,¡t(E) <+oc} 

para toda fE 1\f+(X, S) con J f d¡t < +x. 

47. St•a f E 1\1+ (X, S) dada. Si P :: (O = fu < lt < ... ) es mm partid6n 

de (0, +oo) denotamos IIPII = sup {tk+l- tk}· Pruebe que si J f dJ1 < 
+:x:. entonces: 

Jf d¡.L == lim ~ (kJL({x E X: tk < f(x) < tk+t}) 
IIPJI_.ot;; -

con {(k} cualquier conjunto de puntos satisfaciendo c;0 = O y q. E 

[tk, tk+t) si k ~ l. (Cada una de las anteriores se conoce como una 
~uma de Lebcsgue). 

(Sugerencia: Pruebe que J f d¡.¿ ~O si t 1 ~ 0). 
{xEX:f(x}<lt} 

4R. i) Pruebe con contraejemplos que uo hay equivalente al teorema 

de la convergenc~a monótona si la sucesión de funciones (fn) es 
monótona decreciente. Sin embargo, pruebe que si f 1 ~ f 2 ~ ••. 

Y f ft d¡t < +oo entonces: 

J lim f n dJ-L = lim j fn dJL. 
n-oo n-oc 

ii) Pruebe que la conclusión del lema de Fato u podría fallar si no se 

requiere que fn ~O. 
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49. Suponga el lema de Fatou y pruebe el teorema de la convergencia 

monótona. 

50. Pruebe: 

i) Si (fn) es una sucesión de elementos en Af(X, S) y si existe 
g E AJ+(X, S) con J g dJL < +oo tal que fn 2:: -g (c.d rel. 

JL) en E E S entonces: 

J lim f n dJL ~ lim j f n dJL . 
n-oc n-+oo 

E E 

ii) Si existP !1 E 1H+(X, S) con J g d11 < +x tal quP fn ~ -g (c.cl 
re l. J.1) en E E S. entonces: 

lim j fn d¡t ~ 1 lim f n dJl. 
71--+'Xl • n-oo 

E ¡;; 

51. (Lema del prom('clio). 

Sea f E C 1 (X, S, p.) tal qne 1 p(~l 1 f d¡t 1 ::; k· con k ~ O constante, 

para todo E E S con O < ¡t(E) < +oo. Pruebe que l.fl ~ k (c.d rel. 

¡t). 

(Sugerencia: Empiece probando que si f E !1 (X, S, p,), entonces: 

Jl· ({:rE X : lf(x)l > o:} < +oo, para todo o > O)). 

52. Sea (fn) una sucesión de funciones de C¡(X,S,JL), tal que 

f: j Jf., 1 dp < +oo. 
n=l 

oc 
Pruebe que la serie L fn converge a una función fE !1 (X, S, ¡t) que 

n=l 
satisface: 

j J dp = f: j J n dp 
n=l 

¡,Qué significa lo antPrior si· X = N. S = P(N) y JI es la medida dl' 

conteo? 
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53. Sea (in) una sucesión de elementos de Jl;J+(X, S) tal que: fn ~ f (c.d. 
rel. JL) Y f fn d¡t ~ J f djt < +oo. Pruebe que 

1 In d¡L--> 1 f dit para todo E E S 

E E 

(Sugerencia: Aplique el lema de Fatou a las sucesiones (fn"XE) y 

(fnXX-E)). 

5-l. (Una generalización del teorema de la convergenri<i dominada clP H. 
Lt• besgt te). 

Sea (.gn) una sucesión de elementos de .C{(X, S, ¡.t). tal que 

fin --> g (c.d. rcl. ¡t), ron g E r.;- (X. S, 1') y 1 !In d¡t - .! !1 d¡t. 

Sea (.fn) una sucesión en 1\l(X. S) tal que lf,l ~ g 11 y f 11 - f E 

Al (X, S) ( c.d. rel. JL), entonces: 

i) fE Ct(X,S,JL) y 

ii) J f dtt = lim J f, dtt para todo E E S. 
E n-+I)C E 

55. (El teorema de H. Lrbesguc). 

Para f: [a. b] --+IR y t5 >O fija~. ~ea gs(t) = inf {f(x) : x E (t- 6. t + t5) 
n[a,b)} y sea h15(t) = sup {f(x): x E (t- t5, t + t5) n [a. b]}. Definimos 
la envoltura inferior de f y la Puvoltura superior de f como: 

g(t) = limgc5(t) y h(t) = limh«S(t) (respectivamente) 
6TO · ólO 

Pruebe: 

i) g y h son Bord-mPdiblPH. 

(Sugerencia: Prnnhe que g- 1 ((n, +·x)) y h -t (( -·x:. n)) son ahi,'r
tos relativos de [a. bJ. para toda a E IR). 

ii) 9 :S l :S h. Ademá~ g(t) = flt) = h(t) {:::}fes coutiuua en t. 

T 
' j 

1 
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iii) Si f es acotada y no-negativa, entonces 

b 

!1 1 fdt= 1 gd>. y 

a [a,bJ 

b 

1 hd>.=R 1 fdt 
(n,IJj a 

en donde A denota la medida de Lebesgue en B¡a,bl Y Rf, R f 
denotan la integral inferior y superior de Riemann. 

(Sugerencia: Sea ( P11 ) una sucesión de particiones de [a, b) con 

Pn ~ Pn+I y IIPnll ~ O. Si Pn = (a = t() < t¡ < ... < tk, = b) 
defina c

11
(f) = inf{/(~) : ~ E (ti',tj~ 1 )} y Eu(f) = snp{f(~) : 

e; E (ti'· fil+ 1)} ~' e1,(f) = g(t), En(t) = h(t) si t = t~ para alguna 
i E {0, L .... kn }. Pruebe qne en l g, En 1 h y use el TCl\1 Y el 

ejercicio ( 48) inch;o ( i)). 

iv) f es Ricmann-integ;rablc ~i y sólo si f es continua (c.d. rel. A). 
(Teorema dl"~ Lcbcsgue). 

v) Si f es llorel-mcdihle y R.icmann-intcgrable, entonces 

b 

Rl fdt= 1 fd>. 
a (a,bJ 

(ver el ejercicio (91) indso (ii)). 

1 
56. Pruebe que J t ~in ( t) dt existe como integral impropia de Ricmann, 

o 
sin embargo pruebe que f sin ( +.) ~ C t ( (O, 1), B(o.I >, A). ¿Contradice 

esto el ejercicio (55) inciso (v)? 

57. Sea J : IR--+ lR Borel-mediblc tal que su restricción a {a, b] es Riemann-
n 

integrable siempre que a < bE IR. Suponga que lim R f lf(x)l dx < 
. n-oo -n 

+oo. Pruebe que fE C¡(A) y que: 

00 

j f d>. =R.! f(x) dx 
lR -iXl 

(ver el ejercicio ( 91) inciso ( iii)). 
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58. (La función Gamma r: (0, oo) --+ JR). 

00 

i) Sea o> O. Pruebe que .f e-.rxo-t dx = f(n) existe. 
o 

(Sugerencia: Examine por separado la integral sobre (0, 1) y 
[l,oo)). 

ii) Pruebe: 
n 

lim f (1- ~)n xa-l dx = r(o) 
n-oo n 

() 

(Sugerencia: (1- :f)n < (1- ...L..)"+ 1 si:!.< 1) rr - rr+l 11 • 

iii) Pruebe: 

!
X -r X 1 e . n-1 

1 
_ .. t d.r = f(n)'""" -. _ (' .r ~un 

o n=1 

si o > 1. 

(S · : e-x _ -x -2x ) ugerenc1a. l-e-:r - e + e + . . . . 

59. Pruebe el ejercicio (34) usando la completez de C¡ (X, S, J,L). 

(Sugerencia: ¡t(A6B)=J IXA -xal d¡.,L (A, BE S). Si f IX A"-JI d¡_t-+ O 
(n -+ +oc). pruebe que / 2 E .C¡ (JI.) y que J IX.·\, - }'21 dJt - O 
también). 

60. Sea (X,S,J,L) un espacio de medida. Si f E .C1)1 (p,) n Cp2 (J1) con 

1 5; PI < P'l. < +oo, eutouces J E Cp1 (¡_t) para todo pE (PI ,p2). 

(Sugerencia: p = o:p1 + (1- o:)pz para cierta n E {0, 1}. Note que~ y 

1 2 n son exponentes conjugados). 

61. (Generalización de la desigualdad de HOlder). 

Sea (X, S, JL) un espacio de medida P1, P2, ...• p11 E ( 1, +oo) tales que 

1 1 1 - +- + · .. +- = 1 y f¡ E .C1,,(J,L) (i =l. 2 ..... n). 
PI P2 Pn 

Pruebe que: 

i) ft h · · · J n E .C 1 (J,L) · 
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ii) J lfth · · · fnl d¡_t ~ IIft lj¡,.llhllv2 · · ·llfnllpn · 
iii) La igualdad ocurre en ( ii) si y sólo si existe c.p E .C i (1-L) Y cons

tantes no negativas c1, ... ,en tales que lfiiP = Ci'P (c.d rel. ¡_t). 

(Sugerencia: Inducción matemática). 

62. Sean (X,S,p) un espacio de medida finita y pE (O.+x) dados. 

Pruebe que si r E (O,p) y f E .Cp(Jl), entonces f E Cr({t) Y llfllr::; 
llfllvJl(X)s con s = ~ - ~· 
(Sugerencia: Aplique.la desigualdad de Holder 1/!r y g = 1 ). 

63. Sea X = (0. 1). S = ~(u.t; y A = medida de L•.:-brsgue. Pruebe que 

.Cp(A) ~ n .e,.( A) para tuda p > O fija. 
ll<r<¡J 

(Sugerencia: Si p = l. ronsidPr<' ft (.r) = +.. :-;i p :/=- 1 modifique a f¡). 

64. Sean (X, S, p} un espacio de medida finita y f E C x:(JtJ. dados. Pruebe 

que: 
llfllx= lim 11/1!,, 

fi-X 

(Si p(X) = 1 entonces por el ejercicio (62). e)límit.P. P.S creciente). 

65. Sean X = (0, +oc), y A = medida de Lcbesgnc en lElo.+:-c)· Sea P E 

(0, +oo) fija. 

i) Pruebe que existe JP: X -+ R continua con la siguiente propiedad 

(Sugerencia: Si p = l. considere a la fund<)n .f1 (;r) = .r.(l+ll
1
og.rl)2 · 

Examine los casos x E (0, 1) y x E ( 1, +oo} para concluir que 
f¡ E .C¡(p). Utilice la desigualdad p(1 + log t) ::; tP (t 2: 1, p E 
(0, 1)), para t = ~ si lJ > 1 y x E (0, 1) y para t = x, si q E (0, 1) 
y .r 2: l. Para p :f l modifique a .ft ). 

ii) Pruebe que existe f : (0. a) -+ lR (a > O) continua tal que f '1. 
.Cq(¡t) para toda q E (0. +-·:x:). 
(Sng<•n•Hcia: f(.f} = c1i·'"). 
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66. Sea cp: IR -.JR dada por 

oc 

{ 

-1/2 
cp(x) = x 

O. 
si X E (0, 1) 
si x ~ (0, 1) 

EJERCICIOS 

Sea f
1 

ak una serie convergente de números reales positivos. Sea 

.Q = {r¡~r2, ... } una enumeración. Sea f : IR ~ [0, +oo) dada por 

f(x) = L ak<p(x- rk)· Pruebe 
k=:l 

i) f E Ct (>..). (De hecho J f d).. = 2 f ak, por lo que f(x) < +oo 
. k=l 

(c. d. re l. ,\) ). 

ii) f ~ C2(a, b) si a < b. 

(Sugerencia: Para (i) use el TC!vl y para {ii) la densidad de Q en JR). 

67. Sea (X, S, J.L) como en el ejercicio (65). Sea pE {0, +oo) fija y pruebe 

U lq{p,) ~ lp(p,) 
p<q 

(Sugerencia: Considere ft (x) = 1 si p - 1 y mod1'fi ¡ · 
x(l+llogxl)2 - que 1 SI 

p f:: 1). 

68. Hipótesis y notación como en el ejercicio (63). Pruebe que 

loo(P.) ~ n lp(/-L) 
O<p<+oo 

00 

(Sugerencia: L ~= < +oo para toda pE (O, +oo)). 
n::::l 

69. SPa (X, S, JL) un espacio de medida finita con ¡.t(X) = 1. Definimos 

log(O) = -x y exp( -oc)= O. 

S(•a f E !1 (p,) y pruebe 

1 
1 
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i) J log (1/1) dp, ~ log (J 1!1 dp,). La igualdad ocurre si y sólo si 1/1 
es constante (c.d. rel. p,). 
(Sugerencia: Verifique la desigualdad log(t) ~ t -1 si tE [0, +oo) 

con la igualdad t = l. Sustituya t con 11 ~/ 1 e integre). 

ii) limll/llr= exp (J log(l/1) dp,). Compare con el ejercicio (64). 
rlO 
(Sugerencia: Pruebe que tr ; 1 ! log t(r! O) para toda tE [0, +oo) 
para obtener 

li~u ~ (/1!1" d¡t- 1) = jlog IJI dp. 
qu r . 

Use el ejercicio ( 48) inciso (i) para concluir que 

~ (/ 1!1' dJL-1) ~ ~ log j 1!1'' d¡L = j log 1!1 d¡1.). 

70. (Desigualdad de J. L. \V. V .. .J ensen ( 1906)). 

i) Sea 1 e iR un intervalo con más de un punto y ;,: : 1 - lR 
una función convexa, es decir, <p((1 - t)x + ty) ~ (1 - t)~P(x) + 
t<p(y) para todo x, y E I y para todo tE (0, 1). Pruebe que para 
todo .r0 E int(I) existe una recta a través del punto (;r0 , :p(xo))~ 

digamos con ecuación: y = ax + b tal que ax + b ~ ¡p(:l') para 
toda .r E J. (Una recta con tal propiedad se llama recta soporte 
en el punto). 

(Sugerencia: Pruebe que D-(<p)(xo) y D+('t')(xo) cxi~tcn en todo 
Xo E ·int(I), satisfacen n-(;p)(:~:o) ~ D+(9)(.r:o) y tome cualquier 
a E [D-(¡p)(xo)~ D+(íp)(xo)]). 

ii) Sea. (X, S, ¡1-) un espacio de medida con J.L(X) = 1, <p : IR --t IR 
convexa y f E l 1 (¡t), entonces 

<p (j f dJl) :5 j <p(f) dJl (Desigualdad de .Jcnsen) 

En particular .f <P( f) d¡t existe en (-oo, +oc]. 

(Sugerencia: Para cierta recta soporte adecuada. y = ax + b se 
tieuc 

.,; (! J d¡1) = J (nf + b)d¡L :5 ./ .,;(.() d¡1). 
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71. Sea (X,S,J.L) un espacio de medida y fE C1(p) tal que f..L(E¡) < oo 
donde 

E¡== {x E X : f(x) #O} 

entonces: 

lim j lfl 1/nd¡t == Jt(E¡) 
n--oo 

. ¿Es cierto el resultado si no se supone que Jl(E¡) < +oo? 

72. (La otra desigualdad de HOlder) 

Sea pE {0. 1) y e¡< O tal CJlll' ~+~==l. S('a .fE c;~(JI) .v !1 E c:(JL) 
tal que O < J .f./1 d¡t < :x:. ('l!tollc<'s 

(j ) 1/p (/' ) 1/t¡ 1 jl' dJi. . glJ dp ~ . f !1 dp 

(Sugerencia: Sea PI == f, > l. Sea h = (f.q )P y k = g-P entonces 

h E .C1,1 (Jl) y k E C.q 1 (¡t). Con l/1 = l - ¡}¡-. Aplicar la desigualdad de 
Hi>lder usual). 

73. Sea (X.S.p,) un espacio de medida y fE 1\I(X.S). Sea 

.J = { /l 2: 1 : j 1/11' d¡l < DC}. 

Sea c.p: J ~IR dada por cp(p) == .f lfiP d¡t. Pruebe: 

i) .J rR un intervalo {posiblemente vacío o con un solo punto) y qnr 
¡p es continua. 

ii) log(<¡:) <'S COUVl'Xa l'll p} ÍllÍ"Pl'ÍOl' de J. 

(Sugerencia: Use el ejercicio (60) ). 

74. Pruebe directamente qne el espacio normado {fw 11 ·llp). 1 ::; p::; +x, 
es completo. 

75. Pruebe que: 

i) f'1, ~ n 1',. para todo J' > O Hjo. 
O<p<r· 

187 

ii) llxnllr~ !lxnllp si (xn) E lp Y O< p < r ~ +oo. 

Compare con el ejercicio (62). 

(Sugerencia: Pruebe que basta considerar los casos 1 == p < r y p < 
r = l. Para establecerlos es útil la desigualdad ( 1 + t) 8 ~ 1 + ts ( t 2 O) 
si s 2 1, la cual se invierte sisE (0, 1)). Compare con el ejercicio {62). 

76. Pruebe que U lp ~ loo 
p<oo 

(Sugerencia: Considere la sucesión (an)~=l dada por a" = log(!+l) ). 

77. Sea (X. S, Jl) un espacio de medida. f E .Cp(Jt)~ O < p < +oc, y E > O 
dadas. Pruebe que: 

i) Existe g E .Cp(Jl) n Coo tal que: llf- Yllp< €. 

(Sugerencia: Sea (gn) una sucesión de truncamientos de f cou 

9n -+f. Observe que lanl ~ IJI Y IJ- Ynl ::; IJI para toda n E N). 

ii) Existe sE .Cp(¡t) simple tal que 11/- s!lp< ~. 

78. (Recíproco de la desigualdad de HOlder). 

Sean (X, S, !J) un espacio de medida 0'-finita y g E A/(X, S) tales que 
gs E .C1(p) para todas simple en .Cp(¡t), pE (1, +oc) fijo. Suponga 
que existe A 2 O tal que IJ gs d¡tl ~ Allsllv para toda s. Pruebe que 

g E .Cq(¡t) con ~+k = 1 y que IIYIIq~ A. 

(Sugerencia: Halle una sucesión de funciones simples (t,) tal que 
O ~ tu ::; tn+l, tn T !glq Y ¡t({x E X : tu(:.z:) # O}) < +oo para 
todo n. (Ver ejercicio (41). 

Si sn = (tn) 11P sgn(g) entonces Sn es simple, pertenece a .Cp(/-L) y 
tn ::; gsn. Use la hipótesis y el teorema de la convergencia monótona 
aplicado a la desigualdad anterior). 

79. Establezca el siguiente resultado de F. Riesz. 

i) Sea pE (1, +oo) fija y (fn) una sucesión de funciones de lp(/-L) 
tal que fn --+ f (c.d. rel. ¡t) con fE .Cp(Jl). Entonces: 

11/n- f!j¡,--+ O (n--+ oc)~ 1\fnlh,- 1\fl\p (n--+ oc). 

(Sugerencia: El ejercicio (54) es útil). 
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ii) Pruebe que el inciso anterior es falso si p = +oo. 
(Sugerencia: fn(x) == ~tan- 1 (nx) y f(x) = sgn(x)). 

EJERCICIOS 

80. Defina: Pi : P(IR) -+ i ( i = 1, ... ,-6) como sigue: 

p,(E)=g si E=0 
P2(E)={ ~oo si E=0 

si E :f. 0 si E;f;0 

P:~(E}=l: 
si E es 

o si E=0 
si E es aeotado 

acotado 
P.t(E)= 

1 
(E:f-0) 

si E no 
si E no es 

·es ~cotado +oo 
f"H'OtHdo 

Ps(E)=l: 
si E es finito ¡o si E es 
muuerahle 

Po( E)= 
tllllllerablc 

si E no es si E no es 
numerable 

+x 
numerable 

i) ¿Cuál de las funciones Pi es medida exterior y cuál es a-finita? 

ii) Si p; es medida exterior, identifique a AP•. (Ver [Hi]). 

81. Sea 1J. : A -+ i una casi medida y ¡.t * : P( X) -+ i la medida exterior 
genrrada. Pruebe: 

i) Para todo E E A* con p*(E) < +oc y para todo~ > O, existe 
A = A(é) E A tal que JI.*(E6A) < é. 

ii) Inversamente, si E e X es tal que para todo é > O. existe A = 
A(c) E .A con Jl* (ED.A) < e, entonces E E A*. 

82. Sea ¡.t : .A -+iR una casi medida y Ji : A* -+ i la medida generada. 
Sea E E A* entonces Ji(E) =O si y sólo si existe (An)~ 1 e A tal que 

- '"'oc E e limn-oo A11 y Lm==l ¡.t(A,) <OO. 

(Sugerencia: La parte fácil del lema de Borel-Cantelli (32) es útil). 

~3. S('a N e (0,+0C} tal qw• >..*(:V)= O. Defina ../N= {J:f:.rE N}. 
¡\{2 ::::: {;t~ :.tE N} y N+ 1\f == {x +y: x, y E JV}. Pruebe: 
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i) >..*(.[N)= O y 'A*(N2
) =O. 

(Sugerencia: Suponga primero que N e [O~ A] para al~u.na A> O. 
Ver la propiedad (N) de 1\.N. Luzin en [N] Vol. 1, pagma 248). 

ii) e+ e = [O, 2] donde e es el conjunto clásico de Cantor, por lo 
que el inciso anterior no se cumple con la '"suma''. 

84. (Brunn-Mínkowski). Sean E, F e lR no vacíos, E -i- F denota el con

junto 
{.r + 11: X E E, y y E F}. 

Prnch<' que: 

(SugrreneiH: Basta suponer que O < ')..*(E). >..*(~'). < oc. ?onsidPrP 
primero <'l raso PB el qm• E ~· F son uniones hnnm; de mterva.lo~ 
acotados. Ver (Fe] pp. 277-278). 

85. Sea X = IR. S = la u-álgebra de Lebesguc y JL = la medida de Lc.bcs~~c 
sobre S. Pnwlw que el e:-;pario métrico n..<.;ociado (F. d) (n'r el eJercicio 

(34)) es separable. 

(Sugerencia: U se e 1 anterior inciso ( i)). 

86. (Cubiertas y núcleos medibles). 

Hipótesis y notación como en el ejercicio ( 81). 

a) Pruebe: 

i) Para todo B e X ron JI:(B) < +oc. existe C E S(A) tal 

que: 

a) Be e 
b) Si D e e- B COll D E S(A) ('tlt.OIH'PS Ji(D} =o (C se 

llama una cubierta medihle para B) y además Ji( C) = 
¡¡"(JJ). 

ii) Para tocio B e X ron Jl*(D) < -:-x. cxi~tc E E S(A) tal 

í(lll' 

a) E e B 
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b) Si F e B - E con F E S(A) entonces Jl(F) = O (E se 
llama un núcleo medible para B). 
(Sugerencia: Si e es una cubierta medible para By e' 
una cubierta medible para e- B, tome E= e- e'). 

iii) Pruebe que si C y C' son cubiertas medibles de B, entonces 
/i(C!::::.e') =O. (Análogamente con núcleos medibles). 

b) Suponga que J.l es u-finita y pruebe los incisos anteriores si 
p*(B) == +oo. 

87. Hipótesis y notación como en el ejercicio (81). Para Be X defina: 

p.(B) = sup{JI(F): Fe B, FE S(A)} 

PrH<'hP: 

i) ¡t.(B) = ll(E) para todo E núcleo medible para B (compare con 
el anterior. inciso (i)). 

ii) Si Jl"'(B) < +oo, entonces B E A* <=> J-L*(B) = J.l.(B). (¡t. se 
llallla la me<lida interior). 

88. Sean Jl : A -... i una casi medida u-finita, ¡.¿* y IL• : P(X) ~ iR las 
medidas exterior e interior generadas por f.l y ( Bn )f una sucesión de 
subconjuntos de X. Pruebe: 

i) Si Bt e 8 2 e ... , entonces 

¡.t"' (O Bn) = lim ¡t"'(Bn). 
nToo n==l 

ii) Si Bt :J 8'2 ::> ... y J.L*(Bm) < +oo para alguna m, entonces 

· J.L• (ñ Bn) = !\~ IL•(Bn). 
n==l 

iii) Si Bn n Bm = 4J(n ::/=m), entonces 

Jl, (Q s.) ~ ~ I'•(B.) (u-sobre-rulitividad). 

(SugPrrllcia: rse cubiertas y núcleos medibles). 
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89. Hipótesis y notación como en el ejercicio {81). Sea A E A* con Jl(A) < 
+oo y sea B e A. Pruebe 

BE A*<=> ¡t(A) = J-L"'(B) + J-L"'(A- B). 

(Sugerencia: Use el ejercicio {87) inciso (ii)). 

90. Pruebe que si J-L es u-finita, entonces la compleción de S(A) con res
pecto a ¡t"'ls(.A) coincide con A* (ver el ejercicio (36)) .. 

91. Suponga que ¡t : A ~ i es a-finita. Pruebe 

i) f: X -iR es A*-mcdiblc si y sólo si f = g (e.d. rcl. ¡t) eou 
g : X ___. i alguna funci()n S(A)-mcdihle. 16 

(Sugen'ucia: Para cada rE Q sea E,.= {x E X: f(x) > r}. Por 
el ejercicio nntcrior E,. = A,. U 1\lr ron Ar E S(A). 1\/1• e :.V,. E 

S(A) y J-L(Nr) =O. 

Sea N = U N,. y defina g(:l') = f(:r) si :r ~ N y g(x) = O si 
rEQ 

XE N. 

Inversamente, si N = {x E X : f(x) f:. g(x)} entonces para todo 
oER 

{x E X: f(x) >u}= ( {J: E X: g(;r) >o} U {x E N: f(:z: >a)}) 

-{x E N: f(x)::; u}). 

ii) Si f : [a, h] ~ R es R.iPmann-integrable entonces f es Lebesgue
mediblc y 

lJ 

R j f dt = j f d'X (ver el ejercicio (55)). 

a [n,IJI 

iii). Pruebe el ejercicio (57), pero sin suponer que fes Borel-mcdihlP. 

lliEu particular mm fnnci6u C'S LeiH'SJ.!;IIl'-llll'dihh• si .v s{,Jo si es igual casi donde quiera 
a una función Borcl-mcdiblc. 
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92. Hipótesis y notación como en el ejercicio (34). Pruebe que (i, d) es 
conexo. 

(Sugerencia: Para cada [AJ E j fija, defina 1 : [0, +oo) - j como 
sigue: 

J'(s) == íA n ( -s, s)J 

Pruebe que 1 es continua, 1'(0) == [01 y d(1(s), [AJ) --t O (s - +00) . 
. Use la conexidad de (0, +oc). Pruebe que de hecho (i, d) es conectable 
por trayectorias). 

93. Pruebe qtte (F!d) podría no sPr rompaeto aún si p(X) < +x. (ver Pl 
ejercicio (3-1) ). 

(Sugerencia: Sea -~ == [0, 1], S == lffiítUI y JL = medida de Lebesgue. 
Considere 

2"-1 

A. = u [ 2\~ 1 . ~:· J (" ?: 1) 
k=l 

y pruebe que d((A,J. [A,]) = ~(11 f= m). ~h\s gPtll'rahneutc. pruehe 
que puede no ser· localmente compacto). 

94. Sea T : IR -+ lR la transformación afín T(x) = ax + j3 con a, /3 E IR 
a i= O. Observe que si T¡ (:r) = .1· + fl. T2(.r) -== -.r y T1{:r) = !nl:r~ 
entonces T == T1 o T3 si n > O ó T -== T1 o T2 o T:J si n < O. Pruehe: 

i) T;(la) = la i = 1, 2, 3. En general, si h : l. -+ l. es un homeo
morfismo entouecs h(IB!R) = lffi:R. 

ii) Para toda E e 1R: A*{T,(E)) = ,\*(E) i = 1:2 y ,\*(T3(E)) = 
lai..\*(E). 

m) 1i(Aa) = Aa .¿ = 1, 2, 3. 1i 

iv) Para toda E E A!R: A(T(E)) = lniX(E). 

95. Hipótesis y notación como Pn el ~jercicio anterior. Pruebe que si 
E E Añt y f E .C1 (X), entonces 

f o TE C.J(X), y j! o T ti>.= ia!- 1 / f i5.. 
E T(E) 

17
Existcu honu.'Umorlismos tal(•s (Jlll~ h( • ..t_~.) ':j: .·l}. (ver el ejl'fcirio ( liJ:j)). 

• 
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96. Sea (X, S, JL) un espacio de medida y g : X -+ 
1

1R una función 
S-medible. Sea v : JBIR -+ i dada por v(B) = J.L(g- (B)) para toda 
BE JEJR. Pruebe que ves una medida y que J f dv = J (f o g) dJL 

B g-l(B) 

para toda .f : JR --t IR que sea Borel medible y pertenezca a .C1 (v). 

(Sugerencia: Empiece cou f que sea lBa-simple y aproxime). 

97. (Teorema de H. Steinhaus). 

Sean A, B E AR dados con X( A) < +oc. y X(B) < +oo. Defina XA,B : 
l. -+ IR como sigue: 

X .. tiJ(.r) =X( A n (B + .r)) 

en dond(' B + :r.· = {b + :r : b E B}. Pruebe que X .. \,Q e:; continua Y 
conclunt C}ll<' si X( A) >O eutonrPs existe 8 >O tal qnC' ..\(An(A+.r)) > 
o si ¡.r·l < c5 y qne A ÍJ A = {a. - a' : a, a' E A} eontiene al intervalo 
abierto ( -ó, ó). 

(Sugerencia: Empiece con A y B igual a intervalo:;, lu~go ~~u A Y B 
igual a unic>n finita disjunta de intervalos y por aproxnnac10n (ver el 
ejercicio (81)) trate el caso general). 

98. Suponga que existe f: IR-+ IR que sea aditiva (i.e. f(x +Y) = f(x) + 
¡(y) para toda .r, y E IR) y Lebesgue medible, entonces .f (:l') = .f ( 1 ).t· 
para toda x E IR 

(Sugerencia: Pruebe que bm;ta probar que f es a~otada en una ve
cindad de :ro = O. Halle A/ > O de tal modo que ..\(Au) > O donde 
AM = {.r E IR : lf(.r)l :S A/} y aplique e] teorema de Stcinhans 
ejercicio (97) a AM 8 AM ). (Ver (St]). 

99. Denote por x = .x1x2 ••. la expansión decimal (sin cola de nueves) de 
x E [0, 1 ). Sean 

A 1 = {x E [O, 1) : Xi # 7 para toda i E N} y 

A2 = {x E [0, 1) : si Xi = 3 entonces existe i < j tal que Xi = 2}. 

Prw'be qut• .4 1 y i\2 pertenecen a lE¡o.l) y halle 'X( A¡) (i = l. 2) 

(Solución: X(AI) =O~ X(A2) = ~). 
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100. Sea E E AR. Suponga que Á(E~(E + x)) = O para todo x en algún 
subconjunto denso de llt Pruebe que X( E) = O ó X(JR - E) = O. 

(Sugerencia: El ejercicio 97 es útil). 

101. i) Para toda a E {0, 1) construya un boreliano Ca e [0, 1) que sea 

a) Denso en ninguna parte. 

b) Perfecto. 

e) X(.Ca) =a 
(Sugerencia: Imite la construcción del conjunto ternario dP 
Cantor, pero omitiendo :.mbiutervalos abierto~ uuis pcqueüos). 

ii) Pruebe que [O! 1] contiene uu subconjunto P de primera categoría 
tal qnc PE A~ y X([O, 1] - P) =O (i.e. Pes la uuióu munerable 
de conjuntos densos en ninguna parte). 

iii) Geueralire Pl iuri~o antt'rior cou1o ~iguc: para to< la E E AF:. existt
pe E, PE AjR de primera categoría tal que "X( E- P) =O. 

iv) Concluya qtie todo E E Ait puede escribirse como: E= P U N 
con P y N en Aa, ajenos entre sí y tales que P es de primera 
categoría y A(N) =O. 

102. i) Si V e [0.1] es un conjunto no-medible de Vitali y F e V, 
FE Al entonces X(F) = O. 

(Sugerencia: Si F; = F + r¡, T¡ E Q n [-1, 1), entonces Fe UF; 
Ti 

( dh;juntos ); o bien, pruebe que V 8\/ no puede contener intervalos 
y use el ejercicio (97) ). 

ii) Si .A*(E) >O. entonces existe M e E con !vi ~ Añt (Teo. de H. 
Rademacher. 1916). 

(Sugerencia: Si E e (0, 1} considere Ali = (V+ 1·;) n E r; E 

Qn(-1, 1]. Si E <t. (0, 1): existen E N tal que ,\*(En( -n, n)) >O. 
Halle una transformación afín que lleve ( -n, n) en (0, 1), use el 
ejercicio ( 94) y el caso anterior). 

103. E u 1908 F. Dcmstein construyó un subconjunto B e ~ con la:-; ~i

guieutrs propiedadPs: si e e IR es cerrado ~· UO-lllllllerahle. entonces: 
C n B #= (jJ y C - B f:: (j;. Pruebe: 
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i) B ~ AR. 
(Sugerencia: Si BE AR, entonces X(B) = sup{A(C) :e e B, e 
cerrado}). 

ii) Pruebe el inciso (ii) del ejercido anterior usando a B. (Ver (O] 

teoremas 5.3 y 5.4). 

104. La función "escalera" de Cantor. (También conocida como la función 
singular de Lebesgue). 

Para cada x E [0, 1], sea O.a¡n2 ... su expansión ternaria (i.e. :r· = 
00 

¿: ~ con o:¡ = O, 1 ó 2). Sea N = N(;.r) E N el primer índice para el 
i=l 
que llN = l. (Si no hay tal N, ~ea N= +oc). Defina \11 : (0, 1) --+ (0, 1j 
la llamada escalera de Cantor como sigue: 

N -1 rj. 1 ""' .. ' ' \ll(x) = L 2: -r- 2s 
1=1 

n; 
COll /Jz = 2 

Sea C el conjunto ternario de Cantor. Pruebe que: 

i) \ll esta bien definida (i.e. 'll(x) no depende de las posibles expan
siones de x) y que \11 es no decreciente. 

1 

ii) \}1 es continua, w'(t) =o para toda t ~ e y J 'll(t) dt =. ~· 
o 

iii) h: (0, 1] --+ (0, 1] definida por h(x) = ~(.r + \ll(x)) es un horneo

morfismo. 

iv) "X(h((o. 1])- C) = ~ = 3:(h(C)). 
. (Sugerencia: PrtlC'hc que \11 ([0, 1]- C) f'S m1 conjunto nmm~rahlt'. 

con cada uno de los valores tomados en cada intervalo abierto del 
complemento de C. Note también que h(C) y h([O, 1]-C) E IR¡o.IJ 
y son ajenos). 

(Observación: h.(C) f'~ denso en ninguna parte y de medida posi

tiva). 

105. Pruebe: lS 

18Puedc probars~ que #(Ei.) = 2~" y #(Ai.l = 2~". 
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i) Existen homeomorfismos tales que h{A[0,11 ) f:. A[o.l]" 
(Sugerencia: Sea h como en el ejercicio anterior. Halle por el 
ejercicio (102) inciso (ii) un subconjunto no-medible M contenido 
en h(C)). 

ii) i¡o,1J ~ A[o,I]' 
(Sugerencia: Considere h- 1(AI), con h y AJ los sugeridos en (i)). 

106. (Desigualdad de P. Tchcbyshev). 

Sean (X. S, Jl) un espacio de medida y cp : [0, +oc) ---. (0, +x) una 
función no-decreciente y mayor que cero en (0, +oc). Si fE 1\/(X, S) 
es tal que t.; o IJI E Lt (Jt) entonces para toda a >O 

¡¡( {JC E X : 1/(:r)l 2': n}) :S :;tn) ! <;o IJI di' 

107. Sea (X, S,JL) un espacio de medida finita. Para cada f E AI(X~ S) 
defina 

! 1!1 
r(J) = 1 + lfl dJt. 

Pruebe: 

i) r(f) < +oc y d(f . .9) = r(f - g) dr.finc una semi-métrica en 
lvl(X, S). 

ii) d(fu,f)- O (n- +oc) si y sólo si fn- f (n---. +oo). 
I.L 

(Sugerencia: <p( t) = 1 ~t satisface las condiciones del ejercicio 
anterior}. 

iii) Si (f,) es una sucesión d-Cauchy en Af (X, S), entonces existe 
fE A/(X, S) tal. que d(fn, f)---. O (n- +oo). 

108. Pruebe que el lema de Fatou continúa siendo válido si "convergencia 
c.d." se reemplaza por ~'convergencia en medida", en el siguiente sen
tido: Si (fn) es una sucesión de funciones en Af+(X, S) y fu - j, 

JI 

entonces: .! f d¡t :S }~·~ .r ¡,. tl¡t 

Enuncie el análogo al teorema de convergencia dominada y pruébelo. 

_j 
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109. Sea (X, S,¡.¡,) un espacio de medida. Pruebe: fn ~ f c. u. {casi unifor
memente) si y sólo si para todo e> O fija, Jl(Bn(é)) ---.O (n---. +oo) 
con 

Bn(é) = U {x E X: lfk(x)- J(x)l ~e}. 
k?:n 

110. i) Sea X = (0, 1r}, S = Im¡o,1r] y Jl = la medida de Lebesgue. Defina 

fn(x) = 1;;&::{1:). Dada é >O. Halle explícitamente un conjunto 

de Egorov Ee con Jl(Ee) <e tal que (fn) converge uniformemente 

en X- E~. 

ii) 1\[ucstre con ejemplos que la conclusión del teorema de Egorov 
puede fallar si ¡t(X) = +oo. 

1ll. Pruebe el teorema de l.\.1\. Luzin {1913). 

i) f : IR -;. IR es Lcbcsgm' tn<'dihlc si y sólo si para cc-ula E > O existe 
E= E(c) abierto cou A(E) <e y tal que f!K-E : lR- E -;.IR e~ 
continua. 

(Sugerencia: Sea {Ul}~ 1 una base numerable para la topología 
de IR y e> O dada. Como ¡- 1(Ui) E Aa! existen un cerrado Fi y 

un abierto G; tales que 

- e 
y >..(G; -F;) < 2~ (i E N) 

00 . • - 1 
Sea E = U ( G¡- F; ). Inversamente sea E; abterto con >.(E;) < -¡ 

i=l 
00 

(i E N) y con Ji = JIR-E,, continua. Si E = n Ei entonces 
i=l 

00 

X(E) =O y .r-1(U)- E= U !;- 1(U) para toda U e IR abierto). 
i=l 

ii) f : IR---. IR es Lebesgue-medible si y sólo si para todo é > O existe 
9e : lR ---. IR continua, tal que 

X( {x E IR: f(x) f:. 9e(x)}) < é 

(Sugerencia: Use el inciso anterior y el teorema de extensión de H. 

TiPt.ze (Ver [H-S]). Inversamente. sean E,={r E IR: f(x) # g fr. (x)} 

y E= lim E,. Pruebe que f = lim !/...!.. en IR- E). 
11-:X 11-:>c ~ 11 



198 EJERCICIOS 

112. Pruebe el teorema de 1\t Fréchet; f : !R --+ IR es Lebesgue-medible 
si y sólo si existe una sucesión de funciones continuas (fn)} tal que 
fn --+ f (c.d. rel. .X) (fn : IR- IR). 

(S ugercncia: Ver el anterior). 

113. i) Pruebe que f : (0, 1] - lR dada por 

f(x) =U si x =O 
si x =1 O 

es Borel-mediblc, pero no existe una. función continua g:[O. 1] ~IR 
tal que f == g (c.rl. rel. .-\). 

ii) Halle f : {0, 1] --+ JI( Borcl-medible y acotada tal que llf- gllt > O 
para toda y : lü! lJ --+ lR continua. 

11-l. Sean fE .Cp(IR.~AR, X),p E [1, +0(;), y é >O liada.-;: 

i) Pruebe que existe .4 = A(c) > O y g : IR -+ iR continua con 

y(.r) == U pa~a todo .r ~ (-A . .4] tal <¡11<' lif - Yll1,< E. 

ii) Pruebe que existe g escalonada (o lineal por tramos o bien dife

renciable) tal que IIJ- gllp< c. 

llG. Sea JL: IB¡o.IJ -IR uua medida multiplicativa i.c. 

J f g d¡L = uf d¡L) u g d¡L) 

para todas f, g : (0, 1] --+ lR continuas. Identifique a ¡1.. 

116. Sean 1 E .Cp(IR,AR, X) y pE (i. +oo) fijas. Defina j,(.r) ~ 1(t+;r) para 

todo t E lit Pruebe que f E .Cp(A) y que ~~IIft - fllp= O. Más aún, 

pruebe que la función R - .Cp(X) dada por t t-t ft es uniformemente 
continua. · 

(Sugerencia: Empiece suponiendo que 1 es continua e igual a cero en 
IR- [-A, A} (A> 0). Use el ejercicio (114) inciso (i)). 

117. Pruebe el lema de Riemann-Lebesgue: Si fE .C¡(1R,AR,"X). entonces: 

lim J f(.r) { cos(ru) } t!X =O 
u-x Sf'll(ll.t') 

]!( 

.... 
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El mismo resultado se tiene si n ~ oo, con n E IR - N. 

(Sugerencia: Empiece suponiendo que f es escalonada e igual a cero 

en IR- [-A, A) (A > 0)). Use el ejercicio (114). 

118. Sea X = {O,+oc), S = A(o,oo) y JL = "X. Para f E .Cp(X,S,~ 
(p E (1, +oo)), defina F : X ~ 1R poniendo: F(x) = ~ J f d)... 

(O,x) 

Pruebe la desigualdad de G. G. Hardy: 

IIFIIP~ p ~ ¡llfllp 

La de!-iiguahlad ocurre si y sólo si f =U (c.d. rel. X). 
(SngerPncia: Suponga que f es continua . .f ~ O y .f(x) = O si x > A 
(A > 0). Integrando por partes obtenga: 

:X.. ·'X 

j FP(x) dx = -p j FP- 1(x)xF1
(J:) dx <+oc 

o o 

Observe que xF' = f- F; sustituya en la integral y aplique la des
igualdad de Holder a pp-l y f. Concluya el caso general con ayuda 

del ejercicio ( 114) inciso ( i)). 

119. Una familia de funciones {f¡}iei en .Ct(JI) se llama uniformemente 

lim. sup j l.fil d¡t =O 
c:-?O iE1 

{lfil~c} 

Pruebe: 

i) Si I es finito o si existe g E .C¡(J.t) tal que lfil ~ g para toda i E/. 

entonces {f;} ;e/ es uniformemente integrable. 

ii) Si (/
11

) es una sucesión de elementos en .Cp(¡t) (pE [1, +oo) fija) 
tal que f __.e J, entonces {lfniP}nEN es uniformemente integrable. 

1' 

(Sugerencia: Para toda E E S se tiene 

J lf,IPd¡t <; 21' J lf, - fi1'tl¡1 + 21
' J ifiPtf¡¡ 

E E E 
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y pruebe que dadas g E !p(J-L) y e >O existe ó(e) > O tal que si 
p,(E) < 6 entonces J lgiPdJ-L <e). 

E 

iii) Dé un ejemplo de una sucesión de funciones en [, 1 (J-L) que no 
esté dominada en valor absoluto por una función en !f(J-L), pero 
que sea uniformemente integrable. 

(Sugerencia: Sean X= (0, 1), S= l¡o,1], J-L =medida de Lebesgue 
oc 

Y fn = lo;nX[O,I/u] n ~ 2. Note que E nl~gn =+oc). 
n=2 

120. Prut'be el siguiente resultado de C. Vitali: 

Sean (X.S.Jl) un espacio de medida finita y pE [l,+oo) fijos. Si (f11 ) 

es una sucesión de· funciones ('ll Cp(/1) tal qllP j 11 - f con f E C11 (¡1) 
JI 

y {l!uiP}11 EN es uniformemente integrable entonces IIJ, - .fllll- O, 
n _. +x. 

(Sugerencia: Pruebe que (g = lfn - JIP)nEN es uniformemente inte
grable. Por el tcQrcma de Riesz-\Yeyl existe una subsucesióu (}',1k) tal 
que !1,k --4 f (c.d. rel. ¡t) y en medida). 

121. Sean (X, S) un espacio de medida y p: S--+ i' una medida con signo. 
Pruebe: 

i) Para todo E E S: 

p+(E) = sup{p(F): Fe E, FE S} y 

p- (E) = - inf{p(F) : F e E, F F S}. 

Además -p-(E) ~ p(E) ~ p+(E). Concluya que lp(E)I ::; IPI(E). 
ii) Si v es otra medida con signo y uo toma un valor extendido 

diferente al de p; entonces: 

lt' +PI~ lvl + IPI 

122. Sea p uua medida con signo a-finita sobre (X, S). Pruebe:l!J 

1
!
1 
En ( ii) se ha definido f / dp como J f dp +- - .f f dp-. Oh:-;erw que / E C 1 (I¡J!) si ~· 

R ~ ~ 

sólo si f E .C 1 (¡J +) y f E .C 1 (P- ) . 

1 

1 
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i) IPI(E)=maxL~p(F;): {F;}f partición numerable de E, F;ES} 

ii) IPI(E) = sup ü f dp: fE Ct(lpl), 1/1 :51} para toda E E S 

fijo. Si IPI(E) < +oc, entonces en (ii) sup puede reemplazarse 

por max. 

123. Sean J-L y v medidas con signo sobre (X, S). Pruebe que lvl J_ IJ-LI 
si y sólo si para toda e > O existe F = Fe E S con lvi(F) < e y 

\pi( X - F) <E. 

124. Sean ¡t
1 

y ¡t2 dos uwdida.-.; :-;ohre (.\".S'), alguna de cllaH finitas, y sea 

p = JLJ - ¡t2. Pruebe: 

{J-+- =lf¡ y p- =JI'}.<=>/11 l_Jl"2 

125. Sea-(X. S) un espacio medible fijo. Denotaremos por A/ (S) el conjunto 
de me<lilla:-; c·on signo finita:-> ru (X. 8). Pruebe que JI(S) es nn pspaeio 

de Banach sobre IR, con las operaciones: {lt 1 + IL2) (E) = IL 1 (E)+ /L2 (E), 
(aJ-L)(E) = O:J.L(E), E E S, y con la norma IIJtll= ÍILI(X). 

126. Sea (X,S,¡t) un espado de medida. Para Ji E l,¡(¡t) {i = 1,2) fijas, 

defina dos medida.<.; con signo finitas como sigue: 

Prueh<': 

p;{o) = J /; 1/¡J 

( •) 

.¡ = 1, 2. 

¡t( {:rE X: f¡ (.r) = 0}6{:r E X : h(:r) =O}) =O~ eutonces PI := P2· 

(Sugerencia: Observe que jp;l(•) = J IJ;I d¡t y pruebe la afirmación 
(•) 

para IPd (i = 1, 2)). 

127. Hipótesis y notación como en el anterior. Si PI = P2 halle explícita
mente la deri vacla dP R adon-Ni kocl na d11'~ • (. Sl·rá cierto que , I¡J! • 

J..L({:¡; .:=X: ft(.r) = O}ü{.r E X: f:{r) ::j:. O})= ll. mttonces PI j_ P2? 
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128. Sean p, v medidas con signo 0'-finitas sobre (X, S) tales que: v = ¡t. 
Pruebe: 

i) ll ( {X E X : ~~ ( x) = 0}) =. 0. 

ii) Si f E .CJ(Ivl) y p(E) = J f dv (E E S), entonces p << ¡t y 
E 

!!e f r/tl ( d 1 ) d¡t == dll c. . re . J.t • 

120. Sean (X, S, ¡t) un espacio de medida finita y f E .Ct (p) dados. Sea 
p: S- IR definida por 

p(E) = j f dfl 

E 

(E E S). 

Halle la d<'scomposición de Lcbcsguc ¡t = /lo+ JII de ¡t con respecto a p, 
.l D '} t/ul ' • l J Q , ¡· . ' con Ji o p ~· 1' 1 << p. <'sen m a J: l'll t<•rmmos < <' . i. m• eom Jcton 

debe satisfacer f para que p = p? 

130. Sea J.t : Im!R _; iR una medida finita. Defina g : IR. --... IR poniendo 

g(x) == ¡t( ( -oo, x]) (x E R). Pruebe que es no-decreciente, continua 
por la derecha, p((a,bJ) = g(b)- g(a) y /1(1R) == lirm g(:r) (g se llama 

.l' X 

la d.istrilmd<)u de 11 ). Inversamente, sea g : IR ~ IR no-decreciente. 
eontiuua por la derecha. 

Sea A e 'P(R) <'1 iilgehra del ejercicio (7), defina A.,~~ : A ~ IR exten
diendo aditivamente los siguientes valores: 

Ay((a,b]) = g(/;)- g(a), ;\!1(( -oc, b] = g(b)- ~im g(:r) 
.t,¡.-()0 

A.9 ((a, +ov)) == lim g(x)-g(a), ;\9 ((-oo, +oo))= lim 9(x)- lim g(x) 
:r.foo · xioo x! -oo 

Prucbt• qne Pxiste una única medida :\9 definida en una 0'-álgcbra 
completa A; qne contiene a iiR. (:\9 : iiR ~ R se llama medida de 
Lebcsgue-SÚcltjcs generada por g). 

(Sugerencia: Us(• el teorema de extensión de Hahn-Carathéodor~'· La 
rcmtiuuidad poi' la clPredw de iJ es indispensable para probar quP Ay es 
una ca-;i medida. Para adaptar la prueba del teorema 7 .1-l, dada e > O 

1 
1 
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elija Ón > O de tal modo que 9(bn + Ón) - 9(bn) < 2en (posible pues 

9(b~) = g(bn}) y considere la cubierta abierta G ={In} de [a+ é,b] 
donde In = (an, bn + Ó11 ) para cada n y luego use que g(a+) = 9(a)). 

(Observación: "X
9 

es u-finita y :\9 es finita si y sólo si 9 es acotada. 

Además :\
9

( {;r.}) =O si y sólo si g es continua en x). 

131. Sea "X
9 

: lRJR --. i la medida de Lebesgue-Stieltjcs generada por g 
(como en el ejercicio anterior). Pruebe:

20 

132. 

i) 'Xg <<X (medida de Lebesgue) si y sólo si para toda a< bE 1R 
y para todo~> O existe 8 = 8(E,a~IJ) >O tal que si {(a;,b;)};e,¡ 
denota cualquier cole('ci<>n mmterablc disjunta se subiutcrvalos 

abiertos contenidos en [a.. b] tal que I: (b;- a;) < 8 entonces: 
1EN 

Í:(g(b;) -y( a,)) <E . 
iEN 

ii) Si "5.!
1 

<<X. entonces: y'= ~7~' (c.d. rel. A.). 
(Sugerencia: Si 9 es no-decreciente, entonces g' existe ( c.d. re l. 
X) y es integrable en ('Ha.lquicr intervalo [a.. b] (Teorema de Le
besgne). Recuerde la siguiente propiedad de las integrales de 

Riemann-Stieltjcs: 

b b j f dg = j fu' dt, para toda f : [a, b] __, IR continua.) 

a a 

Sea \11 : (0, 1] ~ (0, 1] la función escalera de Cantor (ejercicio (104)). 

i) Pruebe que \11 (kx) = ~w(x) y W {~ + !x) = ~ + ~\IJ(x} 
(x E (O~ 1]}. 

ii) Extienda \11 a todo R poniendo 'll(x) = o si X < o y w(x) = 1 
si x > 1 y pruebe quP si "5.\ll es la medida de Lcbesguc-Sticltjes 

generada por \11 entonces 

'lllg : IR - IR que satisface la propicdacl autNior l'l~ llallla absolutamente continua ((:. 

Vitali, 1905). 
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'X 

a) J eax d"X 111 = pa/2 fi cosh (;{t) (coseno hiperbólico). 
jO,l] k=l 

X 

b) J sen(rrx) dAw = fi cl!s (:{F) y .f cos(1rx) dAw =O. 
¡o,I) k=l ¡o.IJ 

(Sugerenda: Denote por p(a) a la integral en (a). Observe que 

x~((H))=o. 
por lo CJHC' hasta cousidf'l'ar a ht intPJ.?;ral solm· [0.1] _,. [j. 1] ~· liS(' 

el inciso (i) para ohte11er p(o) = (,,¡:tt·osh((Jj:~)p(a(J). PnH'Pdi<'tHio de 
manera inductiva o_htPuga 

J.: 
/ ·t f·t

2 
¡·ti. rr ( (/ ) ( a ) p(a) == f'n . f'''. . .. (J' . co.-;h :-:- ¡> -:-¡ 
• .V ;J 

.i :-1 

.Justifiqtu• PI h<•eho dl' qw• p(fl) - 1 si a --- O. (ii) S(• sip;m• dl· (i) si 
consideran valores particulares para a E C). 

133. Pruebe que JRJR"+'" = lRR" ® Imam. 

1:34. i) Sea (X, d) un espacio métrico separable. Pruebe qtw: D = { (.r. ;r) : 
• t· E X}. la diagonal dt• X x X. JH'l'Í<.'ll<'C'l' H !Bs ~· IBx. 

ii) Sea .Y no mnnf'rahlc ~· S = {A e X : A ó X - A f'li finito o 
umuerablc}. Pruebe que D ~S Q9 S. 

(Sugcrcucia: Si D E S 0 S. entuul'es D E S(lEo). para alguna 
suhfamilia lllltlH'rahl<• l211 e S ~:;;; S (ver d r.•jl'rcicio ( 1:!) \. Por 
definición de S. !En puedr tomarsr ig11nl a {(:rm.:Z"

11
): m.n E~} 

para alglÍu coujuuto 1111111Prahll' {.r,} e X. Obtt.·uga de esto uua 
contradicción). 

135. Enuncie y pruebe los resultados awílogos a los ejercicios (9,1) y (95) 
para transformacionp¡.; Rfirws T : IRn - !Rn. 

(Sugerencia: Sea T(i) = Ai + b, ~i det(A) i O, entonces A correspon
de a una mntriz f]IH' ptwdc• spr llc•\·ada a la lllatriz icl('lltidad rw·diautc 
una eomposicic>n dl· t rau~forHHH'iow•s Plc·uH·ntal<.•s aplirad;Js a sn:-; 1'<'11-

gloues. Examine <'1 Pfl'f'to de éstas sobre celdas u-dillll'll:-liouah:~). 

T 
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136. Enuncie y pruebe los resultados análogos a los incisos del ejercicio 
(100) para subconjuntos de IRn (n > 1). 

137. Imitando la construcción de G. Vitali, obtenga un subconjunto no 
medible contenido en [0. 1) x · · · x (0. 1] (n factores). 

138. Sea (X, S,Jl) un espacio de medida y v : P(N) ~ iR la medida de 
conteo. Pruebe: 

i) E E S® P(N) <=>En E S, para toda n E N. 
oc 

ii) JL ;~: 11(E) = ¿ ¡t(E") (E E S 2 P(N)). 
n=l 

iii) f : X x N~ i es S 0 P(N)-mediblc ~i y sólo si J" es S-medible 
para todo n E N. (f" dt'uota la 11-S<.'<.Ti()u d<.· .[). 

oc 
iv) .f E LJ (JI M 11) <=> ¿ J II" ld¡t < +oc. cu cuyo cellio: 

11=1 

J I d(p r& v l = f J r d¡t = J f r dp 
XEN n=l r~=l 

Enuncie cada uno de los incisos anteriores para el caso en el que 
X = N, S= P(N) y Jl = V • 

139. Sea E e [O~ 1] X [0, 1] medible. Supóugru:;e que: 'X(E'1) 2:: ~ pam toda 
y E {0.1]. Sea F ={.rE [0.1]: "X(E_,.) 2:: i }. Pnl<'lw: 

i) FE Aio.l]' 

ii) "X(F) 2:: ~· 

1-10. S<•a A e [O, x) Lehcsg\H' uu•dihlr y sea 

C.4 = { ( x. 11) E IR 2 
: J x2 + y2 E A} 

i) Pruebe que C;t es Lebesgue medible también. 
(Sugerencia: F : IR ~ IR dada por F(:1:. y) = J:r2 + y2 es conti
nua por lo que si A es abierto en IR, entonces CA = p-- 1(A) es 
abierto cu JR2. 

U St' l'l <'jercicio ( 1!J) ~· prw.•l H' t amhi(~ll qw• (X :-: A)( Cs) = O si 
A(N) = 0). 
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ii) Pruebe que ¡<2)(CA) = 21r J t d>.(t). 
A 

(Sugerencia: Empiece con A igual a una unión finita y disjunta 
de intervalos). 

iii) Generalice i) a otras funciones F : IR x 1R ~ lit 

141. Sean (X, S,J.L) un espacio de medida a-finito y fE Jvf+(X, S) dados. 
Defina 

0.(/) == {(x,t) E X x IR: O~ t < f(x)} 

el conjunto ordeuado inferior de f. Pruebe: 

i) O. (f) es S® $~-medible. 
ii) J f d¡t = ¡t·i:) >.(O.(f)). (Por lo tanto la integral es el ''<írca bajo 

la <'ll rva '' ) . 

iii) "Y(f) = {(x, t): t = f(x)} es S® lB;R-medible y ¡t ® v(¡(f)) =O. 

(Sugerencia: En (i) y (ii) empiece con una función S-simple y aproxi
me. Para (iii) considere {(x, t) :O~ t ~ f(x)} ). 

142. Sean (X, S, 1-l) un espacio de medida u-finito, (¡?1, <p2 :X --+IR funciones 
S-medibles y acotadas con ¡p1 (x) ~ 'P2(:r) para toda :rE X y 

E= {(;r, t) E X x IR: <t?t(:r) ~ 'P2(x)}. 

Pruebe: 

i) E E S® lffiJR. 

(Sugerencia: Aproxime <p1 y <p2 con funciones S-simples, acotadas 
s y s' con: s ~ ¡pi ~ 'P2 ~ s'). 

ii) Si F : E ---+IR es S® Ba-medible y F E .C1 (¡.t ®X), entonces 

j F(x,t) d(!L ®X)= j j F(x, t) dAdiL 

E [.PI (.r) . .;'.!(.r)J iR 

(Sugerencia: Considere las x-secciones de X.F ). 

r 

iii) Sea e E (0, 1) fijo. Defina F: R2 --+ IR como sigue: 

F(x,y) = { (~r si () ~ y < X. Ü < X ~ 1 

si no 
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Pruebe qtw FE .C1 (X~ X) ~'halle J F(:r. y) d(X ~~X). 
(Sugerencia: Una de las integrales itenu}H.o.; es más sencilla. Solu-

• , 1 ) 
ClOll 2( l-e) . 

143. Para toda E e IR defina :(E) = { (x. -y) E IR2 
: .1·- 11 E E}. Pruehe: 

i) Si E E Bp. Ptttonet•s --r(E) E iB:;.'.!. 

(SugerPtH:ia: ~otc qur D : R1 - IR dada por D(.r. y) = .r ·-- !J •·:-

una fundúu <.·ontinwt). 

ii) Si X(E) = o.entonl·es ¡(E) E As:.-~· 

(Sugt'n'nria: PruPhe qw~ (X:-: :\)"(:(EJ) =O). 

iii) Si f : IR - lR <'S A;-mcdiblc. cntonrr~ F(:r.y) = f(;r - u) to•:-: 

Aa·rmcdiblc. 
(Sugerencia: Use el ejercido (Ul) inciso (i) y los inciso~ anterio-

res). 
iv) Si A, BE AR son tales que X( A) < +x y X(B) < +oo~ entonce:-; 

+oo j X( A n (B + .r))d.r = X(A):\(B) (V<'r el ejcrddo (9i)). 

-X 

v) Si .f. g: :R ~iR son AR-nH'dihl(':; <' iutt·J.;~·nhl<'s, entonces la funCÍÓlJ 
f * g : IR ~ i definida mediante la fórrnula:

2
l 

(J • g)(x) = / f(:r:- y)y(y) 1lA(y) (x E IR) 

f. 

e:- A~-mrrliblc. es finita (e.d. rt'l. 'X) y J(f * g)rl:X = (J f dX) 
(J y dX). 
Adenu\s llf * !1!11 ~ \lfilll!.tJl\ 1· 

:.!t La fuucióu f "9 S(' llama co!l\'ulwie.lll dt• J CC•ll ~i· 
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144. Compruebe las siguientes propiedades de la convolución: 

i) f * g == g *J. 
ii) f * (g * h) = (J * g) *h. 

iii) f * (g +h.) = (f * g) + (f * h). 

iv) fn ---+ f y Yn ---+ g (n--+ +oo) entor~ces fn * Yn ---+ f * g 
C1 C¡ C¡ 

(Sugerencia: En (i), (ii) y {iii) use el teorema de Fubini). 

1-15. Enuncie y pruebe los resultado¡; análogos a los dos ejercicios anteriores 
para convolucioues de sueesioues dobles dP mímeros reales. 

(Sugerencia: En este caso se considera (Z, P(Z), conteo) en lugar de 

(IR. Ai, A) y para :r, y: Z __.IR s<~ define :r * y(n) = L :l'u-m1Jm)· 
mEZ 

146. (El teorema de la convolución de W.H. Young). 

Sean p,q E (1, oo) tales que ~ + ~ ?: 1 y sea r E [1, +oc) tal que 

! = l + l - l. Pruebe: 
T p q 

i) Si f E .Cp(.A) y g E .Cp(X) entonces 

U • g)(x) = j f(t)g(x- t) dX(t) E C,(A). 

ii) 11! * YII,·:S ll!llpiiYIIq· 
(Sugerencia: Si J,g 2:: O y p, q y ·r son finitos, e~eriba 

U • g)(x) .~ j JW1' J(t)''(~-)lg(x- t)''l.Hl dX(t) 

y use la desigualdad de Holder para tres funciones con exponentes 

r, Pl y P2 donde: 1/p¡ = 1/p-1/r y 1/P2 = 1/p-1/r. Ver ejercicio 
{61) ). 

1-17. Sea ¡\/(lB~) como en el ejercicio {125). Para cada BE iffiJR definimos 

B = {(x,y) E 1R2 : x +y E B}. 
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Sean J.L, v E 1\l(Ima) definimos su convolución J.L * v : lRa --+ i como 

sigue: 

(J.L * v)(B) = JL ® v(B). 

Pruebe: 

i) J1 *vE 1\/(Bnd Y IIJ.L *vil~ IIJ.LIIIIvll· 

ii) JL *ves la única medida de pE 1\J(BJR) que satisface: 

j f dp = J J f(x +y) rl¡l(>·)dl'(¡¡) 

para toda f :IR -t R continua y tal que lim f(.l:) =O. 
l.rl-oo 

(Sugerencia: Ver el ejercicio (114)). 

iii) La eonvolnei<}n *es eonnmtativa. a.o..;odat.iva y <listrihu~·e la snma. 

(Sugerencia: Use el inciso anterior). 

148. Hipótesis y notación como en el inciso anterior. Pruebe: 

i) No existe 8 E .l\1(Ba) tal que J.L * 8 = J.L para toda J.L E 1\J(Imn~J. 

ii) Si JL <<X entonces Jl * v <<"X y d(~iv) = (~) * (;!x)· 
(Sugerencia: Para el primer inciso note que para toda BE IffiR 

(¡t. II)(B) =! ¡¡(B- t)dll(t). 

Use Fubini para el segundo). 

149. Sean J.L 1, J.L2, Vt, v2 medidas a-finitas definida~ en un espacio mcdiLle 

(X, S). 

i) Si V¡ << J.ll y v2 << J.l2, entonces Vt ® v2 << J.Lt ® Jl2 y 

d(v¡ ® v2) (x. y) = dv1 ® dv2 (y) (c.d. rel. JLt ® JL2)· 
d(JLtfilJL2) c/Jlt cfp'2 

ii) Si Vt .l Jll y v2 .l J.l'J., entonces v1 •& v2 .l Jll ~~ /1'!.· 
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. iii) Obtenga la descomposición de Lebesgue de v¡ ® v2 con respecto 
a J.LI ® J.L2 en términos de las descomposiciones de Vt, con respecto 
a J.LI y de v2 con respecto a JL2. 

150. (Versión integral de la desigualdad de l\Iinkowski). 

Sean (X, S, ¡t) y (Y, T, v) dos espacios de medida a-finitos, f: XxY ~IR 
una función S® T medible y q E (1, oc). Pruebe: 

(! (/ lf(x,y)l dv) q d¡t) ~ :S 1 (! if(r.y)l'~ d¡1)! dv 

es decir 

(Sugerencia: Sea .J(:r) = J!f(x.y)! d11. pruebe que para todas fnnrión 
S-simple en Lp(J.L) con ! + ! = 1 se ticue: p q 

l 

con A= 1 (1 lf(.t·,y)l'~ d¡1); d1J 

y aplique el ejercido (78). Use el teorema de Touelli y la desigualdad 
de HOlder. Ver [H-L-P] p 1-18). 
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iii) Obtenga la descomposición de Lebesgue de V¡® 112 con respecto 
a /-ll ®f..l2 en términos de las descomposiciones de V¡, con respecto 
a f..ll y de 112 con respecto a f..l2· 

150. (Versión integral de la desigualdad de Minkowski). 

Sean (X, S, JL) y (Y, T, v) dos espacios de medida a-finitos, f :XxY -IR 
una función S® T medible y q E (1, oo). Pruebe: 

es decir 

11/ lf(.r, Y)l dvL :5 J llf(;¡·, •lll,1 tf¡, 

(Sugerencia: Sea .J(.r) = J lf(.r, y)l d11. pruebe que para todas función 
S-simple en L:.p(/-l) con ~ + ~ = 1 se tiene: 

1 

A= j (! IJ(x,y)lq dp)' dv 
y aplique el ejercicio (78). Use el teorema de Touelli y la desigualdad 
de Hólder. Ver (H-L-P] p 148). 

.. 
1 

.l4 ...... 
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