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Introduccion

El siguicnte texto surge del material preparado para un curso semestral
sobre Teoria de la Medida e Integracién de Lebesgue y estd dirigido a es-
tudiantes del tercer aio de la carrera de Matemadticas por lo que se supone
que el lector ha llevado un curso de Andlisis Real v ha adquirido nn mancjo
agil de coujuntos, clases de conjuntos, funciones entre ellos, asi como de las
nociones topoldgicas basicas (abicrtos. compactos y continuidad entre otros
y de cardinalidad de conjuntos). asimismo seria deseable algiin conocimiento
sobre convergencia de sucesiones de funciones.

La exposicion de los temas ha sido escrita usando un enfoque general v ¢s
sélo hasta ¢l capitulo ocho en el que se aborda la construceion de la medida
de Lebesgue para los reales. La experiencia me ha mostrado que éste es un
orden conveniente para la presentacion de los temas y en el descenso hacia
los reales se gana considerablemente en perspectiva, lo mismo puede decirse
de la integral para funciones de variable real. Como dividendo adicional el
camino hacia dreas mds avanzadas del Analisis Matematico v la Teoria de
la Probabilidad queda abierto.

Ellibro incluye 150 cjercicios que ilustran y desarrollan la teoria expuesta
los cuales deben considerarse como parte fundamental del curso pues en
algunos se discuten con detalle ejemplos importantes, en otros sc pide al
lector que complete la prueha de algin teorema o bien que desarrolle otra
diferente v otros conticnen resultados adicionales de interés. Es importante
serialar que existe cicrta interdependencia entre los ejercicios por lo que serfa
conveniente que éstos se resolvieran en orden.

La gran mayoria de los cjercicios se acompaiian de sugerencias las cuales
tienen por objeto agilizar su solucién y permitir que el lector avance mas
rapidamente y de este modo pueda cubrir la mayor cantidad de ellos. Las
sugerencias pueden no ser atendidas ya que casi siempre hay mds de un
camino hacia la solucién y otros métodos son posibles y desde luego de-
seables. Hago notar que a lo largo del texto se pide al lector gue verifique
afirmaciones de cardcter rtinario las cuales no fueron incluidas en la lista
final de cjercicios pero que deben tomarse en cucnta.



2 . INTRODUCCION

La bibliografia incluye textos considerados como clasicos en el drea
asi como algunos articulos que me parecen interesantes. Aunque este texto
es autocontenido invito al lector a que los consulte.

Es un grato deber reconocer mi deuda hacia aquéllos de quienes aprendi
medida ¢ integracion ya sea a través de cursos, libros, articulos y durante
la imparticion de la materia a muchas generaciones de excelentes alumnos.

Finalmente agradezco especialmente a la M. en C. Ana Irene Ramirez G.
su intérés y gentil insistencia para darle nueva vida a mis notas, y a Zdenek
Palecek y Rafael Reyes por su asistencia en la transcripcion en ITEXde las
mismas.

Otortio del 2009

Tedy S we bt

e

o m——

Glosario de simbolos

A Algohra de subconjuntos de un conjunto dado X. pigina 5

A(E) Algebra generada por la familia E. pagina 8

A o-dlgebra de los p*-medibles, pagina 87

Az o-algebra de subconjuntos Lebesgue medibles de E. pagina 95

Bg o-dlgebra de subconjuntos de Borel de R, pagina 10

c Un w-sistema, pagina 12

cd. rel. ¢ Casi dondequiera relativo a una medida p. pagina 37

A Diferencia simétrica, pagina 5

Fo Clase de conjuntos que son unién numerable de cerrados. pagi-
na 1l

Gs Clase de conjuntos que son interseccién numerable de abiertos,

pagina 11
L Un lambda-sisteina, pigina 12
L£1(X,8,1) Elespacio de funciones integrables con respecto a j, pagina 57

Ly(X,S,1) El espacio de funciones p-integrables con respecto a p, pagi-
na 69

Lo(X,S,u) El espacio de funciones acotadas c.d.. pagina 77
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La casi medida de Lebesgue, pagina 92

La medida de Lebesgue sobre Ag, pigina 95

Clase de funciones f : X = R que son S-medibles, pagina 39
Clase de funciones f : X — R que son S-medibles, pagina 39
Una medida o una casi medida, pagina 31

La medida exterior generada por una casi medida g, pagina 85
La medida interior generada por una casi medida gr. pagina 190
La restriccion de p* sobre A*, pagina 90

La medida producto de v v. pagina 151

a-anillo de conjuntos v-nnlos. pagina 37

El conjunto potencia de X. pagina 5

La recta real extendida R U {~. —c}. pdgina 23

a-dlgebra de subconjuntos de X. pagina 6

a-dlgebra generada por la clase E. pagina 7

Clase de funciones S-simples no negativas menores o iguales
que f, pdgina 42

La complecién de S con respecto a una medida, pagina 37
g-algebra generada por la clase § x T', pagina 143

Una topologia de subconjuntos de X, pagina 10

Un conjunto no vacio dado. péagina 5

Espacio medible, pigina 15

Espacio de medida, pdgina 37

La funcion caracteristica (o indicadora) de A, pagina 17

CapiTuLo 1
Clases de subconjuntos de un con-
junto dado

1. Introduccion

En este capitulo introducimos importantes clases de subconjuntos de
un conjnunto dado no-vacio. se examinan diversos cjemplos y se considera la
a-algebra generada por una fanilia dada. en particular se disente brevemen-
te la g-dlgebra de Borel en R. Por tiltimo, se prucba el lema de las clases
mondétonas (L.C.M.) que proporciona un método. en general mas simple.
para comprobar que una familia de conjuntos es una g-dlgebra.

En todo lo que siguec X denota un conjunto no vacio fijo y P(X) =
{A: A C X} denota la clase de todos los subconjuntos de X.

Definicién 1.1. Una clase no vacia R € P(X) se llama wn anillo de
subconjuntos de X, si:

i) EFER=>E-FeR

i) EFER=>EUFER.

Si ademds X € R, entonces R se llama un dlgebra de subceonjuntos de
X y entonces se denotara como A. -

(Ver el ejercicio (13)).

Como R # 0, entonees: fe R.yaque: = F-Ee€R.si F€R.

Si E,F € R entonces: EAF (diferencia simétrica) y E N F' pertenecen
a R también ya que:

EAF = (E - F)U(F - E) y (ENF) = (EUF) - (EAF).
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Alternativamente, podiamos haber definido un anillo como una clase no
vacia, la cual es cerrada bajo la interseccion y la diferencia simétrica, esto
se sigue inmediatamente de las identidades:

E-F=EN(EAF)y EUF = (EnF)A(EAF).

Notamos que si R es un dlgebra, entonces X — E € R, si E € R i.e. un
algebra es un anillo cerrado bajo la complementacion.

Definicién 1.2. Una clase no vacia § C P{X) se llama un g-anillo de
subconjuntos de X, si:

i) EFES=E-FeS.

x
ii) St (E,) es una sucesion de elementos de S. entonces |J F, € S.
n=|

Si ademds X € S, entonces S se llama o-algebra de subconjuntos de X.

Como EUF =EUFUQUOU---. entonces todo g-anillo, es un anillo.
Inversamente, un auillo cerrado bajo uniones de familias numerables es un
g-anillo. Ademés, todo g-anillo es cerrado bajo diferencia simétrica e inter-
secciones de familias munerables, esto tiltimo pues:

x A

En = El - U(EI - En)-
1

ne= n=l

Sin embargo, una clase no vacia de subconjuntos de X que es cerrada bajo
diferencia simétrica e intersecciones de familias numerables no es necesaria-
mente un g-anillo (ver el cjercicio (3)).

Ejemplos 1.3.

1. Si X posee mas de un elemento. cutonces P(X) contiene al menos dos
g-algebras, a saber: §) = {0, X} vy S$» = P(X).

2. Sean X un conjunto no numerable, R = {E£ C X : E es finito o
numerable} v.S = {E C X : E6 X - F es finito d numerable}. entonces
R es un g-anillo v S ¢s una o-ilgebra. Como X ¢ no-nunierable,
entonces R # S y ambas son diferentes de P(X).

o ;ﬂ;ﬁr.
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3.Sif: X — Y es unafuncién y § C P(Y) es una g-algebra. entonces:
FUS)={f(E):E€ S}
es una og-ilgebra de subconjuntos de X.

4. Si § C P(X) es una o-dlgebra y A C X es un conjunto no vacio,
entonces la clase {EN A : E € S} denotada por SN A, es una
o-algebra de subconjuntos de A. Observe que este ejemplo se sigue
del anterior si se considera la funcién f: A — X dada por f(r) = z.

5. 51 f: X =Y ¢s una funcién v § € P(X) es una g-algebra. entonces:
{FcY:f"YF)e S}
¢s una g-algebra de subconjuntos de Y.
6. Sea A C X un conjunto no vacio y S C P(A4) una o-algebra, entonces
la clase
{ECX:EnAecS}
es una o-algebra de subconjuntos de X. Observe que este ejemplo se

sigue del anterior si se considera la funcion f : 4 — X dada por

flr)=rx.

7. Todo anillo (6 algebra) con un nimero finito de elementos es un
a-anillo (6 una g-dlgebra). Un dlgebra con un nimero finito de cle-
mentos tiene cardinalidad igual a 27 para alguna p € N (ver el ejercicio
(9)). v toda o-dlgebra con una infinidad de elementos, es no numerable
(ver el gjercicio (11)).

Proposicién 1.4. Sca F una familia no vacia de o-dlgebras de subconjuntos
de X, entonces ({S : S € F} es una o-lgebra de subconjuntos de X.

La demostracién es inmediata de la definicién y la conclusion permancce
vélida si se reemplaza o-algebra con anillo, dlgebra 6 g-anillo.

Teorema 1.5. Sea E C P(X) arbitrario, entonces existe una tunica
o-dlgebra S(E) C P(X) tal que:

i) E C S(E).
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ii) Si § es una g-dlgebra contenida en P(X), tal que E C S, entonces
S(E) ¢ S. S(E) se llama la o-dlgebra generada por E.
Demostracion. Sea F = {S C P( X) S es g-dlgebra y E C S}, F es no
vacia, pues P(X) € F.
Sea S(E) = {S : § € F}, por la proposicién anterior, S(E) cs una
o-dlgebra y claramente E C S(E).
Si § C P(X) es una o dlgebra con E C S entonces S € F y por lo tanto,
S(E)CS.
Finalmente, si §” es una o-dlgebra C P(X) que satisface las propiedades
i) v ii) entonces S C S(E) v S(E) € 9. 1o cual establece su unicidad.
C
Si se reemiplaza g-algebra con un anillo, dlgebra ¢ o-anillo en el teorema
anterior. tendremos la nocién de anillo. dlgebra. 6 o-anillo generado por
E (denotados respectivamente por R(E). A(E) 6 SR(E)).
Las siguientes son algunas propicdades del operador: E — S(E).

Teorema 1.6. Si E.E' C P(X) entonces:
) ECE = S(E) C S(E').
ii) Si E es una o-dlgebra, entonces S(E) = E.
iii) S(S(E)) = S(E).
iv) Ec S(E') y E' € S(E) = S(E) = S(E').
Demostracion.
i) S(E') es una g-dlgebra que contiene a E. = S(E) C S(E').
ii) EC E y es una g-dlgebra, = S(E) C E.
iii) Es inmediata de la anterior.
iv) Por los incisos i) y ii'i) se ticne:

S(E) C S(S(E") = S(E) y S(E') C S(S(E)) =

O
Es claro que las propicdades andlogas para R(E). A(E). SR(E) son cier-
tas también. Por otro lado tenenios

S(E) = S(E) = S(E).

-

L P

SURENS. SR - "S- -
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Teorema 1.7. Sea E C P(X) no vacio, entonces:

i) Todo F € R(E) estd contenido en la unién de un nimero finito de
elementos de E.

ii) Todo F € SR(E) estd contenido en la unién de alguna sucesion de
elementos de E.

Demostracion. Sean R = {F C X : F estd contenido en la unién de un
niimero finito de elementos de E} y SR = {F C X : F est4 contenido en la
unién de alguna sucesién de clementos de E}. Claramente EC R vy E € SR.
ademds es muy facil comprobar que R es un anillo v SR es un g-anillo por

lo tanto R(E) C Ry SR(E) C SR.
O

Ejemplo 1.8.
1. SiE=06 E = {#}, entonces:

R(E) = SR(E) = {0} v A(E) = S(E) = {0.X}.

2. Si E = {A} (A C X). entonces:

R(E) = SR(E) = {0. A} y A(E) = S(E) = {0. 4. X — 4. X}.

3. Si E es un anillo, entonces:
={FCX:FeE6X-FekE}.
Si E es un o-anillo. entonces:

E)={FCX:FcE 6 X -F€E}.

4. Sea X no-numerable y E = {E C X : E c¢s finito} o bien E =
{E C X : E tiene exactamente dos clementos}. entonces:
i) R(E)={E C X:FE ecs finito}.
i) A(E)={EFCX:E 6 X -E csfinito}.
iii) SR(E)

={E C X : E es finito o numerable}.
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iv) S(E)={EC X: E 6 X - E es finito o numerable}.

Teorema 1.9. Sean E C P(X) y F C X, entonces S(ENF) = S(E)NF
(donde S(E N F) denota la o-dlgebra de subconjuntos de F generada por
{ENnF:EeckE}).

Demostracion. S(EYNF = {HNF : H € S(E)} es una o-dlgebra de
subconjuntos de F' que contienc a EN F' y en consecuencia: S(EN F) C
S(E) N F. Inversamente, se verifica que {H € S(E) : HNF € S(EN F)}
¢s una g-dlgebra contenida en S(E) que contiene a E, asi que coincide con
S(E}. por lo tanto S(E)N F Cc S(EN F).
O
El teorema anterior es también cierto si se consideran el anillo, el dlgebra
v el g-duillo generado por EN F y las pruebas son enteramente andilogas.

2. Una o-algebra importante

Sean X = Ry 7 C P(R) la topologia usual de X, definamos la
o-dlgebra de Borel By. como la g-dlgebra generada por 7. i.e. Bg = S(7).
Los elementos de By son llamados borelianos.

Si G € 7. entonces G es la union de una familia. a lo mas mumerable,
de intervalos abiertos con extremos en R, asi pues si I denota la clase de
intervalos abiertos con extremos en R, entonces 7 C S(J) y como I C 7, se
sigue del teorema 1.6 que B = S(I).

Si E={[a,b) :a <b,(a,b € R)} entonces:

Todo intervalo de 1 es la union de una familia numerable de intervalos
de E v todo intervalo de E es la interseccion de una familia numerable de
intervalos de I.

Demostracion.
(“’b) B n=1 [a * ;’b) Y [a, b) - n=1 (a B ;L.’b)

en consecuencia I C S(E) y E € S(I) y por lo tanto S(E) = S(I) = Bg.
d

o -

s
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De manera andloga, se puede probar que Bg es la o-dlgebra generada
por la clase de los intervalos cerrados y por la de los intervalos semicerrados.
En cada una de las cuatro clases consideradas basta tomar a los extremos
de los intervalos en algiin subconjunto denso de R y entonces la o-dlgebra
generada es B también.

A continuacién identificamos algunos borelianos: Los conjuntos abiertos,
los conjuntos cerrados, los conjuntos numerables y los intervalos de todo tipo
son borelianos. Un conjunto es de tipo G; si es la interseccién de una familia
numerable de conjuntos abiertos y un conjunto es de tipo F, si es la unién
de una familia numerable de conjuntos cerrados y los conjuntos de ambas
clases son borelianos también.

Continuando de esta manera definimos la clase de conjuntos de tipo G,
como aquellos que se pueden escribir como la unién numerable de conjun-
tos de tipo Gs y los de tipo Fj, como la clase de conjuntos que pueden
escribirse como la interseccidén numerable de conjuntos de tipo F,. Asf in-
ductivamente, sc¢ pueden construir las dos siguientes cadenas de clases de
conjuntos borelianos:

G5 C Gos C Goos C Gosos C -+ }
C CcB
’ {foc-rdac-radac}-éaéac"' K

El complemento de cualquier conjunto en alguna clase, pertenence a la
clase correspondicnte en el otro renglén. Puede probarse que cada contencion
es estricta y que la totalidad de dichas clases no agotan a Bg. Mas adclante
se probard que Bg G P(R). (Ver C. Kuratowski “Topologie I” Vol. 3)

3. El lema de las clases mondtonas

(La lectura de esta parte puede posponerse hasta el capitulo once en
donde ser4 usada.)

Sea E ¢ P(X) dada y supongamos que todo E € E satisface cierta
propiedad P. Una manera de probar que todo elemento de S(E) también
satisface la propiedad P consiste en verificar que {F C X : F satisface
P} es una o-dlgebra, esto, en casos particulares, puede resultar una tarea
dificil. Para simplificar esta tarea se consideraran dos nociones de clases de
subconjuntos de X introducidas en 1961 por E. B. Dynkin.
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Definicién 1.10.

a) Una clase no vacia C ¢ P(X), se llama un 7-sistema si es cerrada
bajo intersecciones finitas.

b) Una clase £ C P(X) se llama nn A-sistema (o sistema de Dynkin).

Si:
i) XeL.
i) EEFELyFCE=E-Fel. (Cerradura bajo la diferencia
propia). '
iii) Si (E,) es una sucesion creciente de clementos de £. entonces
ac
UE, ecL.
n=1\ .

Observaciones 1.11,

i) Si (E,) es una sucesién decreciente de clementos de un A-sistema £,
o
entonces: () E, € L.

n=1
ii) Sean £ un A-sistema y E,F € L ajenos. entonces EUF € L.
iii) Si £ es ) y m-sistemas, entonces £ es una g-dlgebra e inversamente.
Demostracion.
i) Inmediata, de las leyes de De Morgan.
if) Como L es cerrado bajo complemientacion, es suficiente probar quc:
X-(EuFjeL.
Por hipétesis FC X -Ee [ v por i), de la definicion,
X-(EUF)=(X-E)-FeCL.
iii) En virtud de la propi(‘(la(i iii) de la definicién. es suficiente probar que
L es cerrada bajo la unién. pero;
EUF=EU(F-ENF) (E.Fe C).

Inversamente es claro que una a-dlgebra satisface las propicdades de
un A y 7-sistemas.

—
[
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Intersecciones arbitrarias de (y A) sistema es un 7 (/\). sistema, esto
nos permite hablar del 7 (y )) sistema generado por una familia E C P(X)
que denotaremos 7(E) (y £(E)). Las propiedades a.nalogas al6yal9
permanecen vélidas. El siguiente resultado es conocido como el lema de

las clases monétonas (L.C.M).

Teorema 1.12. (L.C.M.) Scan C C P(X) un w-sistema y Lo un A-sistema
tal es que C C Ly, entonces S(C) C Ly.

Demostracion. Sea F la clase de todos los A-sistemas en ’P(X ) que con-
ticnen a C. entonces:

LEC)=({L:LeF}.

Probemos que £(C) es un m-sistema. i
Para E € C definamos: L ={F Cc X : ENF € L£(C)}. Como C ¢s un
7-sistema se tiene que € C Lg, ademads como £{C) es un A-sistema es facil
verificar que £ es wn A-sistema, asi pues L C F v por lo tanto £(C) C Lg.
Ahorasea F € L(C) fijoy sea L ={EC X :ENF € L(C)}.
Como ENF € L(C) para todo E € C, para todo F € Ly L(C) C L

entonces:

ENF e L(C) paratodo E € C y para todo F € L(C)

i.e. € C LY para todo F € L(C). / ' .
Como L(C) es un A-sistema se comprueba que L es un A-sistema para
todo F € L(C). asi pues:

Ly € F paratodo F € L(C).
¥ por lo tanto
L(C)c Ly paratodo F € L(C).

Esto prucba que £(C) es un n-sistema ademads de ser A-sistema, entonces por
1.12 iii) es una g-dlgebra que contiene a C, por lo tanto S(C) ¢ £(C) C EE

Corolario 1.13. Si C C P(X) s un w-sistema, entonces S(C) = L(C).

Demostracion. Por cl tecorema S(C) C L£(C). Inversamente. S(C) es un

A-sistema que contiene a C v por lo tanto £(C) C S(C). -
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Observacién 1.14. Sea E C P(X) tal que todo E € E satisface cier-
ta propiedad P, si E es un m-sistema, entonces para comprobar que todo
elemento de S(E) satisface la propiedad P, serd suficiente verificar que:
L ={F C X :F satisface P} es un A-sistema.

it i s

BT

-

P

CAPITULO 2
Funciones medibles con respecto a
una sigma algebra S

1. Introduccién

o

En este capitulo se introduce la clase M(X.S) de funciones f: X — R
que son medibles con respecto a una g-ilgebra S de subconjuntos de X. Se
muestra ¢uie estas funciones son el limite puntual de funciones que toman
sélo un nimero finito de valores en elementos de S. Se prueba que M(X. S)
es un espacio vectorial, cerrado bajo una gran variedad de operaciones nu-
merables. Se define la recta real extendida R v se considera 1a medibilidad
para funciones con valores extendidos y con valores complejos.

Definicién 2.1. Un espacio medible es una pareja (X, S) en la que X es
un conjunto no vacio v S cs una g-algebra de subconjuntos de X.

Definicién 2.2. Scan (X.S5) v (Y. 5”) dos espacios medibles. Una funcién
f: X — Y sellama medible relativa a las o-dlgebras Sy §'si f~1($') C S
ic.: f7Y(E') € S.paratodo E' € §'. Si Y = Ry § = Bg. entonces diremos
que f es S-medible si f~!(Bg) C S.

Proposicién 2.3. Scan (X.S) v (Y. S') dos espacios medibles v f: X — Y
una funcién. Supongamos que existe ' C P(Y') tal que S{E') = §'. Si
f~YE") ¢ S. entonces f es medible relativa a Sy S,
Demostracion. Por 1.3.5 K = {F' C Y : f7}(F') € 5§} es una o-dlgebra
que por hipdtesis contiene a E'. Asi §' = S(E') € K. por o tanto f~1(S§) C
f7YK) cs.

O

Para el caso especial en el que Y = R y §' = Bz obtencmos:

Corolario 2.4. Sean (X.S) un espacio medible v f : X' — & una funcién.
Entonces las signientes atirmaciones son cquivalentes:

15
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a) f es S-medible.

b) f~1((e,+0)) = {x € X : f(x) > c} pertenece a S para todo ¢ € R.
" ¢) fY((~o0,¢]) = {z € X : f(x) < c} pertenece a S para todo ¢ € R.

d) f71((~oc,c)) = {z € X : f(z) < ¢} pertencce a S para todo c € R.

) F 7 (e +)) = {z € X : f(z) > ¢} pertenece a S para todo ¢ € R.!
Demostracion.

a) = b) (¢,+x) € Bo.

b) = ¢) f71((~x.q) = X = f~'((c. +x)) pertencce a S, para todo
ceR.

¢) =d) 1 ((~oc.c)) = G f1{((=oc.c - 1]} pertenece a S. para todo
- n=|
ceR.

d) = ¢) f1([etoc)) = X = f1((—oc,c)) pertenece a S. para todo
ceR.

e) = a) Sea E' = {[¢, +00) : ¢ € R}. Por la discusién posterior a 1.9 se
tiene que S(E') = Bz.

Por la hipétesis y 2.3 se tiene que f es S-medible.

Ejemplos 2.5.

1. Sea (X,S) un ecspacio medible, entonces toda funcién constante
f: X — R es S-medible.

'El corolario anterior permanece vilido si se considera solamente ¢ € § con S C R
denso. Tawbién cada una de las condiciones implican que {+r € X @ f(r) = ¢} para todo
¢ £ R sin embargo. esta iltima condicion no garantiza la S-medibilidad de f (ver el
ejercicio (21)).
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2. Sea (X,S) un espacio medible. Para A C X definimos la funcién
caracteristica (o funcién indicadora) de A denotada x4 : X —
{0,1}, como sigue:

1, sirz €A,
xalz) = {

0, sizgA
Entonces: x4 es S-medible & A € S.

Demostracion.

=]

A={reX:yalr) >0} pertenecea S.

<]
Verificamos la condicion 2.4 b)

0. sie> 1.
{reX:xalr)>c}=¢ A si0<e<].
X, sie<d.

En cualquier caso, se tiene que: {r € X : x4(z) > ¢} pertenece a S.

0

3. Sea (X,S) un espacio medible. Una funcion s : X — R se llamna
S-simple si s toma solamente un numero finito de valores y c¢s
S-medible. A continuacién describiremos a estas funciones. Sea
s: X — R una funcion S-simple y ay,...,an todos los valores (dife-
rentes) tomados por s: si

Ei=s'{o;}) = {x € X :s(x) = o},
entonces:

Ei€S, (i=1...n), ENE;=0 (i#}j)
(2.1)

n
X=UE vy s=Yaong.
i=1
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Inversamente, si s es una combinacion lineal de funciones caracteristi-
cas de conjuntos ajenos en S, entonces cs S-medible. Concretamente.

n
si s = 3" B;xF, entonces para todo ¢ € R:
i=1

0, st 3; < ¢ para todo
i1=1,...,n,

freX:s(z)>c} =
: en caso contrario ,

U{F :8: > ¢},

por lo tanto es S-medible. Asi pucs: s ¢s S-simple si ¥ sélo si s o5 una
combinacion lincal de funciones caracteristicas de conjuntos ajenos cn
S.2 A la descripeion de s como en (2.1) con los a; diferentes v con los
E; ajenos. la llamaremos canénica.

1. Una funcién f : R — R se llama semicontinua superiormente {o
semicontinua inferiormente) =i {+r & R : f(r) < e} {{r € B
f(x) > c}, respectivamente) es un conjunto abierto para todo ¢ € X.

Claramente f es ‘continua si y sdlo si f es semicontinua superior ¢
inferiormente. Si X = Ry § = Bz. entonees toda funecidn semicoutina
es Bg-medible, lo cual es inmediato de 2.4 b) y 2.4 d). En particular
toda funcién continua f: R — R ¢s By-medible.

5. Toda funcién monétona f: R — R es Bg-medible.

Demostracion. Si f es mondtona creciente. entonees {& € R :
f(x) > ¢} es necesariamente de algnna de las siguientes formas:
(a, +00), [a,+00). (@ € R). § o R, los cuales son borelianos. Si f
es monétona decreciente. el arguniento es andlogo usando 2.1 d).

C
El siguiente resultado nos permite construir gran variedad de ejemnplos.

6. Sean (X,S) un espacio medible. f: X — K una funcion S-medible
¥ ¢ : R — R una funcién Bx-inedible. entonees o f @1 X — K os
S-medible.

2Si s v t son S-simples entouces s + £, 05 coiw a £ FL sl v £ (sis £ 0) son S-shuples
también. (Ejercicio).

——— il r -

=
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Demostracion.

(o /)7'(Br) = f (¢ '(Br)) C f!(Br) C S.

O

2. Los lemas basicos de aproximacién de funciones
medibles

Los siguientes lemas ponen de manifiesto el papel de las funciones
S-simples como “aproximadoras elementales™ de las funciones S-medibles.

Lema 2.6. Sca (X.S) un cspacio medible vy f : X — R una funcién
S-medible no necgativa, entonces existe una sucesion (s) de funciones
S-simples tal que:

i)0<s, < Sn+1 < f
i) f(x)= lim s,(x) (r € X)
n—oo
iii) Si f cs acotada, entonces s, — f uniformemente en X.
Demostracién. Paran €N fijoy k € {0,1,...,n2" — 1} definimos:

En(k) = {1: €X:f(z)e [% "2;"1)} y En(n2") = {z € X : f(z) > n)}

Como f es S-medible y no-negativa, la familia {E, (k) : k =0, 1,..., n2"}
constituye una particion de X con elementos de S. Definimos s, : X — R
como sigue: ‘

n2"
sp(x) = 2—n siz € E,(k), osea: s, = Z on XEn(k)
k=0
i) Claramente s, es S-simple, no-negativa, y s, < f.
Sea x € X fija. Si f(z) > n+1. entonces: s,(zr) = n < n+ 1 < 5,41 (x).

Sin< f(x) <n+1, entonces su(z) =n < s,4(z).
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Finalmente si f(z) < n, entonces

k k+1
f(z) € [:‘2—;,7'—) para una k € {0,...,n2" - 1}
y asi
2k 2k +1\ 2k+1 2k+2
flz) € [2"_+T’E'+_") 6 f(z) € [QuT*QnT)
de donde:

por lo tanto s, (x) < s,41 para todon € N,
i) Sea r € X fija. hallamos n = n(o) € N tal que n > f(r), entonces

1
poratodom > n su(x) = f(2)] < )

por lo tanto, f(z) = ll_{go Sn(x).

iii) Si f € M. hallamos n = n(Af) € N tal que n > A/, cntonces

o) = F2)] < =

o para todo r € X

para todom >n
por lo tanto, s, — f uniformemente.

O

Lema 2.7. Sean (X,S) un espacio medible y f : X — R una funcién
S-medible, entonces existe una sucesién (r,) de funciones S-simples tal que:

i) |rnl <|fl paratodon eN.
ii) f(z2) = li"lc ro(r)  paratodo r € X.
N7

iii) Si f es acotada, entonces r,, — f uniformemente en X.
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Demostracion. Dcfinimos las siguicntes funciones no-negativas f+, f~
X — R como sigue:

f(x) = max{f(z),0} y f~(x) = max{—f(r),0}.

Notamos que |f|=f*+ [~y f=ft-f".
Claramente:

sie<0,

. X
{zeX:f >C}—{{1-eX:_f(;r)>(:}. sic>0,

por lo tanto f7 es S-medible. De manera andloga se puede demostrar que f -
es S-medible. Usando el lema anterior hallamos dos sucesiones de funciones
S-simples (s,,) v (f,) tales que:

0< 8, <8y v0<t, <t

Sy — f& vi,— f_'

Definimos r,, = s,, —t,, entonces (r,,) s una sucesién de funciones S-simples
con:

i) [rl=lsn =t <sp+ta <FP+f7={fl (neN)

i) f(z) = fHa) = [ (&) = lim sp(z) — lim t,(z) = lim rp(z) para
n—oc n —=oc N=—C
todoar e X

i
;. iii) Si |fi < M. entonces fT < M y f~ < AM también v por el lema
H 3 4+ - . - ‘
; anterior. s, — 7 v {, — f7 wniformemente cu X por lo tanto
! e =58, —t, — f¥ = f~ = f uniformemente en X,

O

La familia de funciones S-medibles es estable bajo una gran variedad de
operaciones de toma de limite, a saber:

Teorema 2.8. Sca (X.S) un espacio medible y (f,} una sucesién de fun-
ciones S-medibles tal que (f,(r)) es acotada para todo » € X. Definimos:

1) my(r) = lléliiélrl{f,‘(.l.'}}
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ii) My(z) = 1?%.{fi(z)}

iii) f(z) = inf{fi(=))

iv) F(z) = sup{fi(x)}
ieN

v) f*(z) = lim {fn(z)}

vi) F*(z) = 1@{&(15)}

Entonces todas son funciones S-medibles.

Demostracion. Sea ¢ € R arbitraria entonces:

{reX : my(er)>c}={ceX: fi(xz})>c paratodoi=1....,n}
n
= N {z € X: fi(x) > ¢} pertencee a S

i=1

i) {x€ X: My(z)>c} ={reX: fi(x)>cparaalginie {l,....n}}

= 0 {z € X: fi(z) > c} pertenece a S
i=1
iii) {re X: f(x) 2 c} = ﬁ {reX:fi(x)>c)
i=|

iv) {re X:F(z)>c} = [j {r € X : fo(z) > ¢} pertenece a S
1

n=

v) Por definicion: f*(x) = sup inf { fr(x)}.

n>1k2n
Si hy(x) = ,zl>1f {fi(«)} para todo n € N entonces por iii) (h,) cs una
>n .

sucesion de funciones S-medibles y por iv) f* = suph,, es S-medible.
n>1

vi) Es andloga a la prueba del inciso anterior.

a

Corolario 2.9. Sean (X, S) un espacio medible y (f,,) una sueesion conver-
gente de funciones S-medibles, entonees L(x) = lim f, () es S-medible.
n—o

W TR TN Y VBRI Y.
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Demostracién. Como (f,) converge, se tiene L = f*, la cual es S-medible
por 2.8 v).
d
(Ver los ejercicios (24) (25) y (26)).
Reuniendo algunos de estos resultados, obtenemos una nueva y itil ca-
racterizacién de las funciones S-medibles.

Teorema 2.10. Sea (X, S) un espacio medible, entonces f : X — R es
S-medible si y sélo si f cs el limite de una sucesién de funciones S-simples.

Demostracion.
=]
Es parte del lema 2.7.
<
Se sigue de Corolario anterior.
O
Haciendo uso del nuevo criterio de S-medibilidad es fécil establecer la
S-medibilidad de combinaciones algebraicas de funciones S-medibles, explici-
tamente:

Teorema 2.11. Sean (X, S) un espacio medible y f.g: X — R funciones
S-medibles entonces af, f + gy fg (o € R) son S-medibles.

Demostracion. Sean (s,) y (tn) sucesiones de funciones S-simples tales
que f = lim s,y g= lim t,, entonces (asy,), (Sn+tn) ¥ (Sntn) son succsio-
n—oc | moo :
nes de funciones S-simples que convergen a oof, f + g v fg respectivamente

y son por 2.10, funciones S-medibles.
0

La S-medibilidad de }- sc considerara mas adelante.

3. La recta real extendida

Para poder trabajar con toda clase de limites. especialmente de sucesio-
nes crecientes y decrecientes no acotadas, sera conveniente agregar a R dos
sfmbolos. denotados por +oc y —oc y eseribiremos: R = RU {+oc, —oc}.

A continuacién definimos las operaciones algebraicas (permitidas) entre
ellos y los cletentos de R:



24 FUNCIONES MEDIBLES CON RESPECTO A UNA SIGMA ALGEBRA S

a) (£00) + (+o0) = z + (too) = (£00) + £ = too para todo = € R.
b) (£o0) - (£oc) = +20 y (£o¢) - (Foc) = ~o0.
c)

toc, siz >0,
2 (foc) = () 2=¢ 0, siz=0,
Foo, siz<0.

Las siguicntes expresiones no se definen: (+oc) + (—o0), (—00) + (+0oc),
ni cocientes en ¢l que el denominador sea +x. 0 0 —x.

Introducimos un orden total en R. respetando el orden nsual de R v
conviniendo en poner: —x < . < +x para todo . € R.

Llamamos la recta real extendida al conjunto R con las operaciones
miencionadas v el orden convenido.
- si

Si (a,) C R es una sucesion entonces escribiremos in{l{u,,}
ne

(an) no estd acotada inferiormente, andlogamente con sup{a,} = +0oo si
neN
(an) no estd acotada superiormente (Ver el ejercicio (16) para la definicién

de limites extendidos de sucesiones no acotadas).
Finalmente, definimos la o-dlgebra de Borel extendida, como la
o-dlgebra de subconjuntos de R, denotada por Bg ¢ igual a

SBrU{+x}U{-x}).
Asi como en 2.2 tencinos la siguiente definicion:

Definicién 2.12. Sca (X, S) un espacio medible. Una funcion f: X — R
se llama S-medible si;
f-l(]Bﬁ) CS.

Observamos que si S(E) = Bg, entonces S (EU {+o00} U {—oc}) = B,
por lo que de mancra totalmente anadloga al corolario 2.4 obtenemos otras
caracterizaciones de S-medibilidad para funciones con valores extendidos y
cuyas pruebas omitimos.

Proposicién 2.13. Sea (X.S) un espacio medible y f: X — R una fun-
cion. Entonces las signientes afirmaciones son equivalentes:

a) f es S-medible.
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b) f~!((c,+oc]) = {x € X : f(x) > ¢} pertencee a S para todo ¢ € R.
¢) f71([~o0,¢c]) = {z € X : f(x) < c} pertencce a S para todo c € R.
d) f ' ([~oc,c)) = {z € X : f(x) < c} pertenece a S para todo ¢ € R.
e) [ ([e,+2¢]) = {w € X : f(x) > ¢} pertencee a S para todo ¢ € R.

En donde (¢, +x] = (¢, +oc)U{+x} y lo correspondicnte para los otros
intervalos extendidos.

Enunciamos v probamos ¢l resultado correspondiente al teorema 2.10

Teorema 2.14. Scan (X,5) un espacio medible y f : X — R una fun-
cion. Eutonces f es S-inedible si v solo si existe una sucesion de funciones
S-simples (s, : .X — R) tal que

fla) = lim s,(x) (2€ X).

n—x

Demostracion.
=]
Escribimos f = f* — f~ como en 2.7 y verificamos al igual que en dicho
lema, que f* y f~ son funcioues S-medibles no-tiegativas. Note que la
descomposicion f* — f~ de f no introduce expresiones indeterminadas del
tipo (+oc) + (—oc) 6 (—00) + {+00). A continuacion construimos como en
2.6 dos sucesiones de funciones reales S-simples () ¥ {t,) tales que:

ra() = fT{x) y tale) — 7 (2)
para todo x € X (limites en el sentido extendido).

Por lo tanto, s, =r, — t, — f.

<]

Claramente esta parte puede establecerse como en 2.3, 2.9 y 2.10, sin embar-
go preferimos dar una prueba diferente. Sca (s,) una sucesién de funciones
S-simples tal que s, — f(x) para todo & € X, entonces para todo ¢ € R:

{_1’ €X: f(l) > (.} — O O ﬂ {.r e X: S (Y >+ ;1'} € S.
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En efecto,

fz)>ce f(r)-c>0e existcreNtalquef(a:)—c>%

& cxiste r € N y existe n = n(z,7) € N tal que

sk(z) —c> 1

eUUﬂ{reX ) > e+ 1)
r=1n=1

k=n

para todo k > n

Por lo tanto, f es S-medible.

]

Observaciones 2.15. La parte final de la demostracion del teorema an-
terior puede ser empleada para obtener el resultado correspondiente a 2.9
para sucesiones de funciones S-medibles con valores extendidos.

El siguicnte teorema cs usado con frecuencia para reducir afirmaciones
acerca de una funcién con valores extendidos en afirmaciones para la res-
triceién de la funcién al subconjunto en donde es finita.

Teorema 2.16. Sca (X.S) un espacio medible. Una funcién f: X — R es
S-medible si y solo si :

I} Esw(f)={z€X: flz)=
pertenceen a S.

+oo} ¥y E-o(f) = {z € X : f(z) = —oc}

ii) La funcion real fy : X — R definida por:

o= { 11 SrgBelpun o)
0 0 si € Evoc(f) U E_x(f)
es S-medible.

Demostracion.
=]
{+:X.}) yE_«(f)=

Eyxlf)= “!({-oc}) pertenecen a S por 2.13
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Sea ¢ € R arbitraria, si ¢ > 0 entonces:

{zeX: folz)>c}={zeX: f(z)>c} - Eixolf) pertenece a S

y si ¢ < 0 entonces:

{zeX: folz)>c}={z e X: f(x) >c}UE_x(f) pertenece a S,

por lo tanto fy es S-medible.
<]
Si ¢ > 0 entonces:

{reX:f(x)>c)={z€X: folz) >c}UE x(f) pertenece a S

y si ¢ < 0, entonces:

{reX:flr)y>c}={reX: folxr) >c}UE_x(f) pertenece a S

por lo tanto f es S-edible.
a

Observaciones 2.17. Sean f.g: X — R funciones con valores extendidos.
En virtud de las expresiones indefinidas: (+00) + (—o0) y (—o0) + (+00) es
necesario precisar la definicién de (f + ¢)(z). Si

€ (E4oc(f) N E-(9)) U (E-oc(f)) N E+o0(9)) s

entonces por simplicidad, ponemos (f + g)(z) = 0 para dichos puntos; esto
sin embarge, no debe hacer creer al lector que las expresiones antes indefi-
nidas, ahora ya no lo son. En cualquier otro punto z € X definimos:

(f +9)(z)

En una situacién similar se encuentra (%)(x) para aquellas z € X en las

= f(z) + g(z).

que f(xr) = +oc, 0 § —o0. Nuevamente definimos (-}-) (x) = 0 para dichas
T con la misma advertencia.

Con cstas definiciones, podemos cstablecer la S-medibilidad de combi-
naciones algebraicas de funciones con valores extendidos, andlogo a 2.11.
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Teorema 2.18. Scan (X,S) un espacio medible y f,g : X — R funciones
S-medibles, entonces of, f+g. fgy } (a € R) son S-medibles.

Demostracion. Usaremos el Teorema 2.14. Sean (s,) y (t,) funciones
S-simples tales que s, — fy ¢, — g.entonces (as,) es S-simpley as, — af
por lo tanto af es S-medible.

Para f + g tenemos que si

D= (Esac(f)NE_x(9) U(E_(f) N Esx(9))

entonces: (s, + )\ v-p — [+ g porlo tanto (f+¢) es S-medible. Para fg
consideremos Ey(f) = {r € X : f(a) =0} v Ey(yg) = {r € X :g(r) =0}
eutonces: )

(s\x=fain) - (\X=koig) — [9-

Para la S-medibilidad de lf ver ¢l ejercicio (22).

4. Funciones medibles con valores complejos

Definicion 2.19. Sean (X.S) un espacio medible v f : X — C una funcién.
Decimos que f es S-medible si f~!(Be) C S, donde Bz denota la o-dlgebra
de Borel de subconjuntos de € identificado con K? con la topologia usual.

Enunciamos v probamos ¢l resultado esperado:

Teorema 2.20. Scan (.X.5) un espacio medible ¥ f : X' — € una funcion
S-medible. entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

i) [ es S-medible
ii) para todo c.d € R. {r € X : (Rf)(x) > ¢.(3f)x) > d} pertencce a S

(Rf e Sf denotan la parte real ¢ imaginaria de f).

iii) Rf ¢ §f : X — E son S-medibles

I . -

: . ew: o w—
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Demostracion.

i) = ii) Sean ¢, d € R arbitrarios. Como (¢, +00) X (d, +o0) € B¢ se ticne
que

{zeX:R)(x)> e, (SFx)>d} = (e, +00) X (d, +00))
pertenece a S

ii) = iii) para todo ¢,d € R:

x

{re X:(RN) >} = |J{re X : (Rf)x) > e (3f)(x) > —n}

n=l|
pertenece a S
{re X :(ON)w)>d} = J{re X (RN)(&) > —n, (3f)(2) > d}
n=1
pertenece a S

iii) = i) Sea E = {(c. +00) x (d.+20) : c.d € R}. entonces
I (e 4o<) x (do4o¢)) = (R (e +oc)) N (SF) 7 ((d. +x))

pertencee a S: por hipétesis. i.e. f7Y(E) C S v es facil comprobar que
S(E) = B¢ por lo tanto f es S-medible por 2.3.

O
Es claro que operaciones algebriicas, toma de limite y conjugacion com-
pleja de funciones S-medibles producen funciones S-medibles.
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CAPITULO 3
Medidas sobre sigma algebras

1. Introduccién

Introduciremos la nocion de medida sobre una a-ilgebra v veremos al-
gunos cjemplos. Se obtienen las propiedades de conthmidad bésicas. se con-
sidera el concepto de medida cero ¥ el de que una proposicion sea vilida
casi dondequiera (c.l.).

Definicién 3.1. Sea (X.S) un espacio medible. Una medida en (X.5) ¢s
una funcion gz : X — R con las siguientes propiedades:

i) p@)=0

i) p{E) >0, paratodo F € S

iii) p cs o-aditiva, i.c. Si (E,) es una sucesion de elementos disjuntos
entre si de S. entonces:

x X0
H U En = Zﬂ(ﬁ‘n)

n=1 n=1

Definicién 3.2. Sca p una medida en (X.S). Se dice que g es finita si

no toma cl valor extendido +>. Si es posible hallar una sucesion (E,) de
xX

elementos de S tal que X=J E, y #(E,) < +oc para todo n € N, entonces

n=1
diremos que p# es o-finita. Claramente toda medida finita es automdtica-

mente o-finita.

Las siguientes propicdades son consecuencias inmediatas de la definicién.

]
——
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Proposicién 3.3. Sca p una medida en (X, .S) entonces:
a) pesaditiva;ic. (E\UE2) = p(E ) +u(E2)si Ey, Ea € S, E\NEy =)

b) 1 es mondtona; i.e. Si E C F, con E,F € S, entonces se tienc:
H(E) < u(F)

¢) pessustractiva;ie. SiEC F,con E,F € Sy u(E) < +oc, entonces
- se tiene:

WF - E) = p(F) - u(E)
Demostracidn.

a) Sean F{ = E}.F, = E; v F, = 0 sin > 2, entonces (F,) es una
sucesion disjunta de elementos de S v por 3.1 1) ¥ 3.1 iii) obtenemos:

MEIUE) = (U Fn> =" n(F,) = w(E) + p(E)

n=|\ n=1
Es claro que la aditividad puede extenderse por induccion a cnalquier

numiero finito de elementos ajenos de S.

b) Como F = (F — E)U E (unién disjunta de elementos de S), obte-
nemos del inciso anterior que: p(F) = p(F - E) 4+ p(E). asi pues:
n(E) < pu(F). (por 3.1 i)

c) De la identidad: pu(F) = p(F — E) + u(FE), obtenemos al restar
HE) < +x que: j(F) —= p(E) = p(F = E). Note que la igualdad
anterior tiene sentido aiin si p(F) = +2¢

0

2. Ejemplos
1) Sean (X,S) un espacio medible arbitrario y xp € X fijo. definiinos
p: S —{0,1} como sigue:

_J 1 sixg € E,
#(E)—{ 0 sirggFE.

Es claro que g es una medida finita. llamada la medida unitaria
concentrada en .
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2) Sean X no vacio dado y § = P(X), definimos p : S — R como sigue:

_ | #(X)<oc  siE es finito
HE) = { +00 si E es infinito

Entonces j es una medida (llamada la medida de conteo en X). Es
inmediato comprobar que: g es finita si y sélo si X es finito y p es
o-finita si y sélo si X es numerable.

3) Sean X =N, § = P(N) y @ = (an) una sucesion de reales extendidos,
no-negativos. Definimos pg : § — R como sigue:

0 si =0
na(E) = Soa, siE#0
nekl
x
entonees je os una medida. la enal es finita si v sélo si Y a, < +x ¥
n=|
es a-finita si v sélo si a, < +x.
Inversamente, toda medida g : P(N) — R sc obticne mediante el
método indicado a partir de una tinica sucesion @ = (a,) de nimeros
reales extendidos no-negativos (i.e. p = uz (Ver el ejercicio (27)).
Observe que la medida de conteo en N corresponde al caso cu el que
a, = 1 para todo n € N.

4) Sean (X.S) un espacio medible. py.p2: § — R medidas y ¢1,¢c3 >0
entonces: _
p=cp+ep:S—R

es una medida también

5) Sean (X, S) un espacio medible, g : S — R una medida y £ € S con
w(E) > 0.

Definimos 4% : § — R como sigue: pE(F)y = W(ENF).con F€S.
entonces /£ es una medida en (X, S) llamada la contraccién de ¢ a
E. Tanbién definimos pig : SN E — R mediante la formula:

pe(F)=p(F) siFeSNE.

pe os una medida sobre £, lamada la restriccién de pra E
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6) Sea X =Ry S = By entonces existe una tinica medida o-finita defini-
da sobre una g-dlgebra que contienc a S y que asigna a cada intervalo
su longitud. Denotamos por X dicha medida y la llamaremos la me-
dida de Lebesgue en R. Los capitulos siete y ocho estan dedicados
integramente a su construccién, asi como a su estudio.

Continuando con propiedades generales de una medida tenemos el si-
guiente teorema:

Teorema 3.4. Sca 1 una medida definida sobre el espacio medible (X. S).

a) Si (E,) es una sucesion creciente de elementos de S. entonces:?

oC
U En | = lim p(E,).

el nfx

b) Si (F,,) es una sucesion decreciente de elementos de S, entonces:

-
ul () Fa < lim p(F).

n=1

Si ademds pu(Fy) < 4+ para alguna & € N cntonces se tienc la igual-
dad.

Demostracion.

a) Si p(E,) = +0 para alguna n € N, entonces ambos miembros de la
expresion son iguales a +3c. Asi pues, supondremos que p(£,) < 400
para todo n € N.

Sea Eg =0y Gy = Ex—Ex_;  (k > 1): entonces (G,,) es una sucesion
de elementos ajenos en S tal que:

*De aqui en adelante. la notacién: lim significa que ¢l fimite os ¢l de una sucesién
Nl

creciente, andlogunente con li.m.
n.e

Mm'-" 1""1 TR -v) .
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y por lo tanto:
oc oc
U En=J G
n=1 n=1

Usando la o-aditividad y la sustractividad de pz obtenemos:

x oc e 9} n
plUEa ) =r({UGa) =D w(Ga)= lim 3 u(Gi)
n=1 n=1 n=1 k=1

n—x

= lim > (u(Ex) - p(Bx-)) = lim_p(E,).
k=1

Finalmente, basta observar que por la monotonia de g, el limite cs cl
de una sucesion creciente.

oC
b) Claramente () Fj. C F, para todo n € N. entonces.
k=1

x
I ﬂ Fy | < p(F,) para todo n
k=1
y como la sucesién (u(F,)) es decreciente, entonces:

o0
pl () Fu < lim p(F).

n=1

Supongamos que u(F,) < +0o para algin n € N, sea ng el primer

natural con dicha propiedad. Definimos Ey = Fy,; — F,,,+&, entonces
o0

(E)) es una sucesion creciente de elementos de S con |J Ex = F, -
k=1

x
N Fa. Se sigue del inciso a) y de la sustractividad de g que:*
n=1

o
=p||JE] = Jim pu(Ex)

oC
w(Fag) 1| () Fu
n=1 k=1

Si u(F,) = +oc para todo n € N, es posible tener la desigualdad estricta cn b)
como lo muestra el siguiente cjemplo: X' = N, § = P(N), o = medida de conteo y
Fo={nn+1,..}.
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= “(Fm)) - Pm “(Fm)+k) = ﬂ(an) - lim #(FH)'
120 nloc

Pero p(F,,) es finito por lo que podemos restarlo y concluir que:

i (ﬁ F',,).= lim p(F,).

= njoc

a

Corolario 3.5. Scan (X,S) un espacio medible, ;2 : § — R una medida y
(Ep) una sncesion arbitraria de elementos de S. entonces:
a) pu(lim E,) < lim p(E,)

n—xx —x

x
h) Si ademas 1 ( U E;,.) < +nc. entouces:
k=1

lim j(E,) < p( lim E,)
x n—oo

n—
(Ver los ejercicios (32) y (33)).
Otra propiedad mas de las medidas, es la g-sub-aditividad, la cual s¢

describe en la siguiente:

Proposicién 3.6. Sca (X.S) un espacio medible v j : S§ — R una medida.
Si (A,) es una sucesion de elementos de S. entonces:”

7 ( Au) < Zu(An)
1

n= n=1

k-1
Demostracion. Sea Ey = Ay y Ep, = A — |J A; si k > 2, entonces (Ey)
2\

!

x x
¢s una sucesion disjunta con E,, C A, paratodon € Ny |J E, = {J A,
n=1 n=|

(Ver el ejercicio (1)). por lo que

n=1 n=1

n=1 n=1

“Claramente toda medida es tambicn finito sub-aditiva.
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3. Espacios de medida

Definicién 3.7. Un espacio de medida cs una terna (X, S, p), en la que
(X,S) cs una espacio medible y i S — R es una medida.

Definicién 3.8. Sea (X. S. ) un espacio de medida. denotareinos por N()
a la clase de elementos E de S tales que p(E) = 0. los cuales llamaremos
conjuntos p-nulos. Observamos que por la o-subaditividad de p,

Ny ={E€S:ulE)=0}
es un a-anillo de subconjuntos de X

Definicién 3.9. Un cspacio de medida (X.S.y) se llama completo. si
siempre que E € N(p) v F C E. entonces F € 5 (en cuyo caso, también se
tendra que F € NM(p)).

Una definicién alternativa que aclara el término de completez de un
espacio de medida es la siguicnte:

Si E; C F C Ey con E). Es clomentos de S tales que: p(E, - E2) = 0.
entonces F € S.

Si (X.S.u) es un espacio de medida incompleto. es posible construir
un mievo espacio de medida completo (X.S5.71) tal que SCS v fils=n
Hamado la p-complecién de (X.S.p) ¥ que consiste en considerar
o-dlgebra S generada por S junto con los subconjuntos de los elementos
de N'(1) y a T la extension “natural” de g sobre la nueva g-dlgebra (ver el
ejercicio (306)).

Definicién 3.10. Sca (.X.S.p) un espacio de medida v sea P(r) una pro-
posicion referente a o € X. Decimos que P(x) es cierta casi dondequiera
relativa a p (abreviado (c.d. rel. g) ) si existe E € N(g) tal que P(x) es
ciertasir e X - E.

Observe que lo anterior no significa que {r € X : P(x) es falso} € N(p)
pues podria no pertenecer a S. Sin embargo si { X', S. jt) es completo entonces
{z € X : P(x) es falso } € V() equivale a gue P(r) es cierta (c.d. rel. ).
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Ejemplo 3.11.

a) Sean f,g,h : X — R funciones, el escribir: f < g (c.d. rel. x) significa
que existe E € N(p) tal que:

f(z) < g(z) paratodo x € X — E.

_Es claro que f = g (c.d. rel. p) equivale a f < g(cd.rel. p)yg< f
(c.d. rel. u) y ademdssi f < g (c.d. rel. u) y ¢ < k (c.d. rel. i) entonces
f<h(cd rel. ). .

Un caso particular interesante es el siguiente: Si F.G C X. entonces
\r = ¢ (ed. rel. ) siy sélo si FAG C E para algiin E € N(u).
Esto puede establecerse recordando que xrp(z) # yg(z) © 7 € FAG.

b) Supongamos que (X.S,pt) es completo, f: X — R es S-medible y
g: X = Restal que g = f (c.d. rel. p) entonces g es S-medible.

Demostracion. Sea E = {z € X : g(z) # f(z)}, por completez
E € N(u). Si ¢ € R entonces:

{reX:gz)>c}=({zeX: f(z)>cu{z€ E:g(z) >c})
~{reE:g(x)<c}

El primer conjunto pertencce a S por ser f S-medible, el segundo y
el tercero por ser subconjuntos de E € N(p).

O

¢) Sea (f,,) una sucesién de funciones tales que (f,) : X — R. El decir:
(fn) converge {c.d. rel. p) significa existe E € N (u) tal que (fo(z))
converge para todoxr € X — E.

En otros casos el concepto (c.d. rel. 1) quedard claro segiin el contexto
del que se trate. Por simplicidad en la notacién y siempre que no se preste
a confusién escribiremos solamente (c.d.).

CAPITULO 4
La integral de funciones medibles
no negativas

1. Introduccion

En las paginas anteriores desarrollamos los elementos indispensables pa-
ra definir la integral de Lebesgue para funciones medibles no-negativas. lo
cual hacemos en este capitulo, asi como establecer algunas de sus propie-
dades fundamentales. Se obticne el importante teorema de la convergencia
monétona (T.C.ML) que usaremos de manera frecuente en lo que sigue y del
cual se derivaran otros teoremas de convergencia. Se liace una comparacion
con la integral de Riemann.

Definicién 4.1. Sea (X.S. ) un espacio de medida fijo. Denotaremos por
M(X.S) y MT(X,S)

al conjunto de funciones reales f : X — R que son S-medibles y al subcon-
junto de éste cousistente de las funciones no-negativas, respectivammente. De
manera andloga definimos

M(X.S) y M7(X.5)
para funciones extendidas que son S-medibles.

Empezaremos definiendo la integral para funciones en M¥ (X, S) a partir
de la nociéu de integral para funciones simples en M+ (X, §).

Definicién 4.2. Sca s : X — R una funcién S-simple y no-negativa. Sca

n
§= Zl aj\ g, su descripeion canénica (ver 2.5.3). Definimos la integral de
]=

39
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s con respecto a la medida g, denotada por [ s dy, como el nimero real
no-negativo, posiblemente extendido, dado por:

[sdu=3auE)
j=1

La definicion anterior tiene la desventaja de requerir la descripcion ca-
nénica de s, sin embargo serd posible eliminar esta restriccién (ver 4.4) en
cuanto establezcamos las siguientes propiedades:

Proposicién 4.3. Scan s.t € M¥(X,S5) v ¢ > 0 dados. entonces:
) Jesdu=c[sdp.

2) [(s+t)dp=[sdu+ [tdp

Demostracion.
1) Sic=0. entonces cs = Oyy asi que [esdp=0u(X)=0=c[sdp.
n -
Sie>0y Y )y E, ©s la descripcion canénica de s, entonces

|

n
Z CoyXE,
i=1

es la descripeion candnica de es, asi pues:

n

/ CcS d/.l, = Z Caj[L(Ej) = CZO’]';L(E]‘)

Jj=1 1=1

=c/sdp.

2) Escribimos a s y f en su forma canénica:

m

S—ZOAF y t—ZJA\n

luego entonees s + ¢ admite la siguiente representacion:

" m

ZZ(‘U‘ + HINE 0k

J=lk=1
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la cual podria no ser la canénica. Sean cj, ...
reales del conjunto

{oj+Bk:j=1,...,n, k=1,...,m}

, Cp los distintos niimeros

G[:U{E-ﬂFk:aj+[3k=cl},

Z u(E; N Fi), en donde la notacién ) significa
Q)
que la suma se extlende sobre las parejas (j, k) tales que a; + 8 = .

l=1,....,p
Es claro que p(Gp)

En estos términos, la descripcion canénica de s +t esta dada por:

p
ZCIXGI
=1

por lo que
”

Y > an(E; 0 F)

»
(s+t)dp = Z au(Gr) =

'\.

=1 =1 ()
P n m
ZZ o+ Br(E; N F) =) D (o + Bu(E; N Fi)
=1 (1) Jj=1k=1

—Za_,zu EJﬂFk)-}-ZﬂLZ;L (Ej N Fy)
Jj=1 k=1

=SBy + Y st = [sdu [1dn
j= k=1

0
Por induccién, es posible generalizar 1.3.2 para cualquier nimero finito
de funciones simples en M* (X, S).

m
Proposicién 4.4. Sea s = Y fuxr, una funcién s-simple con los g > 0
k=1
no necesariamente diferentes v los F. € S no necesariamente disjuntos.
entonces:

m

/s dp = Zd,,p (Fr)-
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Demostracién. Definimos m funciones s-simples no negativas, mediante

T
Proposicién 4.7. Sea f = Y a;xE, la descripcién canénica de una funcion
su descripcion candnica:

Jj=1
simple en M* (X, S), entonces:
sk = Prxr, + Oxx-F, (k=1,...,m)

entonces 5 = 8| + -+ + sy, ¥ por la proposicion anterior e induccién:

m
/Sdﬂ=/81 du+~-+/sm du=2ﬂkﬂ(Fk).
k=1

sup{/sdu seS f)} Zaju (en donde /sdﬂ es como en 4.2)

- Demostracién. Como f € S(f),

iaﬂl ]f (1[1 <\H[){/S(lﬂ S€S(f)}

j=1

a

Ejemplo 4.5. Scan X = N, S = P(N) v yr igual a la medida de conteo (ver
3.2.2) ¥ (a,) una sucesion de mimeros reales no-negativos dada. Para b € N
definimos s; : X — R S-simple como sigue:

a sil < j<h.
=l 1S

Inversamente sea s € S(f) arbitraria con descripcién candnica

m

0 sih < . : §= Z Bixr,-
X S" k=1
e s = ZQJ‘)&U} - U/\{k+l.k+2‘.‘. } t Como s(x) < f(r) paratodo s € X, se tiene que Bk < ajsi EjNFy # ]
j=l i de donde obtencimos:
4
Asi pues [ s dp = i aj (= k-ésima suma parcial de la serie i aj). ' Bip(E;j N Fy) < aju(E; N FY).
& =

Ahora bicen. escribimos:

s=Y xpon. [= Y aiXE ks

.k j-k

El poder eseribir sumas parciales de series como integrales sobre espacios i
adecuados nos permitira concluir una gran variedad de resultados sobre ?
series a partir de los correspondientes para integrales.

Definicién 4.6. Sea f € M*(X,S) fija. denotamos por S(f) = {s €
M*(X.S): s cs simple v s < f}. Definimos la integral de f con respec-
to a p. denotada [ f djr. como el miimero real no-negativo. posiblemente
extendido. dado por:

/fdu;sup{/sdu:seg(f)}

Observe que S(f) # 0. pues 0 < f. Ademds si f.g € MY(X.S) son tales
que f < g entonces S(f) C S(g) y en consecuencia [ f dpu < [ g dp.

Es necesario probar que la definicion 4.6 realmente extiende la nocidn
de integral dada en 4.2 a una familia mds amplia de funciones. i.ce. hay que
verificar que ambas coinciden en ¢l caso en ¢l que f sca S-simple.

y de 4.4 concluimos que:

/.s- dp = Zﬂkl‘(EJ NF) < ZGJ“(EJ NF) = /f dyr.
3k ik

de donde sup{/‘sdu:s e§(f)} < /f du.
O

El signiente resultado tiene cierta analogia con la integral de Riemann
¥ aclara cuales son las funciones que son suceptibles de ser integracdas. pero
antes:
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Definicién 4.8. Para f € M*(X, S) acotada, definimos
S(f) ={te M*(X,S):tessimpley f < t}.
Observe que S(f) # 0.

Teorema 4.9. Sca (X, S, ) un espacio de medida finita y f : X — R
no-negativa y acotada.

a) Si f € M*(X,S), cntonces:

inf{‘/ o Eg(f)} =sup{_/ sdu:se §(f)} (11)

b) Inversamente, si se da la igualdad (1.1) v (.X.S.;t) es completo (ver
3.10) entonces: f € M*(X,S). O bien. si (X.S. 1) no es completo,
f € M*(X.S) en donde S es la pi-complecion de S.

Demostracidn.

a) SiseS(f)yte S(f), entonces s < t y obtenemos que

‘ /sduﬁ/fd;z.

Por lo tanto, sup{/s dy :€ ﬁ(f)} < iul'{/tdu:teg(f)}

Sea M > 0 tal que 0 < f(z) < M paratodoz € X. Paran e Ny
ke {l,...,n} definimos:

k=M _

Ek.(n)={m€X:( f(."r)<-lij‘—[}€S.

n 1

Sean s, € S(f), t, € S(f). dadas por:

M M
Sp = ;;(k - I)XEk(n) Yy tp= 'n— ;kXEk(n)

Entonces:

()Sillf{/f(l/l:feg(f)} —sup{/sd/::.s'EQ(f)}

- -

i
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= /tn dp - /Sn dp = %Zﬂ(-’i‘k(n)) = %p(X).
k=1

Como n € N es arbitraria y z(X) < 420, obtenemos la igualdad.

b) Como se da laigualdad, paracadan € N existen s,, € S(f) y tn € S(f)

tales que:
1
/tndu—/s"du<;l-

Scan t, = inft, y s* = sup s,. Podemos suponer que (t,(z)) es una su-
cosion acotada para todo = € X, entonces por 2.8, s* y t, € M(X,S)
vs < f<t.

Sea N={re€ X :t. —s*>0} € S. entonces

x
|
N = U N,, con N, = {;r eX:t,~-s"> 17} .
m=1

¢l cual a su vez esta contenido en
1
Np(n) = {a: € X : ta(z) — sn(z) > —n-;} para toda n € N.

Probaremos que p(N,,) = 0 para todo m, de donde concluiremos
i(N)=0. '

Por construccion: 1 < m(t,(z) — sp(x)) © = € Np(n), asi que:

XNo(n) < MEXNp(m)(Ea(X) = 3n(X)) € M (X, S),

cutonces:
/"(Nm(n)) =/XN".(n) dﬂ = 7"'/ XNm(n)(tn - Sn) d/"' S 7n/ (tn - S") d}t

Pero por 4.3.2

/sndu+/(tn—sn)du=/t,,du
" m
= m/(t,, —s,)die=m (/ ty dit — /s,, (I[l) < -
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Asi p(Nm(n)) <

Por lo tanto t* = s, (c.d. rel. ) y en consecuencia ¢* = f (c.d. rel.
#) también. Como (X, S, ) es completo se sigue de 3.11 b) que f es
S-medible.

2 para todon € N = u(Np,) = 0.

a

Definicién 4.10. Scan (X.S.p) v f € M*(X.S) dados. Para cada E € S,
definimos la integral de f con respecto a i en E, denotada por [ f dy,

]

como el nimero real. posiblemente extendido, dado por:

[£au= [txeran

E

Observe que si £ = X, esta nocion de iutegral se reduce a la dada en
4.6. Ademassi E.F € Sy E CF, entonces: f-xg < f-xr (pues f >0) y

por 4.6:
[fans [ 1an
E F

Esta es la propiedad de monotonia con respecto al conjunto sobre el que
s¢ integra. También si f.g € M7(X.S) v f = ¢ (c.d. rel. p) entonces
[ fdu=[gdu

Finalmente es claro que si u(E) = 0. entonces
1 !

/f di=0 paratodo f € MT(X.5)

Ejemplo 4.11. Sean X = N, § = P(N ¢ = la medida de conteo y

[+ N = R no-negativa, entonces [ f dp = Y f(n) para todo E C N, en
E nel
donde la suma vacia se define como cero.

Demostracién. Como S = P(N) toda f: N — R cs S-medible. El caso
E =0 es inmediato pues

/f dp = // e dp = /() dpp =0,
. . .

!
:
?;
1

&N
>

INTRODUCCION 47

Sea E C N no vacio fijo. Si #(E) < +oo entonces f - xg es S-simple,
no negativa y [ f du= Y f(n) (ver 4.5). Si #(E) = +oo, definimos para
E neE

cada k € N una funcién S-simple como sigue: s =0si EN{1,...,k} =0
y en caso contrario,

sk(j) = f(G) sije EN{L,....k}

Es claro que
st €S(f-xg) paratodok€eNy

Y fG)

FEEN{1,...k}

= /sk dp < /f dp para todo k € N
E

asi pues Z f(n) / f dp.

nel

Para la desigualdad que resta. basta considerar sélo el caso en el que

Y. f(n) < +oc. Sea s € S(f - xg) arbitraria, como s solamente toma un
nefF . .
nimero finito de valores, al menos uno de ellos es tomado un infinidad de

veces i.c. existe F' C E infinito tal que $(n) = a para todo n € F. entonces:

Zn = Zs(n) < Zf('n)

neF ner neF

0 < af(F

< Z f(n) < +o¢, de donde e = 0.
neE

Asi pues, todo valor positivo de s es tomado solamente un nimero finito
de veces, por lo que existe & € N tal que: s(j) = 0 para todo j > k y cn
consccuencia s < Sg.

Lo anterior implica que

/sdu</s,, du =

lo que termina la prucba.

para todo s € S(f - Yk)
eEn{l, . } nek
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El ejemplo anterior muestra lo tedioso que puede resultar el emplear
directamente la definicién 4.6 atin en casos elementales por lo que se vuelve
indispensable un método alternativo que facilite el cdlculo de integrales. Ne-
cesitamos un resultado preliminar de interés independiente. (ver el ejercicio
(42) para una gencralizacién).

Teorema 4.12. Sean (X, S, u) un espacio de medida y s € M*(X, S) simple
dada.- Definimos z; : S — R como sigue: us(E) = [ s dyu, entonces p; es

una medida.

n
Demostracion. Sca s = ) o\, la descripeién candnica de s. Es claro

=1
que
n n
pJAE) = an/t(Eﬂ E)= Z ajng,(E)
J=! J=1
0 sea {1, es una combinacion lineal no-negativa de medidas v es por lo tanto

una medida (ver 3.4 4} y 5)).
a

2. El teorema de la convergencia monétona

El teorema que contintia es de gran importancia en la teoria de inte-
gracion y se debe a B. Levi (1875 - 1961). Algunas condiciones menos res-
trictivas que nos permitan permutar ¢l Minite con la integral se dardn mas
adelante.

Teorema 4.13. (De la convergencia mondtona (1906)) Sca (X, S. pt) un cs-

pacio de medida y (f,,) una sucesion no decreciente de funciones en M+ (X, S)
tal que converge a f en X, entonces:

/ fdp=lim / fndu paratodo E € S.
A nfx,

Demostracion. Por 2.16 f € M¥(X.S) v [ £ dp estid definida para todo

E € 5. Por otro lado como f,-xg < Jug1- XL < [+ xk. entonces la sucesion

e bammni

At ——
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( f fn dpt) es no decreciente y acotada superiormente por [3 f du, por lo que

solo resta probar que f fdu< lun j fn dpt.

Para o € (0,1) ¥y s € S(f) ﬁjdb definimos: E, = {r € E : fn(z) >
as(r)}. enmnce.s E,€SyE,CEu.ycomoas<fyful f se tiene
que £ = U E,, ademas:

n=

/sdu—/mdu< /fndu</fndu

L"l L'i
Como s es S-simple se sigué de 4.12 v de 3.5 a) que:

a / sdyp=a Ii'm / sdn < llm /f,, dp

n!
E Eu
Como « € (0.1) es arbitraria. sc tiene que
/ du < lim / [ die.
l’“x

Tomando el supremo sobre s € S(f) se obtiene el resultado. -

Observaciones 4.14. Sea f € M*(X, S) fija, entonces por 2.14, la funcion
f es el limite de una sucesién no-decreciente de funciones S-simples (sp) en
M*(X.S) y por el teorema anterior:

/f dp = li'm spdp (E€S).

La igualdad anterior simplifica la definicién de 4.6 y podia haberse usado
como definicién alternativa pues se puede probar que ¢l valor no depende
de la sucesion aproximadora (s R

Corolario 4.15. Sean f.g € M7(X.S). c¢>0yEe€S

) [efdup=c[fdpn
E E
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i) [(f+g)du=[fdu+ [gdu 3. El lema de Fatou
E E E

El teorema de la convergencia monétona tiene la desventaja de ser apli-
cable sélo bajo condiciones muy restrictivas (ver el ejercicio (48)), sin em-
bargo un corolario-de éste, conocido como el lema de P. Fatou (187§-1929).
Demostracion. ‘ puede ser usado con sucesiones de funciones en M+(X.S) no necesariamente
convergentes, pero su conclusién es mas débil que la de 4.13. Es interesante
hacer notar que este resultado fue probado por Fatou (en su tesis doctoral
(1906)) en el contexto de series trigonométricas.

ii) [fdp=[fdp+ [fdppara F,G €S ajenos entre si.
FUG F G '

i} Sea (s,) una sucesién de funciones S-simples no-negativas con s, 1 f
entonces (¢s,) es una sucesién no-decreciente de funciones S-simples
1o negativas tal que converge a cf - yg, entonces por 4.3 v 4.13 se

I TRES RISy W N RN

. Corolario 4.17. (Lema de Fatou) Sea (f,) una sucesién de funciones en
sigue cl resultado. —
M*(X.S) entonces:
i) Si(s;) v (t,) son iones S-si S no-negativas con s t ’ .
) Si(s,) v (t,) son funciones ijlmpl(‘ ho-negativas con s, Tf ¥ Tg lim f,dp< L [ fudp paratodo E€S
entonces, s, +1, es una sucesién no-decreciente de funciones S-simples T T e
no-negativas que convergen a f + g vy por 4.3 v por 4.13 se sigue el E E

resultado. Demostracién. Paracada meN.sca g = inf{fu, fuusr:. .- }€ MTLXS)
T . . . entonces g, < fu si n > m y por monotonia:
iii) Como f-xrue = f-xr+fxc, €l resultado se sigue del inciso anterior. g < S

0 /gm dp < /f,l dp paratodo E € S, sin2m
E

Observe que el inciso (iii) es cierto si sélo sc tiene u(FNG) = 0. E

Asi que [ gy dp < lim [ f, dp para todo E € S y para todo m € N.
E n—os ) _ _
Por otro lado, la sucesién (gm) s mondtona creciente y satisface que
lim g, = lim f,. Aplicando 4.13 obtenemos que:
m/oc —

Corolario 4.16. Sca (f;) una sucesion de funciones en M¥(X,S) y sea
o0

J(@y =Y filx), entonces
k=1

n—oc
o0 H . d
/f du = Z/fk dy paratodo E¢ S. ‘ / (’}_‘;“—; fo) dp= ,,}51; G CHt
E k=1 ' ; E
. < : . el cual no excede a lim [ f, dp.
Demostracién. Sea g,(r) = Y ;_, fr(z) con n € N, entonces (g,) es una  * ,,:'50,13 " -
n
sucesién no-decreciente tal que f = lim g, v [ g, dp = Y [ fu(z) du de
n—oo = & .
. E k=1 4 Observaciones 4.18.
donde se sigue ¢l resultado. _
] 3' a) Se ha exhibido al lema de Fatou como consecuencia del teoremna de la
El resultado anterior ticne una aplicacion imnediata a series dobles de convergencia monGtona. Suponiendo la validez d’el lema de F-r.xtm{ es
mimeros reales extendidos no-negativos tomandoa X =N, S =P(N)y u = posible probar el teorema de la convergencia monotona (ver el gjercicio
la medida de conteo. (Enuncielo). (49)).
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b) La desigualdad estricta puede darse en 4.17 atin si ningdn, un o
ambos limites existen (v.gr.): Sea X = N, § = P(N), p = medida de
conteo

i) Si f, : N— R estd dada pdr:

~ _ | xelj)
LM)~{XMPm

si J es par
si J es impar

donde P = {2,4,...}, entonces

lim S, dp=0 v Mz/h@=h
. H-—-x n-—=x .
{1.2.3) {1.2.3}

i) [ lim f, ([/l =0y lim [ f,du=1con f, comoen i).

(12pn=x T2y

iii)) Ahora si f, 0 N — R estd dada por: [, = %\{,, ..... 2-1}- Cutonces

/ lim f, dpe=0 y lim /f,, dp=1.
n— n=—x

c) El lema de Fatou puede extenderse para el caso en el que exista
9 € MY (X.8) con [g du < +x v tal que f, >
n e N,

> —g para todo
(fa € M(X,5)) (ver los cjercicios (48 ii)) v (50)).

Un hecho muy itil es el siguiente:

Teorema 4.19. Scan f € W(X..S) v E € 8§ dados. entonces:

/f dp=0&p({reE: f(x)>0}) =0 (ic. f=0/(cd. rel. p)en E.)
E

Demostracion.

=]

=U E, donde E, ={z € E: f(x) >
n=|

Por a-subaditividad de pt sera suficiente probar que p(E,) = 0. Por cons-

truccion f - \pg, > u\,u 2 0y por la monotonia de la integral se ticne
que:

Claramente {r € X : f(x) > 0}

0= /f dye > / Fdu> l__{".',_' >0

e
———"
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por lo tanto u(E;) =0

S<=anF {reE:f(z)>0}yG={z€E: f(z)=

inciso (c) !fdu=F/fd“+C[fdu=0

0}, entonces por 4.15

4. Comparacion con la integral de Riemann

Scan X =[a,b] (a <benR), S=Bjp p=Alamedidade Lebes-
gueen Sy f e, b) — R una funcion no-negativa y acotada.

A cada particion P = (a =t <1, <... < t, =b) de [a.b] le asociamos
la suma superior S = S(P. f) ¢ inferior § = S(P, f) de Riemann-Darboux
dadas por:

§= Z(fi —tioM; v S= Z(t,' —ti_1)m;
i=1 i=1

donde

My =sup{f(t):t € (ticy-t)} ¥ mi=inf{f(t) -t € (ti-1. )}

b
A continuacién definimos la integral superior de Riemann R [ f dr y a la
(13

d
integral inferior de Riemann R [ f dr como sigue: R ff dr = inf{S(P, f) :

« [{

P es una particion finita de [0.b]} ¥ R f f dxr = sup{S(P.f) : P cs una

particién finita de {a, b]}.
En estos términos diremos que f es Riemann-integrable si y solo si la

integral superior de Riemann es igual a la integral inferior de Riemaun.
b
En ese caso denotamos por R [ f(x) de al valor comiim y la llamaremos la

integral de Riemann dc f cn [a,b)].
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El teorema de H.Lebesgue (1875-1941) que a continuacién enunciamos
(ver el ejercicio (55)) caracteriza totalmente a las funciones acotadas
f :[a,b] = R que son Riemann-integrables y que pone fin a varias déca-
das de investigacion sobre la estructura del conjunto de las discontinuidades
de f y ademds exhibe a la integral de Lebesgue como una extension de la
integral de Riemann. Un ejemplo de esto iltimo es

flz) =

0 siz csirracional
1 si x es racional

entonees por la densidad de los racionales e irracionales en [a,b], se tiene
que

b A b
I—i/f(.lr) dr=b-ay E/f(.t) dr=0
a
por lo que f no es Riemaun integrable. pero evidentemente f es Lebesgue

integrable (con integral igual a cero).

Teorema 4.20. (H.. Lebesgue) Sca f
entonces:

: [a.] — R una funcién acotada.

a) f es Riemann-integrable si y solo si f es continua (c.d. rel A).9
b) Si f es Riemann-integrable, entonces f es Lebesgue-medible y
/ J(o) de = / fdA
[n b
En cl cjercicio (55) se sugicre para su demostracion, la coustruccion de

dos funciones semicontinuas (y en consecuencia Borel-medibles) ¢ y h tales
que: g < f < h, con igualdad sélo en los puntos de continuidad de f y con

/gdA=Ejf(m)dx§ﬁ/bf(x)dx= ./hd/\.

[a.] a a fa.b]

“La o-dlgebra de Lebesgue en [a, 8] es la A-complecion de Bja.p-

IR R A
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La integrabilidad de Riemann de f equivale a la igualdad (c.d. rel A) de g
y h.

Por otro lado el cjercicio (56) exhibe un cjemplo de una funcién no-
acotada f : (0,1) — R cuya integral impropia de Riemann de segunda espe-
cie existe y la cual no es integrable en el sentido de Lebesgue. En el ejercicio
(57) se da una condicion sobre la funcién para que integrales impropias
de primera especie que convergen sean igual a la integral de Lebesgue. Tal
condicién puede adaptarse para la dec segunda especie también.

Veamos finalmente una aplicacion de 4.16 y de 4.20.

Ejemplo 4.21. Sean X = (0.1}, S =By, y = Alamedida de Lebes-
gue. o > 1 v 3 >0. Sea f: X — R continua dada por:

entonees:

Demostracion. Es claro que

Pt -y

= Z fn(”')

n=\)

flr)y=x""Y1 - sir€[0.1)

rH)e 1203 > g, asi que por 4416 tendremos que:

/fm—

0.

en donde f,(r) = {1 -

fu dA

n= Uru l]

Pero f,, y f son Riemann-integrables en [0, 1] asi que por 4.20 tendremos:
l. . <
R/f@Mx:/}dA=z:/
0

.11 m=00.1]

fn dA

J A

/ i
(\(\ F2d a+2n+1 ;3) e 1 + n/i

<

n=0 n=t

3(. 1
= Z R/f,,(.r) dr =
0
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observe que en particular si @ = 1 = 3 entonces:

1
dt 1 1
lo 2:/ =1-- -
g(2) o=l sty
0
ysia=1y =2 cntonces:
1 d
T _ s 1
—=tan'1=/ =]l—-c-4-—-=
4 1 14 .02 1 3+5 7+
0

i

wrgu

e

CAPITULO 5
El espacio de funciones integrables

1. Introduccién

En este capitulo introduciremos el concepto de integral para una subclase
de M(X.S). Se establecera la linealidad de la integral v probaremos varios
resultados en los que cs permisible el intercambio de la integral con el limite.
Se extendera la nocién de integral para funciones S-medibles con valores

complejos.
Definicién 5.1. Sca (X.S.p) un espacio de medida dado. Denotarcies
por £,(X,S. ;1) ala clase de funciones f € M(X, S) tales que:

/f+d;t<+x v /f-(l[l<+00

A dichas funciones las llamarcmos integrables con respecto a ji. Para
feLi(X.S. )y E €S dados ponemos:

/.fdu=/f+ du—/f' dy
E E E

Observamos que [ f+ dpy [ f~ dp son finitas para todo E € .S también,
E E

por Io_que la diferencia tiene sentido y prueba que f - \g € £,(X.S. ). Si
f € Li(X, S, 1) entonces sc sigue del ¢jercicio 43) que f*y f7 sou finitas
(cd. rel. p).

Denotaremos por £1(X,S,p) a la subclase de funciones p-integrables
que toman valores en R.’

i fftdp = 4% 6 [f dp = +oc. la diferencia JF7 dp= [ [~ dp también
esta definida y en ese caso escribimos: [ f dp = [ I dp= [ 7 dp tunbién. sin embargo
tal f ya no es integrable con respecto a p.
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Teorema 5.2. Sea (X, S. ) un espacio de medida dado, entonces:

a) f e Li(X.Sp) o |fl = fr+f € L£1(X,S,p). En cuyo caso
L fdul < [1f] du

b) Si f € Li(X.S,u) yge M(X.S) es tal gue |g| < |f]. entonces
g€ Li(X,S,n). :

Demostracion.
a) =
IFF =1f1=F7+ f~ ¥ |fI” =0 las cuales ticnen integral finita.
al
f f*dp. | f~ du son ambas. menores o iguales que

/(f+ + [ Ydp = / It dp < 4.

por lo tanto f € £(X.S.p). Ademis si f € £,(X.S. u) entonces:

'/fdﬂ '/f“d;h Jr dﬂl_/f du+/f d;t-/lfldﬂ

b) Como gt <|f|y g~ < |f]. se tieue que

/g+ di < o0y /g‘ dpp < +0c y por lo tanto g € £,(X, S, p).

0
Se deja como ejercicio para el lector el comprobar la siguiente afirmacién:
Si f € L (X, S, ), entonces

[1a]= [1Nanenttee e g >0n=0 s
E E

p{zeE: f(z) <0})=0

i.e. f es no-negativa (c.d.) 6 f es no-positiva (c.d.) en E (ver 4.19).

Antes de mostrar la lincalidad de la integral es indispensable tener un
resultado preliminar gue climine, de la definicion 5.1 la necesidad de usar
Ia parte positiva y negativa de la funcion.

P s i Ty

. R X

h+ S (ed
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Lema 5.3. Sea f € Ly(X,S,p) dada. Si f = f
M*(X,S), [ fj dp < 400 (j=1,2) entonces:

/fdp=/f1du—/f2du para todo E € §
E E

E

Demostracion. Por hipétesis f¥—f~ = fi— f2 (c.d.), entonces f*+ fo =
.} y por 4.15 ii)

Z.f”du+!f2d/t=!f1-du+!f‘du-

Como todas las integrales son finitas obtencmos restando que:

/fdu=k/f|du~!f~zdu-

Teorema 5.4. (Linealidad) Sean f,g € £1(X, S, p) y a € R dados, entonces
af y f+g€Li(X,S,p)

-~ fa (cd.) con fi1, f2 €

I

—

y
/afdu—a/fduy /(f+g du = /fdu+/gd;t para todo E € S.
E E

E

Demostracién. El caso o = 0 es clemental y se omite. Si a > 0, entonces
(af)t = aft y (af)” = af~ entonces que si a < 0 entonces (af)™ =
—af7y (af)” = —af*, en cualquicr caso se sigue de 4.15 i) que of €
L£i(X.S, 1) y que fafd/z =« [fd/t

Por otro lado: F
frg=UT-f)+"-9) = +g) - +97).

en donde la definicién de suma cs como en 2.17. Usando el lema anterior
obtenemos que:

Ju+a) (l;t=Z(f++y+)d/t-E/(f'+g“)du

E
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/f+dﬂ-/f-du + /g*‘du—/g"du
E E

E E
=/fdu~+/gdp.
E E

a
Note que (f + g)* es en gencral, diferente de f* + gt y andlogamente
con la parte negativa.

Corolario 5.5. Scan F.G € § ajenos entre si v f.9 € Li(X. 5. 1) dados
entonees:

) | fdu= ff(l;t+[f(l;1

AV

b) [fdu <

J Jodu paratodo E€ S & J <y (cd).
: E o
j [ du =,£g dp paratodo E€ S e f=y (c.d.).

Demostracion.

a) Por hipétesis yrue = \p + y¢ v por el teorema anterior

/' fdp= /(.f'XF+f' XG) dpe

FUG

=/f«yp(1,'l+/f‘\’(:(’ll
/jdu+/fdll

G
) <
Sea N € N(p) tal que f(r) < g(x) para todo z € X — N. Como

K(N) = 0, entonces
/f dp =0 =/g dp.
N

N
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Por el teorema anterior, el inciso a) de éste y dado que (9— f)xg-n~ €
M+(X, S) se tiene:

Jotu=[aau= /fdu+/(g pawz [ au=[1dn
E E-N E- E-N E-N E

=]
Por el teorema anterior, la hipétesis equivale a: f (g — f)dp >0 para

todo E€ S.Sca Ny = {r € X : f(z) - g(x 1} (k € N) entonces:
(}</( -1 (1;1<-’%;l(’\’)
N

por lo que necesariamente p(Ny.) = 0 ¥ lo misimo es cierto para
o
{reX:gl) U

por lo tanto f < g (c.d.).

¢) Es imnediato de (b) intercambiando los roles de f v de g

Un caso particular importante de (b) es el siguiente:

/ fdpu=0 paratodo E€S & f=0(cd.).

2. El teorema de la convergencia dominada de Le-
besgue

El siguicnte teorema y su generalizacion (ver el cjercicio {54)) ademas
de ser poco restrictivos en sus hipotesis. son fuertes en lo que se refiere a
las conclusiones por lo que sin duda son de los teoremas mds inportantes
sobre sucesiones de funciones integrables v las sucesiones de sus integrales v
en lo que resta haremos uso freenente de ellos. Ambos resultados se deben a
H. Lebesgue.
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Teorema 5.6. (De la convergencia dominada de Lebesgue 1910).
Sean (X, S, p) un espacio de medida y (f,) una sucesién de funciones en
L1(X,S, 1) tal que fa(z) — _f(z) (cdrel. p) para alguna f € M(X, S).
Supongamos que existe g € £;(X, S, ) tal que [fnl < g (c.d.rel. i) para
todo n € N, entonces:

a) feLy(X, S p).
b) ffdu— llm ffn du para todo E € S.

Demostmcwn Es claro que redefiniendo a las funciones f, y f en un
conjunto medible de medida ecro (cambio que no alteraria a) ¥ b)) sc puede
suponer que | f,| < g para todo n € N v que fu — f() para todo x € X.

a) Como también |f| < g. se sigue de 5.2 b) que feLi(X.S.p).

b) Por hipétesis g + f, > 0 por lo que podemos aplicar el lema de Fatou:

/gdu+/fdu /y+f)dus lim /(y+fn)d#

/g dig + lim /fn dy,
n—00

como g xg € £1(X.S, 1) obtenemos al cancelar J g du que:
E

[fdus im [ ran
E H—"X.l;
Por otro lado g - f, > 0, aplicando nuevamente el lema de Fatou
obtenetos:
/gdu-/fdu=/(y—f)dus lim /(.q—fn)du
. n—00
E E E E
=/.qdu—nlgg°/fndu,
E

de donde se sigue que: hm j fndp < j f dp; 1a cual combinada con

la desigualdad del parrafo anterior ostal)l(‘ccn el punto b).

st §oovida

5L —— A - —_—

Pl o
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Observaciones 5.7.

a) Un caso particular que aparece con frecuencia es el siguiente: La me-
dida del espacio es finita y existe & > 0 constante tal que |f,]| < &
para todo n. Es claro que g = k € £,(X, S, 1) y la conclusiones del
teorema se satisfacen. En este contexto, el teorema 5.6 se conoce como
el teorema de la convergencia acotada.

b) Para integrales de Ricmann, cn el que X = [a,b], el teorema de la
convergencia acotada (conocido como el tcorema de Arzela-Osgood
(1897)) (Ver [L] pp 976-979) es mads débil pues se exige que la fun-
cion limite sea Riemann-integrable. hecho que no se sigue de supouer
solamente que la convergencia es puntual.

¢) La presencia de una funcién g que domine cs indispensablo anu si
w(X) < ~c. por olemplo Sean X =N. S=PN)ypu:5—-RFK
dada por u(E) = F§7 60si E =@ (ver el ejercicio (2711 Sea
Jj€
fa= 2"/\{n+l,n+2,... }» entonces:

/f,,dp:l paratodony f, —0,

. por lo que la conclusion del teorema 5.6 falla. Se deja al lector el
verificar que no existe ¢ integrable que domine a la sucesion.

Corolario 5.8. Scan (X, S, 1) un espacio de mediday a < bes R fijas. Si f:
X x (a,b) = R cs una funcién tal que f*: X — R dada por fi(z) = f(x.t)
es S-medible para todo t € (a,b) y fz : (a,b) — R dada por fi(t) = fla,t)
es continua para todo x € X v ademds existe g € L£;(X.S. ) tal que
|f(z,t)| < g(z) para todo z,t, entonces la funcién F : (a,b) — R definida
por:

F(t) = / f'dp  es una funcién continua.

Demostracién. Sca ty € (a.b) arbitraria v (#,) una sucesién contenida
en (a.b) tal que t, — ty. Si f, = f'. entonces: |f,| < g paratodo n € Ny
fal@) — f(r) para todo & € X. por continuidad.
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Aplicando 5.6 directamente obtenemos:

Flto) = [ 1 du= lim [ fodp = lim F

por lo tanto F es continua.

O

Aunque no es consecuencia de los teoremas de este capitulo, se invita al
f f+(t) dt s S-medible

(Recuerde que la integral de Riemann es el limite de sumas).
El siguiente resultado da algunas condiciones que garantizan la diferen-
ciabilidad de F

lector a demostrar que g : X — R dada por: g(x

Corolario 5.9. Notacién como en ¢l corolario anterior. Supongamos ahora
que existe ty € (a,b) tal que f' ¢ £1(X.S,p). que %% existe en X x
(a.b) ¥ que existe g € L{N.S.p) tal que I'——( ',I)I < g(), entonces F es
diferenciable en t y F'(t) f (z.t) dpu.

Demostracién. Scat € (a.b) t# ty arbitraria, entonces por el teorema
del valor medio existe s entre ¢y y ¢ tal que:

1£.0) = fatoll = It - ol | L .

Asi,

JCe DI to)i + (b - a)g(e) = i)

como gy € L1(X. S, 1) lo anterior demuestra que f' € Ly(X, 8, 1) para todo

t € (a,b).
Ahora sea t € (a.b) arbitraria y (f,,) una sucesion contenida en (a, b) tal
que f, — tycont, #t para todo n € N. Definimos f, : X — R como

sigue:
f(ay = flir)

fule) = ho—t

+

entonces lim f,(r) = (” (1 t) para todo .r
" -+

© or . (%) .Y
£ X por lo tanto 7)-,[(-.!) X -
Res Samnedible y ademds por una estimacion similar a la del parrafo anterior

v
~—
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tenemos que: | f,| < g1. Se sigue de 5.6 que:

_ 0
lim F_(tﬁ)_tF—(Q =nll_.ngo/fn(m) dﬂ=/a_{(x’t) dp

n—oo th —
f%[ (z,t) du

por lo tanto F' es diferenciable en (a.b) y F'(t (t € (a.b)).
a

3. Funciones integrables con valores complejos

Definicién 5.10. Sea (X.S.u) un cspacio de medida, denotemos por
M¢c(X.S) al espacio de funciones f : X — C que son S-medibles. Deti-
nimos

LYX.S.p) = {f € Mc(X.8) : RESS € L1(X. S )}
y para f € Li(X.S.p) vy E € § ponemos
/fdu:/ﬂ?fdp-%i/‘&fdu.
E E E

Es inmediato comprobar que el tcorema correspondiente a 5.4 es cierto pero
ahora con a € C.

Si f e LE(X, S, 1), entonces decimos que f es integrable.
Anilogamente a 5.2 tenemos:

Teorema 5.11.

a) fe LiX,Sp) & |f] =

Caso:

(RO +(S 'f)z)" € Li(X,5,p1). En cuyo

Vf du\ < [1f1du

g € Mc(X,S) es tal que |g| < |f], entonces

b) Si f € LUX,Sp)y
g€ LYX.S.pn)
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Demostracion.

a) =]
Claramente | f| < |Rf]+|Sf| € £1(X, S, 1) por lo tanto |f|€ £1(X, S, u)
por 5.2 b).

<]
Es evidente de las relaciones: |Rf|, |Sf] < |f|-

Si f f dp = 0 no hay nada que hacer, asi es que suponemos que la
integral es diferente de cero. Sea rei = f f du la representacion polar.
Por la definicion 5.10 y por 5.4 tenemos que r = [ e~ f du asi que:

l/ 1 d.u‘ =r= / e f dp = / Re™f) du

< [1e = 1w

b) Claramente |Rg|, [Sg] < lg| < [f] v el resultado se sigue de 5.2.

Observaciones 5.12.

/'f du =/|f| dp & cxiste § € R tal que p{r € E: f(z) # em|f(a:)|} =0
E E

(i.e. la funcién f toma sus valores (c.d.) en E sobre un rayo que parte del
origen)

Demostracion.
<]
Claramente f fdp|= f 6‘_1'0” | dﬂ! = [|fldp.
E E E
=]
Si [ f du # 0. escribimos [ f du = ret®, entonces como en la prueba de 5.11
E E
tenemos:

E/ Rie™f) du = F/ fdp) = E/ f1 de

gl

btk d, oy s
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y como R(e~ f) < |f| se tiene que:
p{ze B:R (@) # 1)} = 0
lo que equivale a:
we € E:e () #f(@)} =0

y ademds prueba en este caso que

f = arg /f dp si /f dp#£0. Si /f dp =0, tomamos 6 = (.
E E E

O

El corolario 5.5 se extiende sin cambio alguno salvo en el inciso b) en el

que ponemos en vez de f y g, sus modulos. El inciso ¢) se prueba examinando

las partes reales e imaginarias de las integrales. Es claro cdmo enunciar la

versién compleja del teorema 5.6 v su prueba se reduce a examinar la partes
reales e imaginarias.
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CAPITULO 6
Los espacios clasicos de Banach

1. Introducciéon

En este capitulo introduciremos los espacios clasicos de Banach £,(y1)
(1 € p € +). asi como algunas desigualdades importantes relacionadas
con cllos. Estos espacios poscen propicdades destacadas y son de considera-
ble interds en diversas areas del andlisis. Obtencimnos como casos especiales
diversos espacios de sucesiones.
Definicién 6.1. Sca (X.S. ;) un espacio de medida v p € (0. +x) fijo.
Definamos

Lp(X.S.p) ={f eM(X.5):|fIP € Li(X. 540}

Claramentc

feLlyX.S.p)e /|f|" die < +x & |fIP € Li(X.S.p).

Observe que [|f|P dp =0 f=0 (cd) (4.19).

Si no se presta a confusion escribiremos Ly(pe) en vez de £,(X. 8. p).

Teorema 6.2. Si f,g € Ly() y a € R. entonees af v f+ g pertenecen a
Lope).

Demostracién. La primera afirmacién es evidente, para la scgunda usa-
mos la siguiente cadena de desigualdades vilida para ndmeros reales a y
b:

ja + bl < (2max{|al.|b]})P < 2°(la]? + |bIP).

/lf + gl dp < 2P (/m" dy + /Iy\” tl;l) <X

6Y

asi que:
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por lo tanto f + g € L,(X, S, p).

O

La desigualdad que probamos a continuacién es central en cl desarro-

llo de los espacios Lp(jt). es ademds una generalizacion de la desigualdad

de Cauchy-Buniakowski-Schwarz. Fue probada originalmente por O. Hélder

(1859-1937) para el producto interior usual de vectores en R" y generalizado
por F. Riesz (1880-1955) para funciones en Lpy{ye).

Teorema 6.3. (Desigualdad de 0. Holder (1389) y F. Riesz (1910)) Scan
(X, S 1) un espacio de medida, p€ (1. +x) v g€ (1, +2¢) tales que ,l;"}':l, =1.
Sifecl,()y g€ L,(n) son distintas de cero (c.d.) entonces

i) fge Ly(p).

i) [1fgldp < ([LAP dp)r ([ ig dis) 7.

iii) La igualdad en ii) ocurre si v s6lo si existen constantes no-negativas,
no ambas cero. 4 ¥ B tales que: A} f|¥ = Bjg|? (c.d.)

Demostracion. Partimos de la conocida desigualdad de J. Bernoulli:

(t+0P>1+pt, t2-1, p>1

con igualdad si v sélo si 1 = (.
Sean a > 0 v b> 0 tales que:

a
l+t=|—].
(bi)

Sustituyendo estos valores en la designaldad de Bernoulli obtenemos:

a? -1

— 2> 1l+pab » -

Ay p

con igualdad si y solo si a” = 9. Multiplicando por 7 en ambos lados
de la desigualdad, ordenando los términos y usando la relacién 1 + }1 =1

P
obtenemos que:

con igualdad si v s6lo st a” =07 (« >0, b > 0). El caso b =0 ¢s evidente.

Procedanios a establecer el teorema.

[

!.,'
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i) Por lo ya probado,
1 1
[isstans s i dusd flof du< o

de donde fg € Li(p).
i) Por hipétesis [ |f|P duy [ |9 dy son diferentes de cero.

Fi Tvk= lol T, entonces por la desigualdad ya
(S1fIP du)? (Jlgle du)?

Sean h =

obtenida:

1 1 . 1 1
/hk dp < E/lh|” dpe + p / [k dp = ; + . =1,

cquivalentemente:

./”"' dp < (/Ifl"du)"‘ (/W du)ﬁ.

iii) La igualdad en (ii) ocurre si y solo si fhkdp =1 hP =Rk (c.d)
(ver 5.5.0)) & ([ 1917 du) |fIP = (JIfIP dps) gl (c.d.)-

O

Observe que la prueba del inciso anterior proporciona explicitamente los
valores de A v de B. Notamos quesi f =06g=10 (c.d.) el teorema anterior
es cierto también.

Para una generalizacién de la desigualdad de Holder ver el ejercicio (61),
y para un reciproco debido a F. Riesz (1910), (ver el ejercicio (78)). Los
niimeros p y ¢ se llaman exponentes (o indices) conjugados. .

Existe una versién de la desigualdad de Holder que no usaremos, si
p € (0,1) (en consecuencia su exponente conjugado ¢ € (~00,0), (ver el
ejercicio (72)). El caso p =1y ¢ = +00 sc posponc hasta 6.16.
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2. La desigualdad de Minkowski y el teorema de
Riesz-Fischer

Teorema 6.4. (Desigualdad de Minkowski (1896)) Sean p € [1,+00) y
1.9 € L,(1) dadas, entonces:

(Juewa)s(fira) s+ ([irs)’

Demostracion. El caso p = 1 os clemental v se omite. Por 6.2, f + g €
Cp(l‘) v

/ ol dn < / 1+ ol 1 e+ / i+ gl di

Como | [ +g|" € Ly(pr) entonces |f + g|P~" € L,(p). asi. que por 6.3 obte-
nemos;

./UJ”JIP du < [(/ /17 du-)lF + (/ lol” d/")%] (/ U+g|q(p—l))$

Si [|f+ g/P dp = 0 cntonces la desigualdad de Minkowski se satisface
trivialmente. v si [ |f + g|? dp > 0, entonees dividiendo ambos lados de la
ultima desigualdad entre este mimero y como p = q(p — 1). concluimos que:

(v )=o) forof i)

0

Examinando los puntos en la prueba anterior en donde aparccen des-
ignaldades cs facil concluir, usando 6.3, que la igualdad ocurre en la de-
signaldad de Minkowski, con p > 1, si y sélo si existen C, D constantes
no-negativas, no ambas cero, tales que:
Cf=Dg (cd.).

Si p = 1. entouces la igualdad ocurre si v sélo st existe p € MY (X, S) tal
que pf = g (cd) en el conjunto {w € X : f(a)y(r) # 0}

2

tooaad sld 4.9
M

==
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Se deja al lector comprobar tal afirmacion.

La desigualdad que aparece en 6.4 (debida a H. Minkowski (1864-1909))
no admite extensién para valores de p en (0,1), sin embargo se tiene que:

/If +gfP du < /lf]” dp + / lglP de  para todo f,g € Ly(p).
Esta afirmacién es inmediata de la desigualdad:
(a+b)P <a?+V a,b>0 y 0<p<l
Asi: dy(f.9) = [|f - ¢i” dp define una semi-métrica en L,(n) (p €
(0.1)).

Teorema 6.5. Scan p € {I.+x) fijay || |, £,(1r) — R definida por
I Fllp= ([ 1f1P di)!/P. entonces || 1|, es una seminorma en £,,(p).

Demostracion. Es claro gue:
) f=0=]fll,=0yiflh=0=f=0 (cd)

i) flafllp=lolllfll, (o €R).
i) If + gllo< 1flp+gll,. (Desigualdad de Minkowski).
a

Definicién 6.6. Sea p € {1.+~) fija. Definimos una relacién ~ en Lp(x)
como sigue:

f~g (fgelyw)elf-gl,=0
0 equivalentemente f ~ g & f = g (c.d.). Por 6.5. ~ define una relacién de
equivalencia en Lp(x). Si [} denota la clase de equivalencia de f relativa a
pic [fl={g€L,: f~g}) definimos

WA= 1171

Por 6.5 iii) este valor es independiente del representante de la clase y esta
funcién constituye una norma en el espacio vectorial constituido por las
clases y con las operaciones naturales:

1+t =1 +4g] v of] = [af].

las cuales estan bien definidas. nuevamente por 6.5.
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Observaciones 6.7. En lo que resta, no haremos distincion entre re-
presentantes de una misma clase. L,(z) (p € (0,+00)) cs entonces, un
subespacio vectorial de M(X, S} en el que funciones iguales (c.d.) se consi-
deran idénticas. :

A continnacién probamos que (£,(g), || |l) con p € [1,400) es un espacio
vectorial normado y completo i.e. es un espacio de Banach.

Teorema 6.8. (El teorema de F. Riesz y E. Fischer) Sea p € [1,+00) y
(fu) una sucesion de elementos en £,(y) dadas, entonces existe f € Lp(p)
tal que:

Ifu = fllp—= 0 (n— +oc) & (fy) es de Cauchy con respectoa || lp-
Demostracidn.

Sea (f,) wna sucesion de Canchy en £,(p). Es suficiente probar que
(fn) admite una subsucesién (f,,) para la que existe f € Ly(p) tales que
Il fup, = fllp= 0 cuando b — +oc. Usando la condicién de Cauchy. es posible
hallar una sucesion de naturales ny < no < ... tal que

1
”fm- - fn;.-. ) ”/r< 2_;_

Sea g € M*(X,S) dada por:
(@) = fu, @)+ D i (1) = frp @)
k=1

sc mostrara que u ({z € X : g(z) = +o0}) = 0.
Por el lema de Fatou. por la designaldad de Minkowski y por la conti-
1
nuidad y monotonia de ¢(t) = t» tenemos que:

1
(/y”du)ps(ﬁm

("fnl "[l+ Z“-f”ko - f"l.- ”P) < ”fnl "I’-"-l

k=1

m

/(lfnll + Z If"k«H - fnkl)p d/.L) ’
k=1

< lim

n—oc

-1
[$4]

UN CASO ESPECIAL

Asi pues por el ejercicio (43 1)) p({z € X : g(z) = +00}) =0 y la serie
que define a g converge (c.d.). Definimos f : X — R poniendo:

fm(x) + §l (fnk+1($) - fnk(m)) si g(z) < +oc,
0

flz) =
si g(z) = +oc.

Es claro que para todo k € N : |f,,| < g (c. d.) y ademiés f,, — f (c.d.)

" (k — 00), en particular |f,, [P — |f]P (c.d.) cuando k& — oo, pero la sucesién

esta dominada (c.d.) por la funcién integrable g asi que por 5.6 obtenemos:

/|f|" dp = Alim /[fnkl” du < /g” di < +o0
¢ —C

por lo tanto f € £,(n).
Por otro lado como |f|? < gP (c.d.). entonces: |f,, — fIP < 2P¢P (c.d.) y
usando 5.6 nuevamente tenemos que:

0= Jim llfu, — fll
O

Observacién 6.9. Notamos que en el curso de la prueba anterior, se cons-
truyé a partir de (f,,), una subsucesién (f,, ) que converge (c.d.) y en norma
I I, auna feLy(p)

De manera similar se prueba que el espacio métrico (Ly(u).d,) es com-
pleto también 0 < p < 1.

3. Un caso especial

Sean X =N, § = P(N) y p = la medida de conteo, en virtud de 4.11
se tiene:

o0
Lo(w) = {f :N=R: Y [f(m)P < +oc)
n=1
el cual es costumbre denotarlo por €, e identificar a sus elementos con las
Sucesiénes reales () tales que:

o
Z lenlP < +2c.
n=1
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Demostracion. ¢, cs un espacio vectorial sobre R y ||z|[,= (Z |z,,|")

define una norma completa. La desigualdad de Holder (6.3) adquiere la
siguiente forma: '

Seanpy g € (1, +0c) exponentes conjugados. Siz € {,y y € ¢, entonces:

i) 2y : N — R dada por (zy), = rayn (n € N) pertenece a /.

) 5 fownl < (5 |xn|P)W (£ w)w.

n=| n=| n=}

iit) La igualdad en ii) ocurre si v sélo si A, B constantes tales ques

Ay ” = Bly,|? para todo n € N.
Esto dltimo ya que el tinico subconjunto de N de medida cero es el vacio.

Si p =2 = q. obtenemos la bien conocida desigualdad de Cauchy. asi
como la condicién de colincalidad para la igualdad.

Se puede probar que
f,Clp paratodo 0 <p<ryquellri,< |z, paratodore lp.

ademas:
oG () & (ver el ejercicio (75)).
O<p<r

D.
Volviendo a espacios de medida generales (X, S. jt) pueden ocurrir hechos
muy curiosos, por cjemplo, se pueden construir funciones “razonables™ que
no pertenezcan a algin L,(s) (p € (0,4+0oc)) o funciones que pertenezcan
a Ly(p) (0 < p < +oc) precisamente para un tinico valor de p. (Ver el

cjercicio (63)). Si u{X) < +oc, entonces L,(p) C () £L(¢) en donde la
O<r<p
- contencion puede ser propia (ver los ¢jercicios (62) y (63)).

Sip(X) = 1 entonces: || fIl,< ||f4, para toda f € L,(p).cond<r<p,
ademas es posible probar que si f € £,(;) entonces: exp J (og|f1) dp =
lunlljl,p (ver el ejercicio (69)): poriliimo. si f es acotada (c.d.). entonces

LLRE % st ok
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f € Lp(p) para todo p € (0,00) y liIm|| fllp es finito y opera como una norma
ploo

sobre el espacio vectorial de funciones en M(X, S) que son acotadas (c.d.),
el cual se denotara justificadamente por L (), mismo que a continuacion
examinamos.

4. El espacio L)

Definicién 6.10. Sea (X, S, 1) un espacio de medida fijo. Definimos
Loc(p) ={f € M(X.S): f esacotada (c.d.)}
y para f € Lx(p) ponemos:
1fllx=inf{a >0: p({z € X :|f(z)

Note que por definicién ¢l conjunto sobre el cual se toma el infimo. no

| >a}) =0}

€s vacio.

Propiedades 6.11. Sea [ € Loo(p) fija, entonces:

i) [[flle2 0.

iy Iy = {a>0:p({reX:
[l fllocs +0<). si [|flloo> 0.

iif) |f(z)] < fll (c.d.)
iv) ||fll<< sup{|f(z)| : € X}, si f es acotada.

v) Iflloc= supfc > 0 : p({z € X : |f(z)] = ¢}) > O} (Déﬁnicién

alternativa).

0} es igual al intervalo

|f(z)| > a}) =

Demostracion.
i) Es evidente.

ii) Es claro que Iy C || fll, +00)-
Inversamente, sea a > || f|leo arbitraria, como

x

(1) >a} = U {;1: eEX:|f(x)] >a+ %},

n=1

{reX:|f
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¥y a+2>|flle para todo n € N entonces

#{z € X :|f(z)] > a})

<Zp({$€X (a:)|>a+%})=0=>aelf.

n=1
iii) Se sigue inmediatamente del inciso anterior.
iv) Claramente

{reX :|f(2)l > sup{|f(2)| : z€ X}} = @ = sup{|f(z)| : x € X} €.

v) Seab=sup{c>0: p({reX: [f ()| > ¢}) > 0}. Si b =0, entonces
r{z e X :|f(x)] > c})

Inversamente, si || flloc= 0. entonces f = 0 (c.d.) (por iii)) y b = 0.
Asi es que supondremos que || filoo €s positivo.

=0 paratodoc>0=|fllx=0.

Ahora bien, para todo c € [0, ]| f]l») se tiene que

i({z € X : 1f()] 2 ¢}) > 0 por lo que ¢ < [fllao= [Iflloc b

Si ||flleo< b, entonces:

Mz e X:|f(@)|2c) =0 para todo c & (||floesb),
lo cual no es posible por definicién de b por lo tanto || f|joc= b.

a
Note que si Jy = {c¢ > 0 : p({x € X:|f(z)] > c}) > 0}, entonces
Jp={0} siy slosi f=0{(cd)yJ;=[0,]fllc), si | flloc> 0.

Observaciones 6.12. De la propiedad iii) se sigue que si f y g pertenecen
aLoc(i) y f = g (cd.) entonces |g(z)| < || fllxe (c-d.) y 1f(2)] < Jglloo (c.d.)
por 10 tanto [|flloo= glec-

Lo anterior demuestra que || ||5 esta bien definida si no distingnimos
entre funciones acotadas (c.d.) en M(X.S) que son iguales (c.d.). cosa que
haremos de aqui en adelante.
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Teorema 6.13. (Loo(i).]l |loc) €s un espacio de Banach.

Demostracion. Es claro que 0 € Loo(p). Sean f,g € Lo(p) y o € R,
entonces por 6.11 iii):

If + gl <1fi+ 19l S W flloc+l19lloo

(c. d.) de donde

fH9€ L)y If +9llcs £l +ligltoc-

También |af] < lolllfll~ (c.d.) asi que af € Lx(pt). Sia =0.af =0y
trivialinente o f!x = ol flix: si a # 0. entonces:

lafiix=nf{a > 0: p({r € X:|af(r)] >a}) =0}

ﬂﬁw{%>nm(@ewaM>ﬁﬁ)ﬂ@=wwh-

Lo anterior prueba los requisitos que faltaban para establecer que
(Loc{pe). 1l s} es un espacio vectorial normado.

Sea (f,) una sucesion de Cauchy en Loo(p). Como N{(y) es un o-anillo
y
fmlle (c.d.) para todo n,m

|f’i fl"( 1 < “.,n

!fn(x)l' S “fn "30 (Cd) para tOdO ne N

existe un conjunto comin E C S de medida cero tal que |f,(z)] < [|fallo ¥
|fa(@) = frm(x)) € il fn = fimll~ para todo n.m y para todo x ¢ E, de donde
se sigue que (f(x)i es uniformemente de Cauchy en X — E. Definimos

py=d o)
ﬂn—{o

Sea ¢ > 0, hallamos N = N{¢) € N tal que || fin

entonces:

sir¢ E.
sir€E.

— fallx<esim>n>N,

fﬂ( |+lfll T)‘

S < + "fn”x

U( )!_ lllll ;fu:(" < hm ifm( )

= me—x

para todo x ¢ E
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yn 2 N por lo tanto f € Loo(p) y ademsds si n > N, entonces

|f(z) ~ fal2)| = fa(z)]

< lim |[fm = fallx< € para todo z ¢ E

m-—oc

= Im_|fn(2)

ie. ||If - fallo<esin> N.

: 0O
Se ha probado que || f, — f loo— 0 cuando n — oo entonces f, — f

uniformemente (c.d.). El reciproco es cierto también y es facil probarlo.

Observacién 6.14. Si (X, S, ) es como en 6.10, entonces L (u) coincide

con el espacio de sucesiones acotadas £, = {x :N—=R:sup|z,| < +00
neN

Teorema 6.15. Scan (X, S, p1) un espacio de medida, f € £(n) y g €
L (1) dadas, entonces:

i) foeLin).
i) S1f9ldi < [1flillglloo-

iii) La igualdad en ii) ocurre si y sélo si
lg(r)] = llgll (c.d.) en el conjunto {z € X : f(x) # 0}.

Demostracidn.
i) v ii). Por 6.11 iii):

Jusstdus [fligho dn = 1Sl 7o € 10
i)

/ ol di = £ lglloe s / |F1(lglloe 1) du = 0

& |fllgll<—lgl) = 0 (c.d.)
p{z e X fx)#0 y lg@) < |lgllec}) =

Se consideran a p=1y ¢ = +oc como exponentes conjugados.
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Definicién 6.16. Sean (X, S, 1) un espacio de medida y p € (0, +00) dados.
Definimos

L) ={f € Mc(X,S) : |fP € La(p)}

LS () = {f € Mc(X,S) : |f] es acotada (c.d.)}

Todo lo afirmado sin excepcién, desde 6.2 hasta 6.16 para L.(u) y ¢
permanece cierto para LC(u) y €€ (r € (0,+00]) (salvo modificaciones
menores como el considerar escalares & € C y f € M®(X,S)). Asi pues
(L)l ll-) (1 €r < +oc) es un espacio vectorial sobre C. normado v
completo. v para r € (0.1) (£L5(p).d,) es un espacio vectorial sobre C y
d, cs una métrica completa.
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CariTULO 7
Medidas exteriores

1. Introduccion

En este capitulo sc introducen las nociones de casi medida y la de medida
exterior. Se proporciona un método de construccion de medidas a partir
del concepto mds primitivo de casi medida y se examina la unicidad de
la construccién obtenida. Como caso particular se obtiene la medida de
Lebesgue en R.

Definicién 7.1. Sca X # 0 v A C P(X) un dlgebra. Una casi-medida cs
una funcién conjuntista g : A — R tal que:

i) (@) =o.
ii) u(A) >0, para toda A € A.

oc

iii) Si (A,) es una sucesion de elementos disjuntos de A tal que |J A, €
n=1

A, entonces:

M (U An) =) u(An).
n=1 n=1

Observaciones 7.2. Como (@) = 0, entonces g es aditiva y también es
mondtona. Si (A,) ¢s una sucesion de elementos no-necesariamente disjuntos

3
de A tal que: |J A, € A, entonces:
n=1
o< )
14 ( An) < Zu(An)
n=1 n=1

oc
Si p(X) < +2¢ entonces p se llama finita. Si X = |J A; con p(4;) <
i=1

+00 (A4; € A) entonces p se llama o-finita.

83
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Definicién 7.3. Una medida exterior es

una funcién conjuntista
p:P(X) — R tal que:

i) p(®) = 0.

ii) p(E) > 0 para todo E € X.

iii) p(E) < p(F) si E C F C X. (Monotonia).
oC
< Y p(Ey) para toda sucesién (E,) de subconjuntos de

iv) /)(U E,,) >

X. (o-subaditividad). Como p(#) = 0, entouces p es también subadi-
tiva. :

Si p(X) < +20 entonces p se llama finita. Si X = U E; con p(E;) <
+o0c para todo i, entonces la medida exterior sc llama o- ﬁmta
Ejemplo 7.4. Sea (X.d) un espacio métrico separable (si se desea puede

tomarse X = R con la métrica usual). Sea {U, : n € N} una base numerable
para la topologia de X: definimos p : P(X) — [0.1] como sigue:

en donde:

[ 1 SiENU, #£0.
”"‘E)’{o si ENU, =

entonces p es una medida exterior y tiene la siguiente propiedad:

para todo n € N;

p(E) = p(E) para todo E C X(E = cerradura de E).

Para mis ejemplos ver el ejercicio (80).

Toda casi-medida genera una medida exterior de una manera natural v
que consiste en “aproximar desde afuera”
cubiertas numerables de clementos en A.

a subconjuntos de X mediante

kgl
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Definicién 7.5. Sea i : A — R una casi medida. Definimos p* : P(X) —» R
como sigue:

= inf {Z (A

n=1

oc
:EC U A A€ A (nEN)} para todo E C X

n=1
Una sucesién (A4,) de clementos de A tal que E C |J A, se llama una

n
A-cubierta de E y p* sc llama la medida exterior generada por ,
término que queda justificado por el siguiente teorema:

Teorema 7.6. _
p i P(X)-R

es una medida exterior v s tal ques
* —
" |.A =H

Demostracion. Se signe inmediatamente de la definicién que p*(E) >0
para todo E C X. Claramente 0,0,... es una A-cubierta de ¥, entonces
1 (0) <0 por lo tanto, g=(B) = 0.

Sean E C F C X dados. Como toda A-cubierta de F' es también una
A-cubierta de E. se sigue de la definicién que:

1 (F) < i’ (F).

Establecemnos ahora la g-sub-aditividad. Sea (E;,) una sucesién de sub-
conjuntos de X.
Si *(E,) = +c para algin n, entonces trivialmente

[I‘ (O E,,) ZI' n +°C)'
n=1

por lo que supondremos: p*(Ey) < +o¢ para todo n € N.
Sea £ > 0 arbitraria, para cada n hallamos una A-cubierta numerable

(:l(")) de E, tal que:

3

o

}i (4‘"’) < pt(E)) +

=1

w
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[o <]
Como { AS") :(i,n) € N x N} es una A-cubierta de J E, se tiene que:

n=1
o0
I ( U En) <
n=1

por lo tanto, p* es o-subaditiva y constituye una medida exterior.
Sea A € A, entonces es evidente que ©*(A) < p(A); inversamente

oC
scra suficiente probar que u(A) < ¥ p(4;) para toda A-cubierta (A;) de A.
i=1

Z H (Agn)) ='§: Z#(A,(-")) <Y W(E) +e
n=1

(i,n)eNxN n=1 i=1

Es claro que basta considerar sélo aquellas A-cubiertas en las que A; C A
(de otro modo se reemplaza cada A; con AN A; € A lo cual sélo hace
decrecer el valor de la serie).
~
Asi. A= ) A; y usando 7.2 concluimos que:

i=1

H(A) <) p(A).
i=1

a
Por otro lado, u es o-finita si y sélo si p* es o-finita.

Observacién 7.7. Es un facil ejercicio comprobar que una funcién conjun-
tista que sea: no-negativa. o-subaditiva, aditiva, que valga 0 en 0 y esté de-
finida en una o-dlgebra es una medida, en particular una medida exterior p
es una medida si y s6lo si p es aditiva.

2. Elteorema de extensién de Carathéodory-Hopf

En general. una medida exterior no es una medida y esto ocurre en
virtud de que P(X) es un dominio “demasiado grande”. Lo que haremos
a continnacion es elegir algunos subconjuntos de X en donde la medida
exterior sca aditiva.

La siguicnte definicién se debe a K. Carathéodory (1873-1950).

Definicién 7.8. (Carathéodory (1918)). Sea p : P(X) — R una medida
exterior. Diremos que E C X ¢s p-medible (o Lebesgue-medible) si:

pP(B)=p(BNE)+p(B-E) paratodo BC X

v
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i.e. si E'y X — E dividen aditivamente a todo subconjunto de X. '

Denotamos A? = {E C X : E es p-medible } y en el caso de una medida
exterior u* generada por una casi-medida p, denotaremos A* = {EC X : E
es p*-medible }.

Observacién 7.9. Como toda medida exterior es subaditiva, basta pedir:

p(B) > p(BNE)+p(B-E) paratodo BCX

“en la definicién anterior.

El siguiente resultado identifica inmediatamente algunos clementos de
AP,
Proposicién 7.10. Sea p: P(X) — R una medida exterior, entonces:

i) EEA = X - FEc A’

ii) E€ A”.sip(E)=0.
Demostracion.

i) Es evidente y se omite.

ii) Por la no-negatividad y la monotonia de p se tiene que:

p(BNE)=0y p(B - E) < p(B)
paratodo BC X = Ec A, por 7.9.

0O

Teorema 7.11. (De extension de K. Carathéodory - E. Hopf (1918)). Sea
p:P(X) — R una medida exterior, entonces:

a) AP es una o-algebra.

b) p= p| o AT R cs una medida completa.

En caso de que p = p” sea la medida exterior generada por una casi
medida g : A — R. entonces:

¢) S(A)c A
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Demostracion.

a) Por 7.10 i) y ii) se tiene que A? cs cerrada bajo complementacién y
contienc a @, por lo que sera suficiente probar que A” es cerrada bajo
uniones numerables.

Empecemos con la unién de dos clementos de A”.
_Sean Ey, Ey € A?; como E; € A”, entonces para todo B C X cumplen:
P(BNEY) = p(BNE N Ey)+p((BNE)) - Ey) (7.1)

p(B - E\) = p((BN E3) - Ey) + p(B - (E) U Ey)) (7.2)

Sumando (7.1) y (7.2) obtenemos:

pB) = p(BNE\NE)+p(BNE) - Ey) ‘
+(BOE) - B +p(B—(EUEy)) (™9
Sustituyendo B por BN (E; U Es) en (7.3) obtenemos:
PBN(E\UEY)) = p(BNEINE)+p(BNE)~ Ey) (7.4)

+p((B N Ey) - Ey)
Comparando (7.3) y (7.4) obtenemos:
p(B) = p(BN(E\UE,)) +p(B ~ (E|UEy)) para todo B C X;
por lo tanto E| U E, € A?

Usando ¢l ¢jercicio (2) es suficiente probar que si (E, ) es una sucesion

. . x
de clementos disjuntos en A?. entonces J E; € AP
i=1

Notamos que si Ey y E, son disjuntos, entonces la relacion (7.4) se
reduce a: :

P(BN(E\UE)) = p(BNE)+p(BNEy) paratodo BC X (7.5)

Procediendo por induccién obtencimos que para todo n € N se cumple

p (B n (U E,-)) = Z;}(B NE;) paratodo Bc X (7.6)
=1 i=l

W
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si Ey,..., E, son subconjuntos ajenos en A”.

Sea (E;) una sucesién de conjuntos disjuntos, denotamos

n

F'n=UEi (nZl)}’E=DEu

i=1 i=1

entonces X — E C X — F, y como F, € A” se sigue de (7.6) que:

n
p(B) 2 Zp(BﬂE,-)+p(B—E) para todon € N para todo B C X,

i=1

por lo que:

p(B) > p(BNE)+p(B - E)
i=|

>p(BNE)+p(B—-E) paratodo BCX (7.7)

asi que E € A”, por lo tanto, A” es una o-dlgebra.

b) Es claro que 5: A” — R es no negativa y (@) = 0.
Sea (E;) una sucesién disjunta y arbitraria de elementos en A’ y
xX

E = |J E:. Si ponemos B = E en (7.7) obtenemos que

i=1
p(E) > B(E)
=1

lo cual es suficiente, por la g-subaditividad de p, para obtener la
g-aditividad de 5. Por lo tanto 7 es una medida.

Sean E € A? con 5(E) =0y F C E dados, entonces p(F) =0y por
7.10 ii) F € A” también, lo que prueba que p es completa.

c) Sea p: A — R una casi medida y p = p* la medida exterior gencrada.
Como A* cs una g-dlgebra serd suficiente probar que A C A*. Sean
A€ Ay B C X arbitrarios, si 4*(B) = +oc, entonces u*(B) >
g (BN A) + p (B - A) trivialmente, por lo que supondremos que
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#*(B) < +00. Para € > 0 dada, hallamos una A-cubierta numerable
(An) de B tal que:

D uA) < p(B) +e

i=1]

Como p*] 4 = # (7.6), por la monotonia y la o-sub-aditividad de uy
. la aditividad de g obtenemos:

n (=]
K(BNA) + 1 (B-A) <Y p(AnA)+ Y nl(Ai - A)

i=1 i=1

x

=Y (AN < pt(B) +¢
i=1
Pero z > 00 es arbitraria, asi que A € A*
O

Denotaremos Ji =';L‘| .- Puede probarse que si p es o-finita, entonces:
(A*,72) es la complecién de (S(A), s A)) (ejercicio (90)).

Teox:ema 7.12.. (H. Hahn (1921)) Sean g : A — R una casi medida
o-fm‘lta, S C P(X) una o-dlgebra que conticnc a A* v v : S — R uma
medida tal que: u(A) = v(A) para todo A € A, entonces i(E) = v(E) para
todo E € A*.

Demostracion. Sea E € A* arbitrario y (X,) una sucesién creciente de
elementos de A tal que

&
X= U Xn ¥y m(Xn) < +oc paratodon €N,

n=]

cntonces
BE)=lmapENX,) y v(E)=limv(ENX,),
nloo nfoo

asi que es suficiente probar que v(E,) = J(E,) para todo n € N donde
En = E n Xn.

i
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Sea (A;) una A-cubicrta arbitraria de E,,, entonces:
( 0 oo o0
vE) <l (4] €Y ua) =Y n4y)
\j=l j=1 j=1
por lo que v(E) < Ii(E): de la misma manera obtenemos que:
V(Xn - En) < l_’-(Xn - En)
y como
V(En) -+ V(Xn - En) = I_L(En) + I_J'(Xn - En)
se sigue de la finitud de cada sumando que v(E,) = fa(E,).
O

Un arguniento similar prueba que u(E) = v(E) para todo E que per-
tencce a S(A). si p(A) = v(A) para todo A € Ay v estd definida sélo en
S(A).

Ejemplo 7.13. El teorema anterior puede fallar si i no es o-finita.

Sea X = QN (0,1} y denotemos (a,b] = (a,b]N X, con a,b € X y
E = {(a,b]' : a,b € X}. Es claro que A = A(E) es la coleccién de uniones
finitas disjuntas de “intervalos” en E.

Definimos s : A — R poniendo p(A) = 400 si A es infinitoy 0si A = 0.
Por otro lado es inmediato comprobar que A* = P(X) y que i : A* - R
estd dada por I(E) = +ocsi E#Qy 0si E=0.

Si v : P(X) — R denota la medida de conteo entonces 1/| A = K pero
obviamente v # @ en A* = P(X).

Existe una manera mas intuitiva y natural (pero mds larga) para definir
a los elementos de A® y que consiste en aproximar a los subconjuntos de
X ‘“desde adentro”también, dando lugar a la llamada medida interior la
cual tiene propicdades duales a las de p*. (Ver los ejercicios (87) y (88). En
especial (88 ii)).

3. La medida de Lebesgue en R

Emplearemos ol método descrito en 7.11 ¢) ¥ 7.12 para construir la
medida de Lebesgue para subconjuntos de R por lo que necesitaremos un
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dlgebra A de subconjuntos R tal que: S(A) = Bg y una casi medida o-finita
ArA-R
Sea A = {uni6n finita y disjunta de intervalos de la forma (a, b], (—oc, b] y
(a,+00)} con a,b € R (ver el ejercicio (7)), entonces S(.A) = Bg y definimos
A: A — R como sigue:
00
Si A= |J I; con algiin intervalo I; que no sea acotado, entonces pone-
et
mos A(A) = +oo y en otro caso ponemos A(A) = 7= longitud (I;).
Notamos que el valor de A(4) no depende de ld.b posibles descripciones
de A.

n
Lo verificamos sélo si A(4) < . Supongamos que 4 = J I; v A =

J=1
U Jicon [y Jien A acotados. entonces
k=1
IJ:UIJan y Jk=UIjﬂJk asi pues
k=1 i=1

n n ‘"l m

AL =YY MLng) = ZZ,\I NJ) = Z,\ Ji)

=1 j=1 k=1 k=1j=1

Teorema 7.14. A : A — R definida como cn el parrafo anterior cs una
casi-medida o-finita.

Demostracion. Claramente A(@) = 0 y A(A) > 0, asi que por 7.1 sélo
falta probar que si (4,,) cs una sucesién disjunta de clementos de A tal que

[s]
A= |J A, € Aentonces:

n=1

MA) =) MAn).
n=1

Caso 1) A = (a,b] para algunos a < b € R.
Como cada A, es la unién finita v disjunta de intervalos acotados se
puede suponer que:
xX
(a.b) = U(('-i'l)-/] (disjunta)
i=1
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y hay que probar que:

[><]

b—a=) (b —aj).

j=1
Sea (aj,,bj,), .., (aj,,bj,] una subcoleccién finita arbitraria; reenume-
rando si es necesario, podemos suponer que:

asajl<bjl Sa12<"'<bjn—lSa‘jn<b'nsb7

entonces:
x
b—a> Z —aj,) por lo tanto b —a > Z(bj - a;).
j=1
Inversamente, sea ¢ € (0,b — ) dada y sca ¢ = 57 (j € N), reenumne-

rando si cs necesario. supondremos que a; < @ + €.

Sean [; = (aj.b; + ;) si j > 1, eutonces G = {I;}jen es una c11J;1m‘tn
abierta del compacto [a + €, b], por lo que existen I, 1;,...., 1), €Y tales
que:

n
[a +E,b] C U Ij,.
i=1

Eliminando intervalos innecesarios y reenumerando se puede supouner
que forman una “cadena simple” i.c.:

aj, < a+c<aj, <bj, +¢j <aj, <bj, +¢j,
< tee < ajm < bjm-l + E,jm—l S b < b,jm + Ejm
Asi que:

m
b= - < (b +ejn) =iy = (b +ejy —aj)+ Y (i +25=by =<5 )
1=2

m

o0
<S (b +ei-ai) <Y (b —aj) +2
k=1 i=1

Como ¢ > 0 es arbitraria obtenemos:

x
b—a <Y (bj—aj).
j=1
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Caso 2) A = (a,+00).
Si algiin A, contiene un intervalo no acotado, entonces

MA) = +o0c = i‘ AMAn).

n=1

Asi que supondremos como en el caso 1). que cada A, es un intervalo acotado
(an,bn]. Sea b > a dada y denotamos b;, = min{b, b, } entonces:

o
(a.b] = (a.b)N A = U(a,,,bf,]

n=|

Los intervalos («,.b,] son disjuntos dos a dos por el caso 1)

b—a= Y b:,—a,,sib,,—a,,.

{n:an<b} n=1
haciendo tender b a infinito obtenemos que:

oC

+oc = an - a,.

n=l

Nétese que el caso 4 = (-x. bj es totdlmente andlogo.
Caso 3) A € A general.

Entonces A consiste de la union finita y disjunta de conjuntos examina-
dos en casos anteriores y cl resultado es consccuencia de lo ya probado y se
deja al lector terminar la prucha.

oc
Finalmente. cmoR= |J (n-1. n] se sigue que A s o-finita.
n=-ac ’

O

Corolario 7.15. Existe una tinica medida o-finita ) - Bg — R que asigna
a cada intervalo su longitud.

Demostracion. Probaremos que la extension dada en 7.11 (c) de la casi-
medida A definida en 7.14 sobre B; = 5(A) ¥ que denotaremos igual, satisfa-
ce lo arriba enunciado. La wnicidad es consecuencia del comentario posterior
al teorema de H. Hahn 7.12.

e

intervalos.
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Dado que {b} = ﬁ (b— 1,b] y que X es una medida obtenemos que

n=1
b}) = lim = =0
Ah = i 2 =0,

de donde A((a, b)) = A({a,b]) — A({b}) = b—a y andlogamente con los otros
O

Definicién 7.16. Denotamos por A*g la g-dlgebra de las /\*-_t_ncdiblcs. (a
los cuales llamaremos Lebesgue-medibles) y por A: A R = R la medida
de Lebesgue. Si f : R — R es A*g-medible entonces diremos que f es

Lebesgue-medible.

Observaciones 7.17. Como ) es o-finita, se sigue del cjercicio (90} que
Az es la A-complecion de Bg.



CAPITULO 8

La medida de Lebesgue en R

1. Introduccion

En este capitulo se examina el problema “facil” y el problema “dificil”
de la medida en R y en R". Usando ¢l axioma de cleccion se construyen
subconjuntos de R que no son Lebesgne medibles v se calcula la cardinalidad
de la clase de dichos conjuntos.

Por otro lado se establecen condiciones necesarias v suficientes para que
un subconjunto de R sea Lebesgue-medible v se prueba la propiedad de
regularidad de la medida de Lebesgue. Finalmente usando los métodos del
capitulo anterior sc coustruye la medida de Lebesgue-Sticltjes generada por
una funcién ¢ : R — R no-decreciente y continua por la derecha.

2. El problema “dificil” de la medida en R

El problema consiste en hallar una funcién conjuntista no-negativa p tal
que:

i} p(E) esta definida para todo E C R.
ii) p(I) = longitud (/) para todo intervalo I C R.
iii) p cs o-aditiva.

iv) p cs invariante bajo isometrias de R i.c. Si j : R — R es una isometria,
entonces:

p(J(E)) = p(E) paratodo E € R.

(Es sencillo comprobar que j{r) = £ar+d con d € R son las tinicas isometrias
de R).

Tenemos el siguiente resultado:
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Teorema 8.1. (G. Vitali (1905)) Si se supone el axioma de eleccién, en-
tonces el problema “dificil” en R no es soluble.

Demostracidén. Se probard que cualquicr funcién conjuntista no-negativa
que satisfaga las condiciones (ii), (iii) y (iv) del problema “dificil”, no puede
definirse para todo E C R.

Definimos una relacién ~ en [0, 1] como sigue:

I~ Y&~y es un racional.

Es inmediato verificar que ~ es una relacién de equivalencia ¢ induce
una particion de [0.1] en clases de equivalencia. Observamos que cada clase
contiene una cantidad numerable de elementos de [0, 1], por lo que hay una
cantidad no-numerable de clases. Por el axioma de eleccién es posible
construir un conjunto V' C [0, 1} que contiene exactamente un represen-
tante de cada clase.

Probaremos que no es posible definir p(V'). para lo cual cs necesario
establecer las siguientes dos propiedades de V:

a) Siry s son racionales distintos, entonces los trasladados V+ry V +s
son disjuntos.

by [0.1]c U V+rc[-1,2] donde @ =
req

QN[-1.1]

Empecemos con a) si z € (V +r)N(V + s), existen vy, v € V tales que
v+ =2z=19+ s entonces vy ~ v y por construccion de V se tiene que
v} = U en consecuencia r = s, lo cual no es posible.

Para b), es claro que para todo r € Q' se tiene que V +r C [-1,2]; por
otro lado si .« € [0,1] hallamos v € V" tal que x ~ v, entonces r=r—v e Q'
yvr=v+reV+r.

Si p satisface (i), (iii) y (iv). se sigue de a) y b) que:

A0 <p{ UVr| =Y pV+r) =Y p(V)<p(-1.2) =

reQ’ reQ' reQ’
Asi pues, como Y p(V) > 0 se debe tener que p(V) > 0 y como
reqQ’
Y p(V) < +2c. entonces p(V) = 0 por lo tanto p(V) no puede ser definido.

re&f’

a

T
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Observaciones 8.2. Como X es invariante bajo isometrias (ver el cjercicio
(94)) entonces la construccién anterior muestra en particular que V' ¢ Ag,
asi que Ay G P(R). En 1966 R. Solovay probé que dentro del marco de los
axiomas de Zermelo-Fraenkel no es posible construir un subconjunto de R
que no sea Lebesgue-medible sin hacer uso del axioma de eleccion.

(Para otra propiedad mds de los conjuntos de Vitali (ver ¢l cjercicio
(102)) y para otro no medible ver el ejercicio (103) y también el [O]).

El problema “facil” dc teoria de la medida en R consiste en hallar una
funcién conjuntista no-negativa que satisfaga (i). (i) v (iv) de 8.1 y que
solo sea aditiva, en esta direccion tenemos resultados positivos y negativos.
a saber.

Teorema 8.3. El problema “ficil” de teoria de la medida tiene solucion
(no tinica) en R y en R?. (S. Banach)(1923)

(En R2. la condicién (ii) debe cambiarse por: p( rectingulo ) =
(rectangulo))

El problema “facil” de teorfa de la medida no ticne solucion en R” si
n > 3 (F. Hausdorff). (Nuevamente debe reemplazarse (i) por la condicion:
p(celda) = volumen (celda)).

No abundaremos en estos resultados y remitimos al lector a [B-N] pp.
188-194 para el primero y a [N] pp. 238-245 Vol. II para el segundo.

Ei rea

El siguiente resultado prueba que si suponemos el axioma de eleccién
cntonces hay tantos no medibles como subconjuntos de R.

Teorema 8.4. #(Ag) = 2°y si suponemos el axioma de cleccién entonces.
#(P(R) - Ag) = 2°.
Demostracion. Como Ay C P(R) entonces,

#(Ag) < 2°.

Por otro lado, si C C [0,1] denota el conjunto ternario de Cantor cldsico
entonces se comprucha que A(C) = 0y como X : A3 — R es completa,
entonces

P(C) C Ary 2° < #(Ag)
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Denotemos por C el conjunto ternario clasico construido en [1,2] y V C
[0,1) un conjunto de Vitali (como en 8.1), entonces

FuV ¢ Az paratodo F C €

(ya que si F UV es Lebesgue-medible entonces V = (FU V) — F lo seria

también); asi pues
{[FUV:FcC)cPR) - A;.

L

por lo tanto 2° < #(P(R) — Ap) < 2°.
O

Observacion 8.5. Eu 1916. H. Rademacher probo que si £ C R es tal que
AT(E) > 0 entonces £ contiene nn subconjunto que no es Lebesgue-medible
(ver los ejercicios (102 ii}) v (103 ii))).

A contimacidn examinamos alginas condiciones necesarias v suficientes
para que un sibconjurito E C R sea Lebesgue-medible.

Teorema 8.6. Las siguientes condiciones son equivalentes:
i) E € A;.
ii) Para todo £ > 0 existe un conjunto abierto G' = G, tal que

ECG v X(G-E)<

iii) Existe un conjunto K del tipo G con E € K vy tal que
AK - E)=0.
iv) Para todo ¢ > 0 existe un conjunto cerrado F = F. tal que
FCE y ME-F)<e
v) Existe un conjunto H del tipo F, con H C E v tal que

AN(E-H)=0.
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(La condicién (iv) se debe a Ch. de la Vallée-Poussin)
Demostracion.
i) = ii)
Caso 1) ME) < +.

Sea ¢ > 0. Como A(E) = X\(E). se sigue de 7.5 que existe una
A-cubierta (A;) de E tal que:

=1

) < ME) +

un numero finito de
un conjunto abierto

Como A 4;) < +2¢. entonees A; es la union de
intervalos de la forma (a.b] v es posible hallar

G, = G(z.0) tal que

A;CcGy v /\(G,) AlA4;) + Ei"r_l
(por ejemplo, consideremos un intervalo abierto un poco mas grande
para cada intervalo (a.b] que constituya a A; v sea G; la unién de

65108 ).

o
Sea G = |J Gy, entonces I C G, G es abierto y ademas:

de donde por la sustractividad de A se sigue que:

MG-E)=MNG-E)<e.

Caso 2) ME) = +0c.

o0
Escribimos E = |J E; donde E; = (—j. j]. entonces

AEj) < +oc  para todo j € N.



102 LA MEDIDA DE LEBESGUE EN R
Sea € > 0 dada, por el caso 1) hallamos G; abierto tal que
E;CGjyXNG,-Ej) < 2%
. .
Sea G = 'Ul G;, entonces G es abierto, E C G y por monotonia y
J:
o-subaditividad de A tenemos:
: _ 00 _ o0
MG-E)<Y XG;-E)<Y XGj-Ej) <
j=1 j=1
i) = iii)

Para cada n € N hallamos G, un conjunto abierto tal que ECG,y
A(G,~-E)< ,l,

Sea i

x
ﬂl G entonees K es de tipo Gs y A*(K - E)y < A (G, -
n=

0.

E) < }7, por lo tanto A\*(R" - E)

i) = i)

Como E C K. se tiene que: E = K~ (K ~E), pero K € G5 C Bg C Az
y por 7.10 i), K — E € A por lo tanto E € Ag.

i) = iv)
Sea = > 0, dado que R ~ E € Ag se sigue de ii) que existe G = G,

abierto tal ue R—E C Gy A*((R-G) ~E) < ¢, entonces F = R-C
satisface Jos requisitos.

iv) = v)
Para cada n € N hallamos un conjunto cerrado F,, tal que F, CEy
ME-F)<i

oC
Sea H = |J F, entonces H es de tipo F, y

n=1
1
n

por lo tanto A"(E - H) =0

ME-H)SX(E-F)< para todon € N

J

X
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v) =)
Como H C E, entonces E = HU(E — H), pero H € F, C Br C Ay
y por 7.10 inciso ii), E — H € Ag, por lo tanto E € Ag.

|
Otra caracterizacion de los elementos de Aj, estd dada por el siguiente
R g
teorema:

Teorema 8.7. (Bésico de aproximacién) Sean E € A% con M(E) < +c0 y
£ >0, entonces existe A = A. € Atal que \EA A) <. '

Inversamente si £ C R es tal que para todo £ > 0 existe A = A. € A con
ME A A) < 2. entonees E € Ag (ver el cjercicio (81) en donde se enuncia
este resultado en un contexto mds general).

El teorema 8.6 nos dice que los conjuntos Lebesgue-medibles son precisa-
mente aquellos que pueden aproximarse desde “afuera” mediante conjuntos
abiertos v desde "adentro” mediante conjuntos cerrados. Lo que haremos a
continuacién es probar que hastan los conjuntos compactos para aproximar
desde adentro. Necesitamos la siguiente definicién:

Definicién 8.8. Sean (X,7) un espacio topoldgico, S una o-dlgebra que
contenga a la g-dlgebra de Borel generada por 7y j1: § — R una medida.
Decimos que j es regular en S si para todo E € S se tiene que:
wE)=inf{u(G)y: ECGyGer}
p(E) =sup{u(K): K C E'y K es T-compacto}

(8.1)
(82)
Teorema 8.9. La medida de Lebesgue X : A% — R es regular.

Demostracion. Sca E € Ay dado.

Si A(E) = +0c, entonces A(G) = +oo para todo abicrto G que contenga
a E y (8.1) es inmediato. Si A(E) < +00, entonces (8.1) se sigue de 8.7 (ii)
y de la sustractividad de X.

Si existe N > 0 tal que E C [-N, N| cntonces todo subconjunto cerrado
de E es compacto v (3.2} se sigue de 8.7 (iv) y de la sustractividad de X

Si E ¢ [-N,Nj para todo N > 0, entonces

= lim M(E,).

njoc

X
F = U E,conk,=FEnN {—’H-"] Yy -X(E)

n=l
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Si M(E) < 400, dada € > 0 arbitraria existe N € N tal que A(E) <
MEN) + 5 y como Ey C [-N,N]| hallamos Ky C Ey C E compacto tal
que:

MEN) < MKn) + =

entonces

ME) < MKn) +¢

lo cual establece (8.2). Finalmente si A(E) = 400, dada M > 0, hallamos
n € N tal que A(Ey) > 2M; a continuacion hallamos Ky C Ey € E
compacto tal que:

AEy) < MKy) + M,

entonces MK v) > M. estableciendo (R.2).
O
En general se puede probar que si (X.d) es un espacio métrico completo
v separable (i.c. un espacio polaco) entonces toda medida finita definida
sobre la g-algebra de Borel es regular (S. M. Ulaun 1938).

3. La medida de Lebesgue-Stieltjes
Sea g : R — R una funcion no-decreciente v continua por la derecha.
Como g es mondtona se sigue que lim g(r) v lim g(r) existen en B.
|- xl+oc
Sea A el dlgebra de subconjuntos de R dada en el ejercicio (7). definimos
Ag + A — R extendiendo aditivamente los siguientes valores:

a) Ay((a.b]) = g(b) - g(a)
b) Ay ((—2c.b]) = g(b) - ]im‘g(.r)

Tl —ot

¢) Ay(a,+x)) = hm glx) = gla)

d) A((—oe,+2)) = lim g(r) - hm g(z)

rThee

Sin mayores cambios a la prueba del teorema 7.14 v usando la conti-
nuicad por la derecha de g, se prucha que A, : A — R es una casi medida
o-finita (ver el ejercicio (130)) v por el teorema 7.11 y 7.12 ésta admite una

LA MEDIDA DE LEBESGUE-STIELTIES 105

linica extension E a una o-algebra que contiene a Bg. Si denotamos por
A; la g-dlgebra de los /\;-mcdibles, entonces llamamos a A, : A; —Rla
medida de Lebesgue-Stieltjes generada por g.

Observaciones 8.10. A7 es la Ag-complecién de Bg v en general no coin-
cide con Aj. Por otro l.ulu modlﬁrandn un poco los argnmentos, se obtiene
que los teoremas 8.6, 8.7 y la regularidad 8.10 permanecen validos para
< =
Ag: Ay = R.



CAPITULO 9
Modos de convergencia

1. Introduccién

En este capitulo se introducen diversos modos en los que una sucesion de
funciones medibles converge a una funcién medible. En los capitulos anterio-
res sc introdujeron la convergencia casi dondequiera y la convergencia en los
espacios L, (1 < p < oc), aqui agregamos otros dos tipos de convergencia
y los comparamos todos entre si. Se definen también las correspondientes
nociones de sucesiones de Cauchy para cada tipo y sc cstablecen los teore-
mas de Riesz-Weyl y Egorov. Todas las funciones en cuestion toman valores
reales. i

Definicién 9.1. Sean (X, S, ) un espacio de medida y (f,) C M(X,S)
una sucesién de funciones. Decimos que:

i) (fn) converge casi dondequiera a f € M(X, S) si existe N € V(i)
tal que:
fn(z) ‘_’f(l') Si T E X _N

ii) (fn) converge en medida a f € M(X,S) si
lim p({r € X :|fulx) = f(x)] > €}) =0 paratodos>9

y lo denotaremos f, — f 6 f, — f en pu.
un

iii) (f.) converge casi uniformemente a f € M(X,S) si para todo
d > 0 existe F € S con u(F) < § y tal que (f,) converge uniforme-
mente a f en X — F' y lo denotamos

fn '(T’ fofa—o f (C'u')

Finalmente. si ademas f, € L,(p) para todo n € N 1 < p < ,
entonces deciinos que:

107
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iv) (fn) converge en mediapa f € Lp(p),si|| fa—fllp— 0 (n— o0)
y lo denotamos

fnz‘:f-

Note que si f, — f en alguno de los modos definidos, entonces f,, — f
en el mismo modo para cualquier subsucesion (f,) de (fr).

Comenzaremos examinando la relacién entre convergencia en media p y
convergencia en medida.

Teorema 9.2. # Scan (X, S, ) un espacio de medida, p € [1,+oc) fijo y
(.fa) nna sucesién de funciones que convergen en media pa f € £,, entonces

fn'_’f-
It

Demostracion. Sean e > 0, n € N dadas y Au(e) = {xr € X : |falx) -
f(&)] > e}, entonces:

5p?(.-\,.(s) < lfn - f|p\'.'\,.(s) € Ly(p)

por lo que:

A S [ V=SV i<l 1= S0

-“u(f)

o bien )
k(An(e)) < prs I fo = f I} dedoude f, — f.
€ H

a

El reciproco del teorema anterior es falso, como lo muestra el siguiente: -

Ejemplo 9.3. Sean X = [0,1}. § = By ), A = medida de Lebesgue sobre
S, p € [1,400) fija y (fn) C Lp(A) dada por f, = X0, 1} Sea £ > 0 fija,
entonces: "

sie <n,

sie>n,

{z € X :|falz)| 25}={ %0,,1,]

8Lailtima desigualdad es un caso particular de la desigualdad de Tchebyshev. ver el
ejercicio (106). También. vea el ejercicio (107) en donde se define una métrica (debida a
F. Riesz) en la que convergencia en medida equivale a convergencia en dicha inétrica. si
#(X) < +oc.
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en cualquier caso:
M{z € X :|falz) 2 €}) <

S|

lo que prueba que f, 3 0. Por otro lado (f,) no converge en media p a

alguna funcién, pues de hacerlo serfa || ||,-Cauchy pero:
| fon = fu b= n?~! para todon € N.

Aliora examinaremos que relacién hay entre la convergencia de L, y
convergencia c.d.

En cl cjemplo anterior es inmediato comprobar que f,(z) — 0 para
todo & € (0,1] i.e. f, — 0 c.d. por lo que la convergencia c.d. no implica
convergencia en L. atin si la medida del espacio es finita. Sin embargo
tenemos el siguiente resultado.

Teorema 9.4. (Tcorema de la convergencia dominada en £, Sean (X, S, )
un espacio de medida, p € (1,+00) fija y (fa) C Lp(p) una sucesién de
funciones que convergen c.d. a f € M(X, 5). Supéngase que existe g € Clp)
tal que:

|fn]P < g (c.d.) para todo n € N entonces f € Ly(p) y fn - f.
P

Demostracion. Como f, — f c.d. entonces |f|? < g c.d. también y como
[fo = fIP <27 € Li(n)

se sigue del teorema de la convergencia dominada usual que

| fam 2= / o= [P dit = 0.

O
Por otro lado convergencia en media p (p € (1, 4+00)) no implica conver-
gencia c.d. como lo demuestra el siguiente

Ejemplo 9.5. Sean X = [0,1], § = By j; ¥ A = la medida de Lebesgue en
S. Scan I. Is. ... la sucesién de intervalos:

SISTEIETOIe e
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y definimos f, = x,, entonces fr, € L,(A) (p € [1,+00) fija) para todo

n€Ny| falp= z\(I,.)% por lo que f, = 0.
P

Sin embargo (fn(z)) diverge para cada z € [0,1], pues para todo z €
[0,1] y para todo N € N dados existen m,n > N tales que fn(z) =1y
falz) =0.

2. 'El teorema de Riesz-Weyl

A pesar de que convergencia en media p (p € [1, +oc)) no implica conver-
gencia c.d., es posible scleccionar una subsucesion que si converja c.d., este
hecho sc establecié de manera implicita en la prueba de teorema de Riesz-
Fischer (6.8). por lo que se invita al lector a examinarla nucvamente. Esto

también serd consccuencia de un teorema mds general que se probara en
(9.7).

Definicién 9.6. Sea (X, S, 1) un espacio de medida y (f,) C M(X,S) una
sucesion. Decimos que.(f,) es de Cauchy en medida (o fundamental en
medida), denotado C. p. si para todoe >0

lim p({z€X:|fm(z) - fulz)l2€})=0

mn—x

Observamos que si f, — f. entonces (f,) es C. pu. Esto se sigue de la
it

}

siguiente contencién valida para todo € > 0:

{2 € X i |fulx) - @] 2} € {z € X : ful@) - £()] 2

N ™

u{zeX:1f@) - f) 2 5}

la cual es inmediata si se toman complementos y se apela a la desigualdad
del tridngulo.

Ahora establecemos uno de los resultados mas importantes y utiles de
este capitulo

Teorema 9.7. (F. Ricsz-H. Weyl) Scan (X, S, 1) un espacio de medida y
(f,) C M(X.S) nna sucesion C. .
Entonces existe f € M(X, S) y una subsucesion (f,,) de (f.) tal que:
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i) fo,— f(cd)y
ii) fa > f

En particular toda sucesién C. p. es convergente en p.

Demostracion. Como (f,) es C. p., es posible construir una subsucesion
(fa,) de (fn) tal que si

E, = {1' €eX: !fr:k+1(3") - fltk(:l:)l 2 zlk} (k € N)

entonces w(Ex) < 3r-
o _ x )
Sea F, = U Ery lim Ey = () Fy, lamamos E a cste conjunto.
hk—x
k T

=n n=1

n . Y y
Como Y p(E) < +2. sc ticne que p(E) = 0 (ver el cjercicio (32)):

k=l « .
Sca r € X — F), arbitraria. entonces si i > j > p. tenemos que:

i-1 i-1 1 1
ui@) = Iy @ € Y V@ = I @I < Y i< 0D
l=j ,:J

Esto prueba que (f,(r)) es uniformemente de Cauchy en X — F,, y como

X-E=J(X-F),
p=1

(fu()) converge para todor € X — E
Definimos f : X — R, poniendo:

0
flx) ={ klim IR

entonces f,, — f c.d.

sir € FE.
sire X - E.
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Sea € > 0, hallamos p € N tal que ,‘,l,, < 5, a continuacion consideramos
z € X — F, arbitraria. Pasando al limite en la relacién (9.1) obtenemos que

f@ - @IS <5 sij>p,
lo que implica:
frex:li0-f@i25} e,
por lo que
i ({r e X @) - 1,0 2 5) <R < 5 <

si j > p.lo que demuestra que fn, = [. Para probar que f, — f basta
* . l “ IJ
recordar la contencicn: -

fre X:1futn) =iz eh ¢ {re X (1@ - fu, (@) 2 =)
Ul X 1fn,(a) - f) > £}

y usar el hecho de que (f,) es C. . Los detalles se dejan al lector.

Observaciones 9.8.

1. Si f, - fyfu oY entonces f =g c.d.

2. Si f, " fy fu—ged. entonces f =g cd.

3. Si f, 7 f¥ gn = fu cd. para todo n € N, entonces In - f.
Demostracion.

L. Como {r € X : f(x) # g(+)} = chl {reX:1f(@)-g) 2L} es

. n=
suficiente probar que p ({r € X : |f(zx) — g(z)] > €}) = 0 para todo
g > (). Pero

{reX:flr)-glx) 22} C {r € X :|f(x) - fal2)] > %}

v {.r € X :fule) - g(x)] 2 g}

y el resultado se sigue inmediatamente de la hipétesis.

H
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2. Como (fn) es C. p. se sigue de 9.6 que existe h € M(X,S) y una
subsucesion (fn, ) tal que: fn, = hed. y fn — h.
I

Pero como también f,, — g c.d., tenemos que h = g c.d. y como por
hipétesis f, — f se sigue del inciso anterior que f = h c.d. por lo que
n

f=gecd.
3. Sea N, € N(p) tal que f,(z) = gn(z) para todo x € X — N, entonces
) oC
sie>0y N = |J Ny, se tiene que:

n=1

{r€ X :lga(e) = f(r) 2 €} CNU{r € X : [fula) - fla)| 2 ¢}

para todo n € N. tomando medida v pasando al limite se obticne
nuestro resultado.

g

Con ayuda del teorema 9.7 y las observaciones 9.8 se puede obtener el
siguiente teorena:

Teorema 9.9. (Convergencia dominada en medida) Sean (X, S, i) un cs-
pacio de medida, p € [1,+00) fijo y (fa) C L£,(1) una sucesién de funciones
tal que f, — f € M(X,S).

u

Si existe g € LT () tal que [fulP < g c.d. para todo n € N. entonces
feLlylu)y fo— 1.
p

Demostracion. Ejercicio (108).
0

En el contexto de la Teoria de la Probabilidad, la convergencia en medida
sc conoce como convergencia en probabilidad y constituye una de sus
herramientas mas importantes y basicas.

El siguiente resultado muestra que la convergencia en medida “conserva
desigualdades”, y como convergencia en media p, p € [1, +00), implica con-
vergencia en medida, el resultado es vilido para este tipo de convergencia
también.

Teorema 9.10.

1. Si f, — fcon f, >0cd., entonces f >0 c.d.
m
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2. Si fn,f,9 € M(X,S) para todo n € N son tales que f, = fy fn < g
. "
cd. para todo n € N entonces f < g c.d.

Demostracion.

1. Al modificar cada f, en un conjunto de medida cero podemos suponer
que f, > 0 en X, pues por 9.8.3) se tiene que la sucesién modificada
‘cumple también que f,, — f. Como

n

{reX:f(x) <()}="L£l {.reX:f(J:) < :7,1}

hasta probar que ;;({J: € X : f(z) £ —¢}) = 0 para todo € > 0.
Si f(") < —¢. dado que f(’l’) = (f(T) - fu(x)) + fn('T) P f(l) - fu(-r)-

clutonces
f(@) = fu(r) < —sien particular. |f(x) = fu(z)] > =.

ie. {re X : f(z) € —¢} C {r e X :|falz) - f(x)] > €}. tomando
medida y pasando al limite probamos la afirmacién.

2. g— fu 2 0 cd. y claramente g — f, — g — f. Por el inciso anterior
u
g-f20cd.

G
Como consecuencia del trabajo previo en convergencia en medida s ficil
establecer el:

Teorema 9.11.

1. Sea (fn) C M(X,S) una sucesioén tal que f, > 0 c.d.. Supongamos
que f, = f,entonces [ fdu < lim [ f, die (Lema de Fatou en p).
n—oc

2. Sea (fn) C L1(p) una sucesion tal que f, < fag1 cd.. Si (f fu dp) s

una sucesion acotada v f, — f para alguna f € M{X.5). entonces
M

JeLip)y [ fdp=Nm [ f, du (T.CM. en medida).
nix
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Demostracion. Ver el ejercicio (108).

A continuacion pasamos a examinar la convergencia casi uniforme (c.u.)
y sus relaciones con otros tipos de convergencia. (ver 9.1 iii)).

Teorema 9.12. Si (f,) C M(X,S) es una sucesién de funciones que con-
verge c.u. a f € M(X,S) entonces:

1. fo— fcd
2. fa—f
n

Demostracion.

1. fo— fed
Para § = % hallamos F, € § con p(F,) < ,ll y tal que (f,) converge

e
uniformemente a f en X — F,,. Sea Fy = () F,, entonces u(Fp) =0
n=l1

ysiz ¢ Fyexiste N = N(z) € N tal que z € X — Fy por lo que
fulz) = f(x).

2. Sean 8 > 0 y € > 0 arbitrarios, entonces existe F € S con u(F) < §
y N = N(g) € N tales que |fn(z) — f(z)|<esin>Nyze X —F,
equivalentemente:

{veX:|fu(a) - f(x)] > €} CF, sin>N.

Asi pues, p({z € X : |falz) — f(z)] Z €}) < d si n > N. Por lo tanto
fn - f
m

O

Observaciones 9.13. Convergencia c.u. no implica convergencia en media
p € {1, +20), atin cn el caso de que p(X) < +00, como lo muestra el ejemplo
9.3.

Por otro lado convergencia en medida tampoco implica convergencia c.u.
como lo muestra el cjemplo 9.5, aunque es posible recuperar un reciproco
parcial el cual va surgio dentro de la demostracion del teorema de Ricsz-
Weyvl v que a continuacién hacemos explicito.
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Teorema 9.14. (F. Riesz - H. Weyl). Sea (f,) C M(X, S) una sucesién que
converge a f € M(X,S) en medida, entonces existe una subsucesién (fn, )
de (fn) tal que fp, — f c.u.

Demostracién. Como f, — f, entonces (f,) es C. pu.. Siguiendo el argu-

u
mento y la notacion del teorema 9.7 y en particular la relacion marcada con
(9.1), se deduce que:
Sii>j>pyze€ X - F, entonces: '
1
@) = (0] < 57,
lo que prueba que la subsucesion (fy,) es uniformemente de Cauchy en

X — F, (con u(F,) < 1) v en consecuencia converge uniformemente cn
P p 37
X —~ F, acierta funcién f € M(X,S). Ademds, por 9.7 i) f,, = f-

Pero f,, ~ f también. asi que por 9.8.1) f = f ed.. es claro que
entonces fp, — f cu.
. O
Como es de esperarse diremos que (f,) C M(X, S) es de Cauchy casi
uniformemente, lo que serd denotado C.c.u. si para todo § > 0 existe
F € S con u(F) < é tal que (f,) es uniformemente de Cauchy en X ~ F. Es
claro que el criterio de Cauchy se satisface para este tipo de convergencia.

3. El teorema de Egorov

Es bien sabido que la convergencia puntual de una sucesién de funciones
no implica la convergencia uniforme y para que esto ocurra las hipétesis son
muy restrictivas (v. gr. el teorema de U. Dini para sucesiones monétonas
de funciones continuas), es por esto que el siguiente teorema debido a D. F.
Egorov (1869-1931) resulta-algo sorprendente y de gran utilidad.

Teorema 9.15. (D.F. Egorov, 1913) Sca (X, S, 1) un espacio de medida
finita, (fp) C M(X,S) una sucesién y f € M(X,S) tal que f, — f cd.,
entonces f, — f e (y por lo tanto, f,, — f por 9.12).

F

Demostracion. Para ¢ >0y k € N dadas definimos

Cile) = {r e X : |fi(x) - fx)| < e}
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Denotamos por A = {z € X : fa(x) — f(z)}, entonces por hipitesis

0 = u(X — A) = u(X) - u(A).
Claramente o o
AC U n Ck(e) (= lim Ck(f)) )
n=1k=n koo
asi pues:
W(X) = p(A) < (1__1 Cile ) < lim (ﬂ ) (x),
oo njoc =t

de donde

u(X) = ’]'lIl‘I,lc[t (n Ci(2) )

k=n
o bien dado que g ¢s finita obtenemos:

hmp(U{TeX |fe(r) - (x)|>s})_hmu(x-ﬂcu )

k=n

(Note que si en este momento apliciramos el ejercicio (109), la prueba habria
terminado).
Para 4 > 0 arbitraria y m € N dada, hallamos n,, € N tal que

w| U frexiinm-renz ) <5
k=nm
Sea o |
F=J U {rex:inw-sorz 2}
m=1k=n,,

Entonces u(F) < 8 y si z ¢ F implica |fi.(z) — f(z)| < -11—, para todo m € N
y k > ny por lo tanto, f, — f uniformemente en X — F.
0

Observacién 9.16. La conclusion de el teorema de Egorov falla si (X)) =
+2¢, 0 bien si la funcién limite toma valores extendidos en wn conjunto de
medida positiva (ver el ejercicio (110)).
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- Por otro lado es posible establecer una version del teorema de Egorov
Sin suponer que p(.X) < +oc, si en su lugar se supone la existencia de una

fugcnon en L, (p€[1.+x)) que domine una sucesign convergente c.d., a
saber: ’

Teorema_ 9.17. (Convergencia dominada de Egorov) Sca (f,
una sucesion tal que f, e feon feM(X,S).

Stipongamos que existe ¢ € Li(n) (pe[l,+o0) fija) tal que |f,] < ¢
para todo n € N. entonces f, — f (y por lo tanto f, — f por 9.12) o
. n

) C M(X,S)

Demostracion. Sea NV = {reX:f(z)»

| ' f(x)} € N, entonces como
[fI<gen X - N obtenemos que | f, -

fl<2gen X = N. Sean e > 0 fijay
Di(e) = {r € X : i) - f(2)] > ¢}

entonees:

Di(s) =N € {re X :2(z) > €} paratodo k € N,
de donde:
e o]
UDia) - N cire X 2g@) 2 ),
k=i

y por la desigualdad de Tchebyshev(ejercicio (106)):

[ (,,U Dk(f)) Su({reX:2@)>e)) < ip /(29)1’ dit < +00.
=1 8

Por otro lado

X 20
N U Di(e) e v,
n=1k=n
. o<
pues f, — f v como A.L=J” Dy(z) tiene medida finita, se obtiene que:
X
Ih ) =
“l{\:/t( Dk(-)> = (.
k=1

e
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Aplicando el ejercicio (109) o continuando como en la parte final de 9.14,

concluimos que f, — f c.u.
O

Finalmente examinamos la convergencia para sucesiones en £,.(z). Como
se probé en 6.14, cste tipo de convergencia satisface el criterio de Cauchy
y equivale a la convergencia uniforme casi dondequiera. Denotaremos por
fa — f u.c.d. a la convergencia de dicho tipo.

Observaciones 9.18. Es evidente que convergencia u.c.d. implica conver-
gencia c.u. y en consecuencia implica la convergencia c.d. y la convergencia

en g (9.12).

Si ademds p(X) < 400, entonces la convergencia u.c.d. implica conver-
gencia en media p € [1.4+0c). pero esto no es vélido si p(X) = 400, como
lo muestra el ejemplo

fu= %X[M"} para todo n y f = 0 sobre (R.Bg. A).

Sin embargo, si la sucesién esta dominada en valor absoluto por una
funcién en £} (1), entonces la convergencia u.c.d. implica la convergencia
P (=) (=)
en media p, aln si p(X) = +o0.

Ejemplo 9.19. La convergencia u.c.d. es mas fuerte que los otros tipos de

convergencia aun si p(X) < +oc.
Sean f, = nX[p. k] Para todo n y f = 0 sobre ([0, 1}, B, ;), A) entonces .

fn—0cd,cu,en puyen L, pero no converge u.c.d. ya que para todo
n € N:|| fon — fa llo= 1.

Finalmente enunciamos (sin demostrarlo) un teorema que sumariza las
propiedades de los diversos tipos de convergencia con respecto a algunas
operaciones sobre las sucesiones.

Teorema 9.20. Sean (f,) y (g9.) C M(X,S) sucesiones de funciones y
¢ € R. Si (x) representa en cada caso la convergencia c.d., en y, en L,
({1, 4o<)), c.u. 6 u.c.d., entonces f, — f (*) ¥ go — g (*) implican que:

(*) para todo ¢ € R.

(%)-

L c¢f, —cf

2. fa+tgn—f+y
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3. Ifnl - |f| (*)

4. max{fmgn} - max{f’g} (*) Yy min{fnsgn} - min{f’g} (*)
S fa—=ft Wyfi-f ().
6. xefn — xef (%) paratodo E € S.
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CapriTuLO 10
Medidas con signo

1. Introduccion .

En este capitulo se generaliza ¢l concepto de medida cuando la funcion
conjuntista Hamada medida con signo toma valoves positivos y negativos.
Se demucestra que toda medida con signo es la diferencia de dos medidas
con al menos una de ellas finita. A continuacion se introducen los conceptos
de continuidad absoluta y de singularidad en el espacio de las medidas con
signo, se pruchan algunas de sus propiedades fundainentales y se establecen
tres de los teoremas mds importantes en Teoria la Medida: 10.18, 10.22 y
10.23.

Definicién 10.1. Sea (X, S) un espacio medible. Una medida con signo
en (X.S) s una funcién conjuntista 17 :— R tal que:

a) v(@)y=0
b) ¥ roma a lo mads uno de los valores extendidos +¢ 6 —oc.
¢) Si (E;) es una sucesion disjunta de elementos de S, entonces:

v (U E,) =) _(E)
i=1

i=1
cn donde la igualdad auterior debe entenderse como sigue:

!

e

Si i E;)I < +2¢. entonces la serie converge absolutamente y si
ioi=l

x
I (U E,) =4+x 0 —x.
i=1

121
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entonces la serie converge (en el sentido extendido) a +o00 6 —oo,
respectivamente.

Diremos que v cs finita si |v(E)| < +oc para todo E € S y o-finita
st existe (E,) una sucesién de elementos de S tal que

0
X= UE" y [V(Ep)| <400 sin>1

n=1

Teorema 10.2. Sca (X.S) un espacio medible y » : § — R una medida
con signo.

i) Si E. F son clementos de Scon E C Fy |[v(F)| < 4+oc. entonces
|/(E)| < +00 v u(F - E) = y(F) — v(E). (Sustractividad).

ii) Si (E,) es una sucesion monétona (ie. EyCE)C... 6 E, DE»D..)
y existe ko € N tal que |v(Ey,)| < +oo, entonces v( lim E,) =

l, E n—2o
lim v(E,).

Demostracion.
i) Por 10.1 a), b) y ¢) se sigue que v es aditiva, por lo que
VF)=v(F - E) + v(E).

Si alguno o ambos sumandos fuesen infinitos, entonces v(F) seria infi-

nito también, por lo que necesariamente ambos sumandos son finitos,
asi pues

WE) <4y u(F -E)=wv(F) - v(E).
ii) Usando la sustractividad probada en i), la demostracién es idéntica a
la de 3.5 salvo que los limites no son necesariamente monétonos. Asi-

mismo, la condicién |v(Ey,)| < +oc es sélo necesaria para sucesiones
decrecientes.

a
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Ejemplo 10.3.

1. Sean py, 2 : S — R dos medidas con alguna de ellas finita, entonces
v: S — R dada por: v(E) = 11 (E) — u2(E) (E € S) es una medida
con signo.

2. Sean p: § — R una medida y f € £1(u) dada. Definimos v : § = R
poniendo

v(E)= [ fdu (EE€S),
[

entonces v es una medida con signo finita.

Para cstablecerlo notamnos que si

i(E) = / f*duy palE) = / f~du (E€S)
E E

entonces jt; y po son medidas finitas (ver el ejercicio (42)) y v =
g1 — p2, asi pues por el ejemplo anterior, v cs una medida con signo
finita.

2. El teorema de descomposiciéon de Hahn y de
Jordan
Probaremos que toda medida con signo v ¢s siempre la diferencia de dos

medidas con alguna de ellas finita, para esto es necesario definir algunos
conceptos.

Definicién 10.4. Sean (X, S) un espacio medibley p: § — R una medida
con signo.

a) Un conjunto A € S se llama positivo para v si v(E) > 0 para todo
EcA con E€S.

b) Un conjunto B € S sc llama negativo para v si v(E) <0 para todo
EcB,con E€S.

¢) Un conjunto N € S se llama nulo para v si v(E) = 0 para todo
ECNcon E€S.
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Propiedades 10.5.
1. Si A es positivo para v, entonces:
visna:SNA-R

es una medida en (4,5 N A). Andlogamente si B es negativo para v,
entonces

) ~v|snB: SNB—R
es una medida en (B, SN B).
Todo subconjunto S-medible de nn conjunto positivo. negativo v nulo
para v ¢s positivo. negativo o nulo para v (respectivamente).
N ¢s nulo para v si v sdlo si N es positivo v negativo para 1.

En el cjerplo 10.3 2). es ficil comprobar que
Ad={reX:f(r)>0} B= {.r €X: f(r)<0}
yvN={reX:[f(r)=0}
son un conjunto‘ positivo, negativo y mllo para v (respectivamente).

Teorema 10.6. Sean (X, §) un espacio medible y v : S — R una medida
con signo. Si (A4,,) es una sucesion de subconjuntos positivos para v, entonces
K

A= A, es positivo para ¥ (andlogamente para negativos y nulos para v).
n=|

Demostracion. Como 4)U Ay = (4] — Ay) U(A; N Ay) U (A — Ay

— Ay Ay N Aa y (A2 - A)) son positivos para v v son ajenos. entonces
para todo £ C A; U Az. con E € 8, se tiene por la aditividad de v que:
VIE)=v(EN(A - A))+v(ENANA2) + {(EN(Ay = A1) > 0 lo que,

k
U 4, ¢s

n=1

prucha que 4; U As es positivo. Por induccion se sigue que Gy, =
positivo para v. Claramente C; C Ch C .

> <}
Sea E C A. con E € S, arbitrario, entonces E = |J (CxNE), y por 10.2
e . . k=l
i) se tiene que: ¥(E) = limy_. ¥(Cy N E) > 0. por lo tanto, A s positivo
patra v.
a

Asociada i toda medida con signo existe una descomposicion (no 1inica)
X =AUBcon A B €S disjuntos con A positivo y B negativo para v.

EL TEOREMA DE DESCOMPOSICION DE HAHN Y DE JORDAN 125
Teorema 10.7. ?(De la descomposicion de H.Hahn (1920)) Sea (X, S) un
espacio medible y ¥ : § — R una medida con signo, entonces existen con-
juntos complementarios no necesariamente tnicos tales que A es positivo
para v y B es negativo para v.

Demostracion. Como v toma a lo mds un valor extendido, podemos
suponer que —oc < ¥(E) < +oc (de no ser asi consideramos la medida con
signo —v).

Definimos 3 = inf{v(B) : B cs negativo para v} y hallamos una sucesién
(BT de conjuntos negativos para v tal que 3 = lim »(B,). Por 10.0.

n—x

X

B = |J B, es negativo para vy por definicion de .3 se tiene que 3 < p(B).
n=1

por otro lado B, C B v B ~ B, ¢s negativo, asi pucs

viB)=v(B,)+v(B-1B,)<v(B,) para todo n
en consecuencia 3 = v(B) € (—00.0]. Sea A = X — B. entonces sera sufi-
cieute probar que A es positivo para v.

Supongamos que A no es positivo. entonces A contienc un subconjunto
Ey tal que v(Eg) < 0. Ejy no puede ser negativo para v, pues si lo fuera
entonces B U Ey seria negativo para v y »(BU Ey) = 3+ v(Ey) < i3
contrario a la definicién de 3. Asi que Ey conticne un subconjunto medible
de medida positiva. Sea k) € N el menor natural tal que Ey conticne un
subconjunto E), € S con v(E|) > '

Como |v(Ep)| = —v(Ey) < +oo y E) C Ey se tiene por 10.2 i) que
v(E|) < +o¢ y por sustractividad:

V(Eo— E1) = v(Ey) — v(Er) S v(Ey) - —

! <0

kl

Repitiendo el argumento usado para Ey, ahora para Ey — E) concluimos que
Ey— E| no puede ser negativo para v y definimos ks como el menor natural
tal que Ey — E; contiene un subconjunto E» € S con v(E,) > k—'ﬁ De manera
inductiva. hallamos subconjuntos ajenos Fy, Es..... E, € S contenidos en
Ey tales que v(E;) > ﬁ (j = 1,...,n) con k; el menor natural tal que

YLa descomposicion X = AU B se conoce como una descomposicién de Hahn para
v y la denotaremos como (A | B).
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j-1

Ey— | Ei contiene algiin subconjunto medible con medida mayor igual que
=1

Elj' Por o-aditividad obtenemos:

oC l x oC
ZFSZV(EJ)=V UE;i| < +oc
j=1"7  j=1 j=1
' 2.0}
(pues U E; C Eo y |v(Ep)| < +00), por lo que necesariamente k; — +oc
Jj=1

oC
sij — +oc. Sea Fy = Eg — |J E;. entonces si F C Fy, con F € S. se tiene
i=1

que v(F) < 0 pues si ¥(F) > 0, existe | € N tal que v(F) > % y como

x
F C Ey - |J E; se sigue de la definicién de &, que &, <[ para todo n, lo
i=1
cual no es posible. con lo que se prucba que Fy es negativo para v y ajeno
a B, asi que B U Fy es negativo para v y v(B U Fy) < 8 contradiciendo la
definicion de 3. Por lo tanto A es positivo para v.

O

Teorema 10.8. Sean (A, | B;) y (A2 | B2) descomposiciones de Hahn para
v, entonces éstas son v-esencialmente iguales en el sentido de que 4;A4s y
BAB, son v-nulos.

Demostracion. Sea E C AjAA,, E € S entonces
V(E)=v(EN(A - A))+v(EN(A2 - Ay))

como EN(A; ~Ay) C Ay EN(As - A1) C A; se sigue que v(E) > 0. Por
otro lado como

EN(4, - A4) C B, y En(A‘_)—Al)CBl

se sigue que ¥(E) <€ 0 asi que v(E) = 0. La prueba de que B AB; es v-nulo
es totalmente andloga.
a
Dados un espacio medible (X, §) y una medida con signo v : § — R es
posible construir a partir de cualquier descomposicién de Hahn (4 | B)
para v, dos medidas vty~ : § — R alguna de ellas finita tal que v = v —v~,
probando de este modo que la forma general de una medida con signo es la
del cjemplo 10.3 i), este hecho es el contenido del siguiente teorema:
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Teorema 10.9. (Descomposicién de C. Jordan) Sea (X, S) un espacio me-
dible y v : § — R una medida con signo. Entonces existen dos medidas
v*, v~ : § — R llamada la variacién positiva de v y la variacién nega-
tiva de v (respectivamente) alguna de ellas finita tales que v = vt — ™.

Demostracién. Sea (A | B) una descomposicién de Hahn para v. Defini-
mos v : S — R como sigue:

vHE)=v(ENA)yyv (E)=-v(ENB) (EE€S).
Como A cs positivo para ¥ v B es negativo para v, se sigue que v* y v~
son funciones no-negativas. v*(0) = 0 = v=(0) v son o-aditivas por ser
contracciones de v.

Sea E € § arbitrario. entonces:

WE)=v(EN(AUB)) = v(ENA)+v(ENB)y=vT(E)-v (E).

Finalmente. si v(E) = +, entonces por 10.1 b), v(E N Bj > —x. por lo
tanto
vH(E) =v(EN A) =400 "y v~ es finita.

Anédlogamente si ¥(E) = —oo, entonces v~ (E) = +oo y v* es finita.

a

Observacién 10.10. La descomposicion de Jordan : v = v+ — v~ de una
medida con signo v no depende de la descomposicién de Hahn para v. pues
si (4; | B;) i = 1,2 son descomposiciones de Hahn para vy E € S es
arbirrario entonces como A AA, cs nulo para v (10.8) obtenemos:

WENA)=v(ENA)+v(EN(Ay - Ay)) =v(EN(AUA))
=v(ENAy)+v(EN(A) - A2)) = v(ENA)
de manera idéntica se prucha que »(E N By) = v(E N By).

Definicién 10.11. Sea (X.S) un espacio de mnedida y v : § — R una me-
didar con signo. Entonces. la medida v* +v7 : § — R se llama la variacién
total de » y sc denota |v|. -
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Algunas propiedades de las medidas v+, v~ y |v] asociadas a v son las

siguientes:
v~ (E) <v(E) < v¥(E), [v(E)| <|v|(E) paratodo E € S.

N € S ¢s nulo para v si y solo si [v|(NV) = 0. (ver los ejercicios (121) y (122)
en donde se obtienen definiciones alternativas para v, v= y |v|).

Ejemplo 10.12. Si 1 es como en ¢l ejemplo 10.2, entonces
A={reX:f(r)20}y B={re X: f(zx) <0}

constituye una descomposicion de Halhn para v. en consecuencia

vH(E) = /j"' du. v (E)= /f dp
E E

W|(E) = f |f] dpi para todo E € S.
E

Definicién 10.13. Sean (X, S) un espacio de medida y 1, p2 : S — R dos
medidas. Decimos que i v pp son mutuamente singulares (denotado
L po) si existen subconjuntos medibles v complementarios A y B tales
que: pui(B) = 0 = pa(A) (v.gr. si v es una medida con signo entonces
vt L v~). Diremos que jro es absolutamente continua con respecto a
41 (denotado por pg < 1) si pug(E) = 0 siempre que p;(E) = 0.

Extendemos las definiciones anteriores para medidas con signo como si-
gue: v y v son mutuamente singulares (denotado por v| L ). si sus
variaciones totales lo son (i.c. si |vy| L |»a]) v diremos que v, es absolu-
tamente continua con respecto a v; denotado v, € v si 1(E) =0
siempre que |1 |(E) =0 .

Las siguientes son algunas consecuencias de las definiciones.

Propiedades 10.14. Sean (X,S) un espacio medible y v, v{, v9 medidas
con signo en S. entouces:

a) v Lmewm Lu.

M
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by Llvywmlv=unt+trlv (Se supone que v| y ¥ no toman
valores extendidos diferentes).
C) LY &Ky & |n Ly e vi, vy < |l
d) Si v < vy v L, entonces ve L.
e) Sivy < vyw Llv,entonces vy =0.
Demostracion.
a) Es inmediata.
b) Scan A, By, Ay. By € S tales quer
X=AUBLANB =0 i=12y|n|(B)=0=v|(4)
Jal(B) = 0 = V) As).
entonces C; = By N By y Dy = A U Ay son complementarios v
o1 + ) (C1) < [ |(C1) + [v2l(Ch) = 0 = [v|(Dy)
(ver el cjercicio (121 ii))).

¢) Probaremos las equivalencias en el orden acostumbrado.
Supongamos que vy < vy y que |v;|(E) = 0. Sea (A | B) una descom-
posicién de Halm para v, entonces:

lm|(ENA) =0=[n|(ENB)

y por la hipétesis v (E) = 0 = v; (E) asi que la|(E) = 0: esto pricha
que || K€ vy.

Supongamos que |va] € v y que |p1|(E) = 0, entonces
|va|(E) = 0 por lo que || < ju].

Supongamos que |v2| < |v1}, entonces como vy, vy < jual es inmedia-
toque vs < [vify vy < || Finalmente. siv) . vy < jmly il(E) =
0 entonces vy (E) = 0 = v (E) de donde vp(E) = (v =y NE) =0
por lo tanto vy K ;.
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d) Como v L v existen C,D € § complementarios tales que |v|(C) =

0 =[n|(D). Sca (A| B) una descomposicién de Hahn para vy, enton-
ces como también

W(ANC)=0=|(BnC)
se sigue de la hipdtesis que 1n(ANC) =0 = (BN C) por lo que
[v2)(C) =0 = |n|(D) entonces wp 1 .

e) Sea (4! B) una descomposicién de Hahn para v1. Como vy 1 v existen
C.D € § complementarios tales que:

(€)= 0=v|(D).
Como vy K vy [V(DNA)=0= [v|(D N B) entonces
I1[(D) = (DN A) + [m|(D N B) =,
asi pues [n1|(X) = 1](C) + ||(D) = 0, pero para todo E €
MUE) < [MI(E) < [m}(X) =0
por lo tanto v, = 0.

]

A continuacion dainos una versién continua de la relacién vy <« v en el
caso de que [((X) < +20. (Ver el ejercicio (123))

Teor}ama 10.15. Sean (X.S) un espacio medible yumin:5—-R
con signo tales que |v2(X) < 400, entonces:

medidas

V2 < ¥ < para todo ¢ > 0 existe § = d(e) > 0

tal que

[2|(E) < e paratodo E € S con [nI(E) < 6.
Demostracion.
<]

Sea E € § m! que [m}(E) = 0, entonces para todo £ > 0 se tiene que
[(E) =0 < 8(2), por lo que |nf(E) < e. Por lo tanto |l(E) = 0.
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Supongamos que la conclusidn es falsa, entonces existe €y > 0 y una sucesién
(E,) de elementos de S tales que [v|(E,) < 5 pero |p|(E,) > £ para

todon € N.

Sea E = lim E,, entonces por el lema de Borel-Cantelli (ver el ejercicio
n—oc

(32)) se tiene que |v|(E) = 0, asi pues |vp|(E) = 0.
Por otro lado, como |12|(X) < +00 se sigue de 3.5 b) que

»al(E) = lim || Ex) > 0

k=n

lo cual no es posible.

Ol

Observacién 10.16. En el ejemplo 10.3 2) en el que se definio

v(E)= | fdu (feLi(p)
[

se tiene que v < u y como v es una medida con signo finita, el teorema
anterior es védlido también i.e. dada £ > 0, entonces:

E/Ifldu<6

siempre que E € S satisfaga p(E) < 6(c). Este hecho es muy 1til y es
frecuentemente usado.

3. El teorema de Radon-Nikodym

El ejemplo mencionado 10.3 2) es muy importante, pues se demos-
trara que bajo condiciones muy generales ¢l reciproco es cierto también,
en consecuencia serd esencialmente el inico método de gencrar medidas con
signo absolutamente continuas con respecto a una medida dada, este es el
contenido del teorema de M. J. Radon v O. Nikodym (1930) para el cual
necesitamos el siguiente lema:
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I:,gma 10.17. Sean (X, S) un espacio de medida y v, u : § — R medidas
finitas tales que v <« p, con v # 0, entonces existen ¢ > 0y A € S, con
#(A) > 0, tales que A es positivo para la medida con signo v — el
Demostracion. Sea (A, | B,) una descomposicién de Hahn para v — 1,
. 00 oc "
para cadan € Ny sean Ay = U A,y By = ) B,. Como By C B, By es
n=]

=1
. ] n
negativo para v — w1 para todo n, entonces;

1
0<v(By) < y‘ll‘(BO) para todo n € N, de donde »(By) = 0.

por lo que ¥(4g) > 0 (pues v # 0) y por continuidad absoluta u(A4y) > 0.

Entonces existe ng € N tal que p1(A,,) > 0. Tomamos ¢ = L y A=A,
ny ¢ Ch

a

Teorema_ 10.18. (I.{udou-x\iikodym (1930)) Sean (X, S) un espacio medible,
#:S —Runa lll(‘(ll(lélv.ﬁ-ﬁllila ¥y ¥:S — R una medida con signo g-finita
tal que v < . Entonces, existe J € M(X,S) que satisface

v(E) = /f dp para todo E € S.
E
Si existe f € M(X, S) tal que
V(E) = / i du  paratodo E € S entonces f=f (c.d. rel. p).
E.

Demostracion.

Caso 1) p y v son medidas finitas.
Sean

K={fe E(l‘) : /f du < v(E) paratodo E € S}y
E

a = sup {/f di: fe IC} (Sv(X) < +x).
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Notamos que si f}, f» € K entonces max{f}, fo} € K también, pues
si para todo E € S denotamos por Ey = {z € E : fi(z) > fo(z)} y
Ey={z € E: fi(z) < fa(z)} entonces E = E; U E, (disjunta) y

/max{fl,fg} dp = /fl dy +/f2 dp < v(E)) + v(Ey) = v(E)
B

E E\

De hecho., si (f,) denota una sucesién de elementos de Ky fy = sup{f, :
n € N}, entonces fy pertenece a K, pues si g, = max{fi...., f,}, entonces
por el argumento del péarrafo anterior ¢ induccién matemadtica obtenemos
que g, € K. ademds como g, 1 fy se sigue del T.C.M. que para todo E € S:
/f(, djt = lim /!/,, dp < v(E).
. njix,
E E
Lo anterior prucba simultancamente que fy € L7 (p1) v que fy € K.
Ahora hallamos una sucesién (f,) C K tal que [ f, di — «. entonces

fo =sup{fn : n € N} € K y satisface /fo du = a.

Como fy € [,—f es posible hallar f € M*(X,S) tal que f = fy (c.d.
rel 4¢) por lo que también tendremos f € Ky [ f dp = a. Se probard que
v(E) = [ f du paratodo E € § o bien que la medida: w(E) = v(E)- [ f du

E E
es idénticamente cero. Si este no es el caso se sigue del 10.17 que existen

€ >0y A € S tales que A es positivo para vy —ep y p(A) > 0, en particular:

s(ENA)<wm(ENA)=v(ENA) - / f dn.

ENA
Sea g = f + ex4 entonces g € K pues para todo E € S:

/

E

S/ fdu+v(EnA) <y(E)

gdp= /f dp +eu(ENA)
E E-(ENA)

para todo E € S. pero [g dp = o + ep(A) > v lo cual contradice la
deiinicion de a y acaba la prucba de existencia en este caso.
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Si f e M*(X, S) es tal que ¥(E) = [ f dy para todo E € S, entonces
E
/(f -f)du=0 paratodo Ec S por lo que f = f(c.d. rel 1)
E

Caso 2) u(X) <00y |v|(X) < +00.

Por el teorema 10.14 c), la condicién v < i equivale a la simultdnea va-
lidez de v* < uy v~ < p. Por el primer caso existen f(V, f(2) ¢ M*(X, S)
tinicas (c.c.rel p) tales que:

vi(E) = /f(” dpy v (E) = /fm dp paratodo E € S.
E ' E

Es claro que f = f(I) — F@ satisface las condiciones del teorema y que es
tinica (c.d.rel p).
Caso 3) p(X) < +oo v [V](X) < +00. (Caso general)

Hallamos una sucesién (Xn),en de elementos de S disjuntos tal que:

o0
X = U Xoyu(Xo)<+0c y  |y[(X,) < +oo paratodon € N.

n=1

Denotamos por p,, v} y v, : SpN X, — R las restricciones de wvty
v~ determinadas por X, (i.c. p,(E) = u(E) para todo £ € SN X, y
analogamente con v* y v~). Como Ut & pn y vy & i, se ticne que por

el caso 2) existen dos sucesiones ( f,(.l) Yy ( f,(,2) ) con ,(,i) € M*(X,, SN X,)
tales que :

vHE) = / I dyy v v (E) = / /@ d,.
E - E

Si E € §,NX,, definimos f® : X — R poniendo fO) = f,(,i)(;r) si
T € X, (i = 1,2); se comprueba ficilmente que f® ¢ M*(X, S), ademds si
E € S es arbitrario obtenemos del T.C.M que:

x

Yo [ £ dp,

n=lpax,

vH(E) =Y v (ENX,)

n=1

—_—
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(I

n
U ENX;
1

i=
=/f(l) dp
E

y analogamente v (E) = [ f @) dy para todo E € S. Ponemos f = f() —
‘ E

oC
= /f“’ dy = lim
nfoc
"=lpnX,

f® v dejamos al lector ¢l comprobar que f satisface las condiciones de
unicidad.

O

Existen otras pruchas del teorema anterior. Vea por cjemplo la de J. von
Neumann que aparece en [Ro] pp. 242-243. ¢jercicio (37). o la que aparece en
[S-G] pp. 187-189 y que es esencialmente la prueha original de 0. Nikodym.

Observaciones 10.19.

1. El teorema anterior permancce vilido atin si p es una medida con
signo, ya que si (A | B) denota una descomposicién de Hahn para g,
podemos aplicar los casos ya probados a las restricciones de v y ™
en A, yavypu en B.

El teorema anterior permanece vélido si v no es o-finita (ver [Halj
p-131 ejercicio 7). sin embargo falla si ;2 no es o-finita aiin si v cs
finita, como el siguiente ejemplo, demuestra: X no-numerable, S =
{EC X :FE 6 X - FE es numerable}, u = conteo y

{

Claramente v < g y el teorcma 10.18 no se satisface.

0
+00

si F es numerable,
si £ no es numerable.

v(E)

Definicién 10.20. Sean (X.S) un espacio medible, 2 : S — R una medida

o-finita y v : § — R una medida con signo o-finita tal que v < . La tiniea

funcién (c.d. rel. p) f € M(X.S) que satisface v(E) = [ f du para todo
A

E ¢ S se llama la derivada de Radon-Nikodym de u:con respecto a

iy la denotaremos por f = %

\

[#] ({1} abrevia la expresion (c.d. rel p))
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A continuacién enunciamos algunas propiedades de las derivadas de
Radon-Nikodym. Por simplicidad nos restringiremos al caso de medidas o-
finitas.

Propiedades 10.21. Sean (X,S) un espacio medible, v, v, 1, py
1S — R medidas g-finitas entonces:

1. Sivy < py vy < i, entonces:

d(n1 £ 1) _ dﬂ + dv,

Vit = —i|.
ry du dp = du b

2. Si p vy v < pentonees:

: dp _ (dp\ (dv
v = (5) (&) w

3. Si vy p son equivalentes i.c. v < By p < v (denotado v = p)

entonces: ‘

L. Es inmediata de la [g]-unicidad de las derivadas en cuestién. (Para
Vi = va se supone que alguna de las medidas es finita).

Demostracion.

dp
2. Sean f = Eyag= "li’ . Como p,v, it son medidas, podemos suponer
(ver el caso 1) de 10.18) que £ > 0[v] v g > 0u]. Sea (s,,) una sucesién
de funciones S-simples no-negativas (fr) tal que s, 1 f, entonces por
el T.CAIL

fdv = lim / sndv y / Jg dp = lim / sng dyt para todo E € S.
s niac, ] nloc
[ 2 E

M

" Por otro lado se sigue inmediatamente de la definicién de g quesis

es S-simple entonces:
/s dp = /sg dpe.

E E
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Asipues: p(E) = [ f dv = [ fg du para todo E € Sy por [u]-unicidad
E E

se tiene que
dp
@ = fglu].

3. La primera parte es el contenido del ejercicio (128 i)) y se omite. Por
otro lado se sigue del punto anterior con p = u que

-()(2) v

-1
por lo que: % = ("i’—;) [1]. Observe finalmente que v = p & [p] = [v].
(i.c. s y v definen los mismos nulos).

a

Teorema 10.22. 10(Descoml)osicién de Lebesgue (1904)) Sean (X, S) un
espacio medible. v.p 1 S — R dos medidas o-finitas, entonces existen dos
inicas medidas o-finitas vy, v : S — R tales que:

) v=y+un.

i) ylpyv € p.

Demostracion.
Caso 1) p y v medidas finitas.
Como v < 1+ v, entonces v K p+v. Si f = d(;ﬁ’_u) (1t + V] entonces

u(E)=/fdu+/fdu para todo E € S
E E »

de donde 0 < f < 1[i 4+ v] y en particular, 0 < f < 1[v]. SeaC={z € X :
f@)=1}y D={r€ X:0< f(z) < 1}. Definimos vy,v; : S — R como
las contracciones de v a C y a D respectivamente, i.e: vy(E) = »(ENC) y
vi(E) = v(E N D) para todo E € S.

Como v (X — (C U D)) = 0 se tiene que v = vy + vy.

"La descomposicion ¥ = vy + 1 se llama la descomposicion de Lebesgue de v con
respecto a p.
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Supongamos que u(E) = 0, entonces #(E N D) = 0 también y por la
definicién de f:

n(E) = (END) = / f dv. (101)

END
Por otro lado f < 1 [v] en EN D de donde se sigue (ejercicio) que:

/ fdv<v(EnD) siv(END)>0
END

lo cual contradice (10.1): asi, v (E) = V(END) =0 por lo tanto vy < p.
Para demostrar que vy L p. serd suficiente comprobar que p(C') = 0.
Como 1(() =.(ff dpp+ [ fdv = p(C) +v(C) ¥ v(C) < +x. entonces

: C

mC) = 0.

Qi , , . Y M 1YY . .

St vp 2 S = Roson medidas tales que v = v+ 1y v i) L i, V) L g
entonces:

UO — ’,l’) = ]/i -_— ]I]

¢s una medida con signo que es simultancamente absolutamente continua y
singular con respecto a p y se sigue de 10.14 ¢) que es idénticamente cero
por lo tanto vy = v y 1) = 1.
Caso 2) p(X) < ooy w(X) <

Sea (Xn)aen una sucesion disjunta de clementos de S tales que

B(Xn) < +00,(Xp) < 400 para todo n € N.

Sean 1, v 1, : §n X,, — R las restricciones de 1 v vsobre X,,. Por el caso
1) para todo n € N fija, existen medidas Vno ¥ Va1 tales que:

Wn=Unottn1 ¥y Vnodpn,vn1 < 1y

R — X
Definimos vy. vy : § — R poniendo v;(E) = Z] mAENX,) j=01

n=
se compriteba que vy y 11 son medidas tales que v = +vm Lpy
V1 < p. Supongamos que ¥ = v + v/, con v, v/, medidas tales que vyLpy

/ : las rostriceiones 1 AN T ati
V| < p. entonees las restriceiones 1) ,,. ", SN X, - Rsatisfacen

' ' ’ ’
Yo L, Vi Klin ¥ vy = Vno* V-

pdp
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por la unicidad probada en el caso 1) obtenemos que
Vno=VonY Vn1 =V, Paratodon €N

por lo tanto, vy = vy y v = 1.

a

Para mayor informacién sobre la descomposicién de Lebesgue de medi-

das en By, con respecto a la medida de Lebesgue, vea [S-G] capitulo 9,
especialmente el Teorema 10, seccién 9.6 pp.202-203.

Teorema 10.23. (Vitali-Hahn-Saks (1933)) Sean (X, S, ) un espacio de

medida y (¥,) una sucesién de medidas finitas en (X, S) tal que v, < 1t

para todo n € N. Supongamos que lim v, (E) existe para todo E € S.
n—oxc

entonces:
para todo £ > 0 existe 4 = d(c) > 0 tal que

sup{va(B)} <€ paratodo B € S, con p(B) < 4.
neN

Demostracién. Definimos d : § x § — [0, g] poniendo d(A, B)
tan~! u(AAB) en donde hemos convenido en definir arctan(4+oc) = %.
{Compare con la scudo-métrica definida en el ejercicio (34)). Entouces d
es una scudo-métrica y al igual que en ¢l ejercicio (34) da lugar a una métri-
ca completa sobre el espacio cociente S = S/N(i). Por simplicidad en la
notacion no distinguiremos entre E € S y su clase de equivalencia.

Sean ¢ > 0 y n,m € N dadas, fijamos ¢’ € (0,¢) y definimos:

E} i

&

Sum={E €S :lin(E) - vm(E)| < £'/3)

entonces 5"‘," es d-cerrado, pues si (Ef) es una sucesion convergente en 5',”,,
con d(Eg, E) — 0, entonces p(ExAE) — 0y dado que v, — vy < i, se
tiene

|(Vn - Vm)(EkAE)I -0,

por lo que también
[Yn(Ex) — v ER)| = [vn(E) = vin(E))

por tanto E € S, ,, ¥ Spm es cerrado.
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Sea 5‘,, =N gn_m, con p € N, como (v,(E)) converge para todo E € S se
. m.n>p

. o
tiene que S = |J Sp. asi que por el teorema de Categoria de Baire (Ver
p=1 .
[H-S] p. 68) algiin S, tiene d-interior no-vacio.
Sea A un punto interior de S, y r > 0 tal que

m\

[Va(E) — vin(E)| < para todo m,n > q

|

v para todo E € S con d(A. E) < r. Por 10.15 es posible elegir 8 € (0. r) tal

que
!

[vn (B)| < % paratodon=1,.... q paratodo Be S

tal que u(B) < 0 y ademds d(AU B, A) < r, d(A - B, A) < r entonces a
partir de la identidad:

I/“,(B) = I/(I(B) + {Vu(B) - Uq(B)}

= vg(B) + {va(A U B) = vg(AU B)} — {vn(A - B) - y,(A ~ B)}

obtenemos finalmente que |v,(B)| < ¢ para todo n € N, por lo tanto
q I p

sup v, (B)] < =.
nel

O

Corolario 10.24. Si a las hipétesis del tcorema anterior se agrega p(X) <

+oc, entonces la funcién v(E) = lim v,(E) es una medida absolutamente
n—oc

continua con respecto a .

Demostracidn. Basta demostrar que v ¢s o-aditiva. Es evidente que v
es no-negativa y aditiva, asi pues por el ejercicio (38) serd suficiente probar

que
[+ ]
v (ﬂ Ek) = }lll;l v(Ey)

k=1
para toda sucesion decreciente (Ey).

xX
Sea E = (1 Ej. entonces como y es finita u(E,, ~ E) | 0 (m — x).
' k=1

T
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Por el teorema anterior, dada € > 0 se ticne que: sup{v,(E;n — E)} <€
neN
si m es suficientemente grande, dc donde obtenemos:

[v(Ep) — v(E)| = v(Em — E) <e.
Esto prucha que v es una medida. La afirmacion v < u se prueba de manera
similar y se omite.

ad

Observaciones 10.25. Un caso particular importante de 10.23 es ef resul-
tado contenido en el ejercicio (119 ii)).



CapPITULO 11
La medida producto

1. Introduccién

En cste capitulo se construve el producto cartesiano de dos espacios
medibles. Se relaciona la medibilidad de funciones en dos variables con la
medibilidad de cada una de sus secciones. Se obtienc a la medida del produc-
to usando como herramienta fundamental el lema de las clases mondtonas
(1.12) ¥ sc obtiene el principio de Cavalieri. Se prueban los teoremas de
Tonelli ¥ de Fubini que relacionan la integral doble de una funcién con las
integrales iteradas.

Definicién 11.1. Sean (X,S) y (Y,T) dos espacios medibles. Un subcon-
junto B € X x Y se llama un rectangulo medible si es de la forina
R=AxBcon A€ Sy B eT. Nos referiremos a A y B como los lados
de R.

Denotaremos por Sx T={Ax B: A€ Sy B €T} ala familia de los
rectangulos medibles.

Definicién 11.2. Scan (X, S) y (Y,T) dos cspacios medibles. Definimos el
espacio medible producto denotado (X xY,S®T) en donde SRT cs la
o-algebra de subconjuntos de X XY generada por SxT i.e. SQT = S(SxT)

A continuacién identificamos el algebra generada por § x T. Note que
la prueba exhibird la misma descripcion si S y T son solo dlgebras.

Teorema 11.3. '' A(S x T) = {uniones finitas disjuntas de elementos de
SxT}.

' Como toda union finita y disjunta de rectangulos medibles es evidentemente la union
finita de rectingulos medibles ¢ inversamente toda unién finita de rectdngulos medibles
puede reescribirse como union finita y disjunta de rectingulos medibles (ver [Ba] ejercicios
10 ¢} ¥ 10 d)). entonces A(S x T) es tambicén la clase de uniones finitas de rectingulos
medibles.

143
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Demostracion. Sea A; = {uniones finitas disjuntas de elementos de
SxT}
Es claro que A; C A(SxT) y que Sx T C A,. por lo que sera suficiente

comprobar que A es un dlgebra de subconjuntos de X x Y, lo cual se
hard en varios pasos.

1. Claramente 0y X x Y € A,
2. A es cerrado bajo intersecciones.

m
Sean D = U Ai x Biy D' = |J A x B} en Ay. entonces:
i=1 i=1

n N m
DﬂD':(UAixB,-)ﬂ UAS-XB})
i=1 j=1

=J4in 4) x

.

= U(‘L X Bl’)n (A_,, X B;)

1]
(B,’ N B;)

que es la unién finita disjunta de rectangulos medibles.

3. Aj es cerrada bajo diferencias.

Sean D y D’ como en 2), entonces
/
= (UAi X B,-) Nl (X x Y)—UA; X B;
i j
QJAxB nOXxY)- fgx@)
=i x B)n (X xY) - 4 x B;.)
i J

U(nmxB Xxﬂ—%xqg

B o
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| = UM x B) - (4 x BY)
)

Ahora bien, A; x B; — A;- X B; es la unién disjunta de los rectdngulos
medibles

(A — A%) x By y (Ain A}) x (B; — B)).

Por (2) A, es cerrada bajo intersecciones finitas, por lo que

()(Ai x B;) = (A} x B}) € A,
J
veomo Ay x By..... A, X B, son ajenos, también lo son sus subcon-
juntos
(A1 x B1) = (&) x Bj).....[ [(Au x By) = (4] x B)).

J J
Esto prueba que D — D’ € A lo que establece que A es un algebra.
O

Teorema 11.4. Sean (X, S) y (Y, T) dos espacios medibles. Sean E C P(X)
v E' € P(Y) sub-familias no vacfas que satisfacen S(E) = S. S(E') =T y
X eE, Y € E, entonces:

S®T=S(ExE).

Demostracion. Claramente S(E x E') ¢ S(S x T)
sera' suficiente probar que S x T C S(E x E').

Para A € E arbitraria, definimos £y = {BC Y : Ax Be S(E x E)}.
claramente E' C £ 4. Probaremos que £, es un A-sistema (ver 1.10).

=S5QT, por lo que

i) YeLlypuesY eE.

ii) Si By C By € L, como A X (By - By) =
que Bo— By € Ly

A x By — A x By se tiene

iii) Si (B;) es una sucesion creciente de elementos de L4 entonces:

xX
AxU&=
i=1

Ji4 x B)) € S(E x E)

=1

by
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00
asi pues |J B; € £4.

i=1
Por otro lado £ 4 contiene a 7(E') = {intersecciones finitas de elemen-
tos de E'} ya que si F' € n(E'), entonces

F=B[ﬂ...an

n
con B;€E' (i=1,...,n)y AxF=) Ax B;€ S(Ex E').

i=1
Se sigue del L.C.M. que T = S(E’) esta contenida en L4 para todo
A €E. Ahora fijamos B € T y definimos

Ly={ACX:AxBeSExE')} i

y analogamente comprobamos que £ es un A-sistema que contiene a
7(E) por lo que debe contener a S = S(E).

Lo anterior muestra que S x T C S(E x E') y acaba la prueba decl [
teorema. '

O
Con ayuda del teorema anterior es f4cil establecer el ejercicio (133). '

Definicién 11.5. Sea F C X xY unsubconjunto. Paraz € X fijo definimos
la z-seccién de F denotada por F, como cl subconjunto de Y definido por:

Fe={yeY:(x,y)€F}

Analogamente paray € Y, definimos la y-seccién de F denotado F¥ como
el subconjunto de X definido por:

FV={reX:(r,y)eF}
Es evidente que si A C X y B C Y entonces:

_J B sizeA, :
(AXB)TQ{(D siz ¢ A,

A siye B,
Ax B = .
(4 D) { 0 siy¢B.
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Las siguientes son algunas propiedades de las secciones.

Teorema 11.6. Sean F, Hy F,
entonces

(n € N) subconjuntos de X xY y r € X,

i (A Fn)z= 0 (P

n=1

iii) (F — H)y = Fr — Hy, en particular: (X xY - H), =Y - H,.
iv) (FAH), = F.AH,.

v) Si F C H, entonces F. C H,.

Anadlogamente con las y-secciones.

Demaostracion. Cada una de las identidades es consecuencia inmediata
de la definicién y se invita a que el lector las compruche de ese modo.

Un método mds rdpido es considerar para x € X fija, la funcién i; :
Y - X xY dada por: iz(y) = (x,y) y observar que i;}(F) = F, por lo que
las identidades son inmediatas del hecho de que la imagen inversa conserva

las operaciones usuales de conjuntos.
C

Teorema 11.7. Sca F € S@T, entouces F, € Ty FY € § para todo
r€ X, paratodoy €Y.

Demostracién. Scaz € X fijoei,: Y — X xY dada por i.(y) = (r.y).
entonces por el ejemplo 1.3.5:

(FCXxY:F. =i (F)eT}.

es una g-algebra, que evidentemente contienc a S x T ¥ en conseciencia
contiene a S ® T. Asi pues, Fy € T para todo 2 € X. La prueba con las
y-secciones es totalmente andloga considerando a la funcion # : X' — X x Y
dada por #¥(x) = (x,y).

ey
—
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Ejemplo 11.8. El reciproco del teorema anterior es falso.

Sea X =Y no-numerable, S =T ={AC X: A6 X - Aes finito 0
numerable.} y D = {(z,z) : * € X} la diagonal en X x X, entonces para
todor € X D, = {r} = D* € S, pero por el ejercicio (134 ii)), D¢ S® S.

Ahora consideramos las secciones de funciones.

Definicién 11.9. Sea f : X x Y — R una funcién dada. Definimos la
r-seccién de f. con r € X fija, como la funcién f, : ¥ — R dada por
f+(y) = f(z.y). De manera andloga se define la y-seccién de f, con y € Y
fija. como la funcién f¥ : X — R dada por f¥(x) = f(x,y).

Es claro que si F € X x Y entonees (\r)r = \£ ¥ (\F)Y = \pv.

El resultado correspondiente a 11.7 para funciones S % T-medibles es
cierto también,

Teorema 11.10. Sca f € M(X x Y, S & T), eutonces
f:€M(Y.T) paratodoze Xy f¥€M(X,S) paratodoyeY.
Demostracion. Sca x € X fija, es claro que f; = f oi,, entonces
para todo B € Bg

71By=i7H (F74(B)) = (F7(B)):

el cual pertenece a T por 11.7. La prucha para y-secciones es andloga.
0

Observacién 11.11. El reciproco del teorema anterior es falso. Basta exa-
minar ¢l ejemplo 11.8 v tomar f = xp.

2. Secciones de conjuntos y las integrales de sus
medidas

El signiente resultado s la parte esencial de nuestra construccion de
la medida producto v pone en evidencia el papel central que jnegan las
secciones vy sus medidas.

!
|
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Teorema 11.12. Sean (X, S,u) y (Y, T,v) fspacios de medida o-finita y
F e SQT dados. Si fr: X — Ryg" :Y — Rsedefinen por fr(z) = v(Fy)
y 97 (y) = u(F¥), entonces

freM¥(X.5), ¢F eMF(Y.T)y /fp dp = /gp dv.
Demostracién. Sea L= {F € S®T : el teorema es cierto para F}.

- Si Ax B e S xT entonces

v(B sixr €A
faxp(x) ={ 0( ) si .i-ZA.

ic. faxp = v(B)xa y andlogamente gV = p(A)xp de donde es clara la
medibilidad en sus respectivos espacios asi como la no-negatividad y

/foB dp = (AW (B) = /g""” dv.

Asipues SxT C Ly como SxT csun m-sistema tal que S(SxT) =S:T
ser suficiente probar que £ es un A-sistemna, lo que haremos en el siguiente
caso.

Caso 1) p(X) < ¢ v v(Y) < 2.

i) Como S x T C L entonces XxYecL.

ii) Sean F,H € L tal que F C H, entonces como v ¢s finita tenemos:
Fu—p(a) = v ((H = F)z) = v(He=Fz) = v(Hz)-v(Fz) = fu(x)=frlx)
le. fu-r=fu—fry analogamente y“"F S g". Como F,H €
L obtenemos fr, fu € M*(X,S) vy gF.g" € M*(Y,T) por lo que

fu-rF € MT(X,S) y g~FM*(Y,T). Como X y Y ticnen medida
finita, todas las funciones en cuestion son integrables por lo que:

H-F
/fH_pd/z= /fH d/L—/fF dp = /g” du—/gF du:/g dv.

Esto prueba que H — F € L.
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iii) Sea (F,) C £ una sucesién creciente de subconjuntos con unién igual
a F, entonces

= lim F — im o™
Jr=limfr y g lim g™,

por lo que fry ¢F son medibles no-negativas y por el T.C.M:

/ frdp = / gF dv
lo que prugba que F € L. Por lo tanto, en este caso L= S T.

Para el caso gencral, procedemos de la siguiente manera
Caso 2) p(X) < 4+x y y(Y) < +x.

Sean (X;) v (Yj) dos sucesiones ajenas en S v T respectivamente tales
que:

x x
X= U X, Y= U Yy u(X)) < +oc, v(Y;) < 4+ para todo i,J€N.
i=] Jj=!
Para F € S® T denotamos Fij = FN(X; x Yj). Por 1.9 se ticne que
SRTN(XixY;)=8((SxT)N (X, x Y;))
¥ que a su vez cs igual a
S(SNXixTNY)=(SNX,)®(TN ;).

Ademds denotamos por y; : SN Xi =Ry v :TNY, — R las restricciones
depyrvaX;y Y; respectivamentc.

.Como Ki y vj son ﬁnitas, se sigue del caso 1) que Fj; € (S NX;)®(TNY;)
satisfacen las condiciones del teorema i.c. fr,,« g" son no-negativas y
medibles en sus respectivos espacios y .,

/fFi,j dy; = /gp‘d dv; paratodoi,j e N.

Como Fi"j = FN(X; xYj),con Fe ST, entonces (Fij)e = Fz N Y s
TeXid(Fy),=0siz¢ X, de donde Je, () = xx, (Dv(F.0Y)) ¥
analogamente . "

gF..j (y) = X,)(y)[l(FU N -\:l)‘

————

LA MEDIDA PRODUCTO p® v 151

Porloque fr =Y fr; y g¥ =3 g, lo anterior prueba que fr y gF son
i, hJ
no-negativas y medibles en sus respectivos espacios, ademas

‘/fpdu__—;j)'(,/fﬂ'jdu:%;/f&j dp;

5[5 [ o
i ij 7Y
= /_qF dv.

Esto establece el teorema. (Ver el ¢jercicio 139)).
0
La conclusion del teorema anterior no se cumple si alguno de los espacios
de medida no es o-finito como lo muestra el siguiente ejemplo:
Ejemplo 11.13. Sean X =Y =[0,1},S=T = Big.1)- Por el ejercicio (134
i)) la diagonal D pertencce a S@T. Sea yu la medida de Lebesgue sobre Byg y;
y v la medida de conteo, entonces [ v(D,) dp = 1 pero [ p(D¥) dv = 0.

3. La medida producto 4 ® v

Teorema 11.14. '*(De la medida producto) Sean (X, S, z) y (Y, T,v) dos
espacios de medida o-finita, entonces la funcién conjuntista n: S® T — R
definida por:

w(F) = [ vl du= [ W) dv

cs una medida o-finita y es la tinica medida sobre S ® T con la propicdad
de que:

(A x B) = u(A)v(B)

Demostracion. Claramente #(0) =0y n(F) > 0. Si (F},) es una sucesion
disjunta de elementos en S ® T, entonces por 4.16:

paratodo Ax Be€ S xT.

() (8] o ()

“Llamaremos a 7 la medida producto de p y v y la denotaremos por @ = jt % v.
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[e o] [o ]
=[S 0B du=3 [v((F)) du
n=1I n=1
oc
= Z W(Fn)

n=|
lo que prueba que 7 es una medida.
Por otro lado si F = A x B € § x T entonces

W(F)=xa(@)w(B) y m(Ax B)=pu(A)wB).

Como X v Y pueden ser escritos como la unién numerable de medibles con
medida finita, X x Y s¢ escribe como la unién numerable de rectdngulos
medibles de w-medida finita. por lo tanto @ es o-finita.
~ Considerando 7 Asxt) - A(S x T) — R obtenemos una casi medida
a-finita v por ¢l teorema de wnicidad de Halin 7.12 existe una tinica extension
sobre S @ T que es precisamente .
) O

De hecho, el teorema de Hahn garantiza una tinica extension sobre una
o-dlgebra m-completa que contiene a S ® T y que denotaremos por S® T
¥ que en general contiene propiamente a S ® T.aiin si S y T son completas
como lo muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 11.15. Sean X =Y = [0,1], S = T = By}, # = v = medida
de Lebesgue sobre By jy v V C [0, 1] un subconjunto no-medible, entonces
F={0}xV ¢ S®T (pues Fy ¢ T) pero si pertencce a ST, pues
Fc{opxYy m({0} x Y') = 0. Puede probarse sin embargo que en general:
SwT=S8T.

Observaciones 11.16. Otra descripcion de 7 esta dada por:

o [o o]
7(F) = inf {Zu(A;)U(B,') :FC U Aix B,,Ai x B € S x T}
i=1 i=1
paratodo F€ S®T.
Esto se sigue de 11.14. 11.3 y 7.11.
Lo anterior sugiere otro enfoque para la construeeion de la medida pro-
ducto considerando a la medida exterior generada por la casi-inedida p x v
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definida de manera natural sobre A(S x T) (ver 11.3) y aplicando el teo-
rema de extension 7.11. De este modo se obtiene una medida comple'ta
definida sobre la o-algebra de los (i % v)*-medibles y que contiene a S® T.
Ahora bien, si A ¢ § y A’ C T son subdlgebras con la propiedad 'de que
S(A) = S y S(A') =T, entonces S(A x A)=8T por 1'1.4 v si den?-
tamos A; = A(A x A’) entonces A consiste de la unién finita disjunta de
elementos de A x A’ (11.3) y S(4;) = S ® T también, por lo que:

n(F) = inf {Zu(Ai)u(B,-) :Fc|JAixBi,Aix B, € Ax A’}
i=1

i=1

para todo Fe S®T. ' |
Se sugicre al lector que trate de seguir este método alternativo para :a
construccion de la medida producto si X =Y =Ry A es el dlgebra del
ejercicio (7). . -
Usando cubiertas medibles (ver el ejercicio (86)) es inclusive posivie

l e Syt DIV e DV (Vea Hiall
probar que (u x v)* coincide con p~ x v sobre P{X) = Pv). (Vea g

p-150. ejercicio 9)

e g . - .
A continuacion enunciamos dos consecuencias faciles del teorcma 1111
bajo las mismas hipotesis de éste.

Teorema 11.17.

a) Scan E, F € S®T tales que v(E;) = v(Fy) ed.rel pi (o ;:({?"") = ;f{_F”)
c.dd. rel v) entonces 7(E) = w(F). (Principio de B. Cavalieri (1633)).

b) Las siguientes condiciones son equivalentes para F € S T:

i) n(F) =0.
ii) v(Fz) =0cd. rel p.
iii) u(FY)=0cd. relv.

Demostracion. Se omite.



!

154 LA MEDIDA PRODUCTO

4. El teorema de Tonelli y el teorema de Fubini

Llegamos al primer resultado que relaciona las integrales de funciones
en W(X x Y.S ®T) en términos de las integrales iteradas de sus sec-
ciones. Nétese que es valido sin restricciones excepto por la hipotesis de
no-negatividad y se debe a L. Tonelli (1885-1946).

Teorema 11.18. Sean (X, S, 1) y (Y, T, v) dos espacios de medida o-finita,
he MH(X xY,S®T)y Ax B € § x T dados, entonces las funciones
fla) = [hedv y g(y) = [hY du son medibles en sus respectivos espacios

v '
/ hd(psv) =/ ‘/h,r dv | dp =/ /h” dpe ) dv

Ax3 A B B A

en donde cada término puede ser +oc.
Demostracion. Si h=yr con F € S T. entonces

/h, dv = /(\‘F), dv = / XF, dv

B B B
=v(BNFY)=v(((X xB)NF),) yporl1l.12 f es S-medible
y andlogamente [hY dp = p(ANFY) = p(((Ax Y)NF)) y por 11.12 g es

A
T-medible. Aplicando 11.14 obtenemos:

/ B/hmdl/ d;z:A/y((Xx B)NF), dy

A

=/il/(((A xB)NF),)dp=pRv((Ax B)NF)

y andlogamente

/ /hydu dv=p®v((Ax B)NF)

2] A
/ \F A s v).

AxB

que os ignal a
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Por linealidad el teorema es valido para funciones h: XxY — R que
S ® T-simples. 3 '

Sea h € M*((X xY),S®T), por 2.6 existe una sucesion no-decreciente
de funciones S ® T-simples (h) tal que hn T h y por el T.C.M. tenemos que

/ hd(p®v) = lim / hn d(p @ v).
nloo
AxB AxB

Sean fu(z) = [(hn)s dv ¥ gn(y) = f(hn)¥ du paratodo n € N, entonces
B A . . o
fu ¥ gn son funciones no-negativas. medibles en sus respectivos espacios y

(fu). (gu) son sucesiones no-decrecientes y por dos aplicaciones del T.C.M.
convergen a las funciones medibles no-negativas

flr)y= / hedv v gly)= / hY du respectivamente.
B A

Dos nuevas aplicaciones del T.C.M. y la validez del teorema para cada ht,
implica que:

/hd(u®V)=liTm /hnd(ﬂ®V)
njoc
AxB AxB

= yl;lrrcI;lc J (/B (hn)z du) du
=/ /(h)I dv | dpu.

A B

/ hd(p®v) = / /(h)y du | dv.

AxB B \A4

y analogamente

a0
Una aplicacién interesante del teorema de Tonelli esta en el ejercicio

(141).
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Ahora eliminamos la hipdtesis de la no-negatividad de la funcién h, pero
a costa de imponer la integrabilidad de h, para obtener el llamado teorema
de G. Fubini (1879-1943) cuyo nombre se asocia a todo resultado en donde
se efectien integraciones iteradas.
Teorema 11.19. (G. Fubini (1907)) Sean (X, S.pu), (Y.T.v) dos espacios

de medida o-finitas, h € LY(X xY,S@T,pu@v)y A x B € S x T dadas,
entor_lces:

i) hy € Ly(v) cd.y h? € £y(p) cd.
ii) Si definimos f(x) = [h, dv cd.y g(y) = [hY dv c.d. entonces
B A
JeLli(p) v ygeLiv).

i) [ hdpdv)=[fdu= [gdv.
Ax B A B

Demostracion. Como h € Ly(p % v). entonces h™. h™ € Ly(p < w).

Aplicando el teorema anterior a h* y como (h*), = (h,)*. (h*), = (h,)*

sc ticne: .
/j"r dp = /g+ dv = / Wt d(p s v) < +x.
A

B AxB
pues h € £,(u®v) por lo que f*, g* son integrables también en sus respecti-
vos espacios y son et consecuencia finitas c.d. rel yo v rel v (respectivamente,
ejercicio (43)), esto implica que (hz)* € L1{v) (cd. rel v) v (h¥)* € £,(1)
(e.d. rel p). Como ¢l argumento idéntico para h~ es vélido también. obte-
nemos que f v g son integrables en sus respectivos espacios. asi como h,. y
h¥ lo son c.d. Finalmente

[hawan= [ rdpan- [ b dpon

AxB AxB AxB

=Zf*(i/t—[f’d;l=[fllil
/ hd(/t®11)=/{] du.

Ax 12

v andlogamente:
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Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 11.20. El teorema de Tonelli deja de ser vélido si algin fact?r
no es o-finito, para esto basta considerar h = xp en el ejemplo 11.13. Sin
cmbargo si uno de los factores es (N, P(N), conteo) entonces el resultado es

cierto. (ver el cjercicio (138))
Ejemplo 11.21. Sean X = Y=(01),S=T=Bpoyyr=v= la medida

2_,2
de Lebesgue en (0,1). Sea b : X xY — R dada por: h(z,y) = (?I—_'_—vu{)'y Como
I es continua. h es S ® T-medible. Sea x € (0,1) fijo entonces:

Y 11
fla) = / hy dv = (m) L) =57

4
entonces |
i dr \1 o
/fdu= J—_2—+—1-=(arctdn:r)0— 1
X 0
Pero como h(x,y) = —h(y,z) obtencmos que fgdv=-7.

Y
Los valores resultan ser diferentes ya que h ¢ Li(x ® v). hecho que

comprobamos a continuacion i.e. debemos verificar que [ X [h} d(p x V) =
XxY

+00 o bien como el integrando es medible no-negativo basta demostrar por

11.18, que:
/ /|h| dv | dp = +00.
'Y

X

Para todo x € X se cumple
‘ y r 21
/ hdv=\gy ) o~ 2

de donde:

1 [dp
/ /|h| dv | dp > 5] 7= +oc
X\ X
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En el siguiente ejemplo ambas integrales iteradas existen y sus valores
coinciden pero la funcién no es integrable.

Ejemplo 11.22. Sean X =Y =R, § = T = Bg, ¢ = v = medida de
Lebesgueen Ry h: X x Y — R dada por:

sir=0=y

0
h(x,y = . 9
) { e Sy >0

entonces si £ # 0
/ hedv=— = / he dv

(0.2c) (=o¢,0)

por lo que [ h; dv =0y analogamente [ h, du=0siy # 0, pero
X Y

/ |h|dﬂ®u—/(/|h|du) du = fT“I=+oo.

XxT

Sugerimos al lector que consulte el capitulo 6 de la referencia [Be] que
incluye una gran variedad de ejemplos y contraejemplos sobre medidas pro-
ducto y el teorema de Fubini.

Con ¢l tecorema de Fubini es posible establecer las propiedades basicas
de la operacién convolucién. (Ver los ejercicios (143), (144), (145), (146),
(147) y (148)). Asi mismo obtencmos ¢l siguiente teorema de integracién
por partes, cl cual enunciamos en una versién un poco mds general que la
usual.

Teorema 11.23. Sean X = [a,b]. S una o-dlgebra de subconjuntos de
[@.b] que contiene a la g-dlgebra de Borel, ¢ : S — R una medida y f, g €
L,([a,b]). Si F,G : [a.b] — R se definen por:

Fo)= [ fduy 6= [ odu,
fa.z] foror]
entonces:
/ fGdu + / gF ™ dn = F(W)G(b)

[a,b] [a,b]
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=0y F~(t)= lin F(s) si t € (a.}].

s—t-

en donde F~(a)

Demostracion. Definimos 7 : [a.b] x [a,b] — R por la formula:

_f gty sit<o
7(I't)_{0 siz<t.

Es inmediato comprobar que v es S ® S-medible y ademds:

[ 16 dnt )= [ ) / ydut) | )

[a.b] : la.b] @,r]
= / / flxyy(z.t) dult) dpfr).
(a.bi b
Pero f(z)y(z,t) € Li(p & u) pues
/Uhhuiﬂﬂu®ms“/UMu/hmm<+x.
[a.b]x [a.b] [a.b] [a.b]
Aplicando el teorema de Fubini obtenemos que:

[ sa6te e = [ [ ronten ey anty

fn.b) {a.bi [n.b]

= [ [ sty dute) e S ECIGC

|exb) [t.5] {a.b}

()} dut)

— G(b)F(b) - / (2 F~ () dn(r)

(a.b]

lo cual prueba el teorema.

C
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Observaciones 11.24. Note que el término F(b) ~ F ~(t) corresponde a la

expresion: . . »
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Ejercicios

1. Sea ® C P(X) una familia cerrada bajo uniones finitas y diferencias.
Sea (An)° una sucesién de elementos de R. Pruebe que existe una
sucesion (E,);° de elementos de R con las siguientes propiedades:

i) E, C A, para todo n.
it) E,NE,, =0 para todo n # m.

! m m oC o
i) JEn= |JAn paratodom €N (por lo tanto (JE,=UJ A,,)
n=1 n=1 n=1 n=1
n-1
(Sugerencia: Sea £y = Ay v E, = A, — le Ajsin>2).
):

2. Si A C P(X) es una algebra con la propiedad de que para cualquier

oC
sucesion de subconjuntos disjuntos (E,)7® de A se tienc que |JE, € A,
i R n=1
entonces pruche que A es una g-dlgebra.

(Sugerencia: Use el ¢jercicio (1)).
3. Pruebe con un cjemplo que una familia no vacia E C P(X), cerrada

bajo intersecciones numnerables y diferencia simétrica no es necesaria-
mente un g-anillo,

4. Una familia E € P(X) tal quc X € E y es cerrada bajo wio-
nes e intersecciones de familias numerables no es necesariamente una
o-algebra.

(Sugerencia: X = R,E = {{—00,2) : @ < +00}U{(—00,b] : b < +00}).
{ 5. Sean F,...,E, C X dados.

i) Pruebe: z € E\A(E,AE3) & x € Ej exactamente para un
ntimero impar de j € {1,2,3}.
Pruebe lo mismo para (E{AE)AE3 v concluya que la diferencia
simétrica es una operacion asociativa.
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EJERCICIOS
ii) Generalice el inciso anterior como sigue:
r€ E\AEN ... AE, & 1€ E;
exactamente para un mimero impar de j € {1.2,3,...,n}.

iii) Si ademds E,,...,E, € S con (X S, 1t) un espacio de medida y
#(Ej) < oo para toda j = 1,2,...,n entonces:

n
WEQEA .. AE) =Y p(E;) - 2! Y w(ENE))
=1 1<y
+20 Y WENENE)-

i<j<hk
+(=-1)""2"\WE - N E,)

(Sugerencia: Pruebe los casos n = 2 y n =3y luego use in-

1
duceion, (.()lll[)dl(‘ con la “formula de inclusion-exclusion” para
obtener p(E; U --- U E,)).

6. Compruebe que Ta operacion diferencia simétrica A satisface las si-
guientes propiedades:

i) AAB C (AAC)U(CAB)

ii) (41U A))A(By U By) C (A ABy) U (AsABy)
iii) (A]ﬂAg)A(Blnt) C (41AB) U (A3ABy)
iv) (A1 = A2)A(By - By) C (4,AB)) U (A24B,)

(Sugerencia: = ¢ A;AB; si y sélo si XA (z) = xp(z) (i=1.2).

7. Sea X =Ry sca A = { uni6n finita disjunta de intervalos de la forma
(. b]. (—oc.b] ¥ (a, +oc)}

Pruebe que A es un dlgebra, pero no una o-dlgebra.

8. ScaE={A,4,...,4,} C P(X) dada, denotamos

P
we{

Para cada a = (aj.a9. . ... ay) € {0.1}" definimos E, = A 1 A% N
N A%, Prucbe: )

sta=0
sia=1

169

i) A(]};):{ U Ea:Dc{O,l}"} (convenimos en poner |JE,=0).
acD ach

ii) Concluya que #(A(E)) < 2%

(Sugerencia: para probar la cerradura bajo complementacién en (i),
empiece con E, y luego trate el caso general).

9. Sea A C P(X) un slgebra con un mimero finito de elementos. Pruebe
que #{A) es una potencia de 2.

(Sugerencia: Scan Ey, Fy.. .., E, aquellos elementos diferentes del va-
cio obtenidos por el método del ejercicio anterior con E = A. Pruebe
que A = A({Ey, Es, ..., Ep}), el cual puede ponerse en corresponden-

cia biunivoca con {0,1}”).

10. Si #(X) > s. construya un algebra A, C P(X) con #(Ap) = 2P para
todo p € {1,2,...,s}.

11. Sea S C P(X) una o-algebra con un numero infinito de clementos.
Pruebe que S es no-numerable (i.c. no hay o-dlgebra numerable infi-
nita).

(Sugerencia: Sea {A],As,...} C S un conjunto infinito. Iinitando
la construccion de los subconjuntos E, como en (8) pero ahora con
a € {0, 1}N, obtenga una familia numerable infinita {E, Es,...} de
subconjuntos en S no vacios y ajenos. Halle una funcién inyectiva

i {0,1}N = 8).

12. Sea E C P(X) fija. Pruebe que para todo A € S(E), existe una sub-
familia numerable Eq C E tal que A € S(Eo).

(Sugerencia:!3 Sea S = (J{S(E') : E’ C E es numerable}. Pruebe que
S es una o-dlgebra y que E C S = S(E)).

13. Sea ® C P(X) no vacia dada. Pruebe: R es un anillo si y sélo si
{xa: A € R} es un anillo algebraico (con las operaciones de suma y
producto médulo 2).

3En general unién de o-dlgebras puede no ser una o-ilgebra.
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14. Sea (E;)$° una sucesién de subconjuntos de X. Definimos el limite in-
ferior y el limite superior de (E,) denotados por: lim (E,)y llm (E,,)

n—o0
respectivamente como los subconjuntos de X definidos por:

oC o o &

lim (E)=J B ¥ Tim n (E,) = (U Ex (Borel 1905)
n—oo n=1k=n n=1k=n
" Pruebe que:

i) € lim(E,) & existen = n(x) tal que » € E,, para todo
n—oc
m2n.

ii) z € lim (E,) ® = € E, para una infinidad de n’s.
H—>

iii) lim (E,) € lim (E,). Dé un cjemplo en que la contencion sea
n—oc

n—oc
propia.
iv) X~lim (E,)= lim (X-E,) y X-Tm (E,) = lim (X - E,).
n—oc n=x H=x n—ox
v) Si E, C E, 4| 6 E, D E,4 para todo n. entonces lim (E,) =
n—0oC
lim (E,)
n—>xc

15. Sean (E,) y (Fr)® dos sucesiones de subconjuntos de X. Pruebe:

i) lim(E,NF,)cC hm (E,,) N lim (F,). Dé un cjemplo en ¢l que
H—x

n—oc

la contencién sea propla y pruebe que la igualdad se da si N se
reetplaza por U.

i) lim (E,)VU lim (F,) C lim (£, U F,). Dé un cjemplo cn ¢l que
n—oo . 'n—*oo n—oc .
la contencion sea propia y pruebe que la igualdad se da si U se
reemplaza por N.

16. Sca (@,) una sucesién de nimeros reales (o‘(tendidos) definimos el

limite inferior y el limite superior denotados lim a, y hm a, respec-
n-—oo

tivamente como los nimeros reales (extendidos) a, y o l‘e&pe(,tl\/d.-

mente dados por:

a, =supinf{g} y o = mf sup{ax}
k>1k2n Lk>n

17.

18.

19.

20.

21.
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(Convencién: Si S C R no esta acotado supcriormente definimos
sup S = +00. Andlogamente si S no esta acotado inferiormente defi-
nimos inf § = —oc). Pruebe:

i) a, y a* siempre existen en Rya,<a'.
ii) (a,) convergeaa ER& e, =a=a".

Sea (E,)° una sucesién de subconjuntos de X. Pruebe:

) X hm (Bn) - hm XEn y X hm (E") lun XEn

n—>

ii) (xg, )3 converge si y s6lo si "lglolc (E,) = uli—‘}c}c (Ey). En cuyo caso

.lilﬂ XE,. = nlElglc XEH'

n-—oC
Sca (E,)}* una sucesién de subconjuntos de X. Definimos Dy = Eq,
Dy = D\AE, y en general Dyyy = DaAE, 4 paran = 1.2....
Pruebe:

lim (D) = hm n (D) & lim (E,) = n.{i_lTolc(Eu‘j =0

n—oc n—oc
(Sugerencia: Use el anterior).
Sea f: X — Y una funcién y sea B C P(Y) dado. Pruebe que:
A(fT'B) =17 AB) vy S(F1(B) = ~1(S(B))

(Sugerencia: Consul(‘reala familia K={DcCY:f~(D )eA( U8}
y andlogamente con S(f~ 1(B))).

Sea X =Ry S={ACR:A6R - Acsfinitoc nuterable }.
Describa a las funciones f : X — R que son S-medibles.

Sea (X, S) un espacio medible y sea f:X—- R una funcién S-medible,
prucbe que
{reX:flzr)=a}eS para toda ¢ € R
Dé un cjemplo de una funcion f: X — R tal que
{reX:fla)=a} €S paratodaac R

pero que no sea S-medible.
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23.

26.

Pruebe que

EJERCICIOS

. Sea (X, S5) un espacio medible. Sea f : X — R una funcién S-medible.

Deﬁmmos : X — R como sigue:

B3

es S-medible.

si f(z) = 0, 00
si f(z) #0, oo

Sean f,h : X — R S-medibles g : X — R dadas. Pruebe que si
g s S-inedible entonces mid {f.g.h} s S-medible. Inversamente si
mid {f.g.h} es S-medible para toda f v h S-medibles, entonces g es
S-medible.

Aqui mid {a,b.c} denota cl valor de enmedio entre a,b y c.

{(Sugerencia: Probar primero que:

mid {a.b.c} = min {max{a. b}, max{b, c}. max{a,c}}).

. Sea f: R — R diferenciable. Pruebe que f’ : R — R es Borel medible.

(Sugerencia: f'(x) = lnn n{f(xr+1/n) -
falr) =

f(x)} (& € R). Pruebe que
fr+a)es Borcl medible, para cada a € R fija).

. Sea (f,,) una sucesién de funciones de R en R y sca

A= {z € X :(fn(x)) converge en R}.

Prucbe que

iy

u(:8
D Y:

{:r € X : 1fula) = fusp(2)] < %}

Hipdtesis como en el caso anterior. Si a € R es dada, entonces:

{J’E-Yzfn('r)*“}=U ﬂU{ ‘Y |fl —(l|>1%}

k=l n=1i{=n
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927. Sea X = Ny § = P(N). Pruebe que toda medida y en (X, S) se ob-
tiene a partir de una tnica sucesién de reales extendidos no-negativos

l (an) como sigue:

‘ si E=0,

“ u(E) = { Sa, SiE#0.

i nek

Pruebe ademas que:

oC
i) s es finita si y solo si ) ap < +¢.

n=1

ii) s es o-finita si y solo si @, < 4+ para toda n € N.

28. Sea A C {1,2..... 99} un subconjunto consistente de exactamente 10
clementos. Pruebe que existen E, F subconjuntos de A ajenos v no

vacios tales que
da=) e

aell aelF

(Sugerencia: Pruebe que ¢ : P(A) — R dada por p(E) = ZEa no
{ ag
: puede ser inyectiva).
LE,€S.

,n} fja, sea Cp, = {x€ X:z€E; para
n}}. Prucbe:

29. Sea (X, S, ) un espacio de medida y E).,..
Para cada m € {1,2,...
exactamente m indices j € {1,2,...,

i) Ch€S.
ii) Z wW(En) = 2 mp(Cra)-

m=1 m=1

iii) Si Dy = {2 € X : z € Ej paraalomis m llldlCOb j€{1,...,n}}
(1 < m < n) entonces:
n n
> WEm) < ), msDm).
m=1 m=1
iv) Suponga ahora que p(X) =1y que A As..... A, € S son tales

que cada r € X pertenece al menos a r de los conjuntos A;.
Concluya que existe al menos un indice i tal que w(Ai) = r/n.
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30. Sea (X, S, ) un espacio de medida y(A)2, y (Bn)%., sucesiones
de elementos de S. ”

i) Si p(A,NAp) =0 para toda n # m entonces

o] o
U ( U An) = Z 1{An) (casi o-aditividad)
n=1 n=]

ii) Si p(AnAB,) = 0 para toda n entonces

4 (U AL U Bu) s (ﬁ 4,4 ﬁ Bu)
n=1 n=:]

n=| n=1

n—x N—2

son todos iguales a cero.
(Sugerencia: Use'la sugerencia del cjercicio (6)).

31. Sea (pn){° una sucesién de polinomios tal que convergen uniformemen-
te en [a.b] a cierta funcién f. Sea H,, = {z € [a,8] : pu(a) = f(2)}.
Pruebe que si f no es un polinomio en [a, 8], entonces X(H,,) — 0 si
n — oc.

(fougerencia: Si p, # pum cntonces XH, N Hy) = 0. Concluya que

21 NH,) < ).

32. (La parte ficil del lema de Borel-Cantelli).
Sea (X, S, pt) un espaqio de medida y (E,) una sucesion de elementos

0
de § tales que > 1(E,) < +00. Pruche que u ( fim E,,) = (.
n—

n=1]

33. Sea (X, S, 1) un espacio de medida y {E.) una sucesién de clementos
de S. Pruebe:

i} n ( lim E,,) < lim p(E,). Dé un ejemplo en el que la designal-
n-—=x n— e
dad sea estricta.

o0 — —
ii) Sip ( U E. ) < +ooentonces lim u(E,) < p ( lim E,,). Dé un
n=1 n—oo n—oo

ejemplo en el que la desigualdad sea estricta.
iii) Pruebe con un ejemplo que (ii) podria no cumplirse si

(0 -+

34. Sea (X, S, 1) un espacio de medida y sea F = {A € S : u(A4) < +c}.
Definimos una relacién ~ en F x F poniendo: A ~ B(A.B € F) &
(AAB) =0.

1) Prucbe gue ~ es una relacion de equivalencia.

ii) Denotamos por F al conjnnto de las clases de cquivalencias v por
(4] la clase de equivalencia de A € F. Prucbe qued: Fx F - R
dada por d([A]. [B]) = p(AAB) estd bien definida v que (.7? . (1)
es un espacio métrico completo.

(Sugerencia: Si ([A,))]° es una sucesién d-Cauchy, halle una subsuce-
sion ([An))iz, tal que d([An,], [An,,,]) < 35. Sea A, = lim A,,.

. k—oo
Prucbe que A. € F y usando la sngerencia del cjercicio (6) pruebe

que
<
A*AAnk C U AnjAAnj+1
j=k
por lo que d([A4,,], [4.]) — 0. Concluya que d([A,].[A.]) — 0).
35. Hipotesis y notacidon como el anterior. Pruecbe que las funciones:
F x F — F con valores: [AAB], [AUB], [ANB]y|[A-B]en

(lA},[B]) € F x F son d-uniformemente continuas, si p(X) < +50,
prucbe lo andlogo para la operacién: [A] — [X — A].

(Sugerencia: Use el cjercicio (6)).
36. (La complecion de un espacio de medida).
Sea (X, S, 1) un espacio de medida y sea N = {N € §: u(N) = 0} el

o-anillo de conjuntos S-medibles de medida cero. Definimos

S={(EuM))-M;:E€eS y MiCN,eN (i=12)}.
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~ Pruebe

i) FeS & F=EUMcon E € Sy My un subconjunto de algiin
No € N. (E 'y My no son necesariamente inicos).

ii) S es una g-dlgebray S C S.
(Sugerencia: Use (i)).
_iii) #: § — R dada por G(EU My)
medida en S'y fils = p.

= u(E) estd bien definida, es una

37. Hipétesis y notacién como en cl caso anterior.'* Pruebe:

i) Si F e 5 tal que i( F) = 0. entonces A € S para toda A C F.
Mads generalmentc:

ii)SiECACF,con E,F€Sy7ji(F-E)=0,entonces A€S.

38. Sea (X.S) un cspacio medible y sea g2 @ § — R una funcion fini-
ta, no negativa y aditiva. Pruebe que las siguientes condiciones son
equivalentes para sucesiones (Ayg) de elementos de S:

i) p ( U Ak) = 3 u(Ak) (AN Ay = 0,0 # k) (o-aditividad).
k=1 k=1

o0
N Ai entonces: p(A) =

i) Sid DA D...yA= lim p(Ay)
k=1 kloc
(continuidad por arriba).
00
i) Si Ay C Ay C ... y A= J As centonces: p(A) = ’lcirm 1{Ax)
k=1 el

(contimiidad por abajo).
iv) u ( lim Ak> = lim p(A;) (continuidad).!®
k—o00 k—o0

39. Sea (X, S, i) un espacio de medida o-finita y sea D C S una familia
consistente dc conjuntos ajenos entre si. Sea E € S con u(E) > 0 fijo.

li_La propiedad (ii) justifica el nombre de u-complecién que se da al espacio de medida
(X.5.7). _
"Se supone que (A) es tal que lim Ay = ‘lim A v Llim Ai denota al conjunto
X V-

k=
comun.

40.

41.

42,

43.

44.
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Pruebe que la familia Dg = {D € D : g(EN D) > 0} es a lo sumo
numerable.

(Sugerencia: Empiece con el caso p(E) < +0oc).

Sea (X, S, 1t) un espacio de medida. Supongamos que A= U A, con

n=1
Ap € S para toda n, u(A) < oo y que 21 w(A,) < p(A) + ¢ para
algiin € > 0. Prucbe:

o _
) 3 wENA) < (ENA)+eparatoda E€S.

n=1

x<
(Sugerencia: Aplique el ejercicio (1) a U A4.)
n=1
i) Sea C = {r € A
CeSypuC)<se
(Sugerencia: Considere 4 — C').

: r € A, para al menos dos n's}. cntonces

Sea (X,S,ut) un espacio de medida o-finita vy sca f : X — R una

funcién S-medible. Pruebe que existe una sucesién de funciones

S-simples (s,)$° tales que s,(z) — f(r) para todo r € X ¥
1 ({x € X : sn(x) # 0}) < oc para toda n.

Sea (X, S, 1) un espacio de medida y f € M™*(X,S) dados. Pruebe
que la funcion gy § — R definida por py(E) = ff du (E€S)es

051,u(E)-0

(Sugerencia: Use el teorema de la convergencia monotona).

una medida con la propiedad de que pg(E) =

Sea f € M*(X.S) tal que [ [ di < +00 Prucbe:

i} p({r € X: fla)} = +oc) =
i) {z € X: f(z) > 0} es o-finito.

Si u(X) < +oc v f € MT(X.S) entonces:

/fdp<+fx:@2""u {reX:flr)22"}) <+x.

n=
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. Si f € M*(X,S) es acotada, entonces

/fd;t<+oo@2§1;p({:te)(:f(x)_>_2%}) < +00.

n=0
Puede suponerse que p(X) = +oc.

46. Pruebe:

/f(lp = sup /f du: E € S,i(E) < +¢
E

para toda f € M*(X,5) con [ fdu < +x.

7. Sea f € M*(X,S) dada. Si P = (0 =ty < {; < ...) ¢s una particion
de {0, +00) denotamos || P|| = sup {tx4+1 ~ tx}. Pruebe quesi [ f du <
+o¢, cntonces:

/f dp = '“1}”!202%#({3? € X it < f(z) < trt1})
poi

con {} cualquicr conjunto de puntos satisfaciendo ¢y = 0 y ¢ €
[tk tk+1) si k > 1. (Cada una de las anteriores se conoce como una
suma de Lebesguc).

(Sugerencia: Pruebe que J fdp—0sit, —0).

{zeX:f(x)<ti}

48. i) Pruebe con contracjemplos que no hay equivalente al teorema
de la convergencia monétona si la sucesion de funciones (f,,) es
monoétona decreciente. Sin embargo, prucbe que si f; > fo > ...

y [ fi dp < +00 entonces:

/lim fndp = lim /f,, dy.
n—oo n—oc

ii) Pruebe que la conclusion del lema de Fatou podria fallar si no se
requiere que f, > 0.

‘.

49.

i 50.

52.

179

Suponga el lema de Fatou y pruebe el teorema de la convergencia
mondtona.

Pruebe:

i) Si (f.) es una sucesién de clementos en M (X,S) y si existe
g € M*(X,S) con [g du < +oo tal que fn 2 —g (cd rel.

1) en E € S entonces:
[ tim g < tim [ o
n—o n—o0

E

ii) Si existe g € M*(X.S) con [ g du < +c tal que f, < —g (cd
rel. p) en E € S. entonces:

T [ s [ g
E E

. (Lema del promedio).

Sca f € L1(X,S.p) tal que #(IE)
para todo E € S con 0 < u(E) <

1)-
(Sugereucia: Empiece probando que si f € £1(X,S, ), entonces:

[ fdu} < kconk >0 constante.
E

+00. Pruebe que |f] < k (c.d rel.

p({r € X :|f(@)] > a} < +oo, para todo a > 0)).

Sea (f,) una sucesién de funciones de L1(X,S,u), tal que

xX

| fa] dp < +20.
>/

n=

x .’
Pruebe que la serie Y fn converge a una funcién f € L£1(X, S, 1) que

n=1
/fdu=§/fndu

;Qué significa lo anterior si-X = N. § = P(N) y p es la medida de

conteo?

satisface:
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53. Sea (f,) una sucesion de elementos de M* (X, S) tal que: f, — f (c.d
rel. )y [ fadp — [ f du < +0. Pruebe que

/fndﬂ—>/fdﬂ para todo E€ S
E

(Sugerencia: Aplique el lema de Fatou a las sucesiones (f,xg) y

(faxx-£))-

5. (Una generalizacion del teorema de la convergencia dominada de H.
Lebesgue).

Sea (gn) una sucesion de elementos de £{ (X, S, p). tal que

dn— g (cd.rel. p), conge LT(X.S,p)y /.‘]n dy — /y dp.

Sea (fn) una sucesion en M(X.S) tal que |f,] <

. ~Je
M(X,S) (c.d. rel. i), entonces:

gn ¥ fu
i) feLiX,Sm)y
i) [fdu= lim [ f, du paratodo E € S.

L ""’"X:‘E

55. (El teorema de H. Lebesguc).

Para f: [a.b] = Ry § > 0 fijas, sea gs(t) = inf{f(z) : x € (t-.t +0)
N[a,b]} y sea hg(t) = sup {f(z) : z € (t — 8.t + ) N [a.b]}. Definimos
la covoltura inferior de f y la envoltura superior de f como:

g(t) = ldiﬁ)lg,g(t). y h(t)= lﬁg hs(t) (respectivamente)

Pruebe:

i) g y h son Borel-medibles. ,
(Sugerencia: Pruebe que g~ ({ar, +o¢)) v h~1{(=2c. o)) son abier-

tos relativos de [a. b]. para toda a € R).

i) g < f<h Ademds g(t) = f{t) = h(t) & [ es continua en ¢,

‘Mm_mm_uﬂw{
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iii) Si f es acotada y no-negativa, entonces

afsa- oo s [ro-n[ra

[a.b} [at]

en donde A denota la medida de Lebesgue en B 4 y R [, RS
denotan la integral inferior y superior de Riemann.
(Sugerencia: Sea (P,) una sucesién de particiones de [a,b] con
PnSRz-i—ly”Rz"_’OSIP (a—fn<tn <t = b)
defina e, (t) = inf{f(s) : (er it )}y Eu(t) = sup{f(g
¢ € (t1. fn+1 )} v oea(t) = q( ), E ( ) =h(t) sit= t" para alguna
i€ {0,1.....kn}. Pruebe que e, 19, En | hy use el TCM y el
ejercicio (48) inciso (1)).

iv) f es Riemann-integrable si y solo si f es continua (c.d. rel. A).
(Teorema de Lebesgue).

v) Si f es Borel-medible y Ricmann-integrable. entonces

b

R/fdt=/fdA

@ [a.b]

(ver el ejercicio (91) inciso (ii)).

1
56. Pruebe que [ Lsin(3) dt existe como integral impropia de Riciann,
0

sin embargo pruebe que —sm( 1) ¢ £1((0,1),Bo1), A)- i Contradice
esto el ejercicio (55) inciso (v)?

57. Sea f : R — R Borel-medible tal que su restriccién a [a, b] cs Riemann-
integrable siempre que a < b € R. Suponga que hm R f |f(z)| dx <

| +00. Pruebe que f € £,(A) y que:

/fdA:R.Tf(x)dm

R

(ver el ejercicio (91) inciso (iii)).
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58. (La funcién Gamma I' : (0,00) — R).

[o.]
i) Sea a > 0. Pruebe que [e~*z%~!dr = I'(a) existe.
0

(Sugerencia: Examine por éepamdo la integral sobre (0,1) y
[1, 00))-

ii) Pruebe:

. _.z n a—1 —
nlgrgo/(l n) % dzr =T(a)

0

(Sugerencia: (1~ £)* < (1 - 55)"*si £ < 1).

iii) Pruebe:

x
/ e iy F()il ST
— &= 1o — sta> L
/ l—ec™ el

(Sugerencia: (&= =e T +e ¥ +...).

59. Pruebe el ejercicio (34) usando la completez de £1(X, S, u).

(Sugerencia: p(AAB)=/[ |xa—xsl du (A, B€S).Si [ |xa.—fldu—0
(n — +oc). pruche que f2 € Li(u) y que [|xa, = f* du — 0
también).

60. Sea (X,S,u) un espacio de medida. Si f € L, (1) N Lp,(1) con
1 < p1 <p2 < +0, entonces f € Lp, (1) para todo p € (py1,p2).

(Sugerencia: p = ap) + (1 ~ a)pp para cierta o € (0.1). Note que & y
L son exponentes conjugados).

I-a

61. (Generalizacidn de la desigualdad de Hélder).
Sea (X, S, i) un espacio de medida py,py,....p, € (1,+00) tales que

1
PR ™ v fi p,(ﬂ)( )

Pruebe que:

i) fifa-r Jn € Ly(u).

62.

63.

64.

65.
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ii) f |fifor-- fal dp < £ 1l | f2llpe- - - | fullpn-

iii) La igualdad ocurre en (ii) si y sélo si existe ¢ € LT (p) y cons-
tantes no negativas cy, ..., cn tales que |filP = cip (c.d rel. p).
(Sugerencia: Induccion matematica).

Sean (X,S,p) un espacio de medida finita y p € (0.+2oc) dados.
Pruebe que si r € (0,p) ¥ f € Lp(n), entonces f € C.(p)y Ifli-<
I lpi(X)* con s =+ = 1.

(Sugerencia: Aplique‘la desigualdad de Hélder |fi" v g = 1).

Sea X = (0.1), S =By; ¥ A= medida de Lebesgue. Pruche que
L,(A) & N £r(A) para todap >0 fija.

O<r<p

(Sugerencia: Si p = 1. considere fi(x) = lr si p # 1 modifique a fy).

Sean (X, S, 1) un espacio de medida finita y f € L\ {p}. dados. Prucbe
que:
[ flise="lim || fil,
p—x

(Si p(X) = 1 entonces por el ejercicio (62). el limite es creciente).

Sean X = (0, +c), y A = medida de Lebesgue en B+x) Seap €
(0, +0o0) fija.

i) Prucbe que existe f, : X — R continua con la siguiente propiedad
fr€ Ly(N) (g€ (0, +x)) ®q=p

(Sugerencia: Sip = 1. considere a la funcion fi(x) = mlog_rl)z
Examine los casos z € (0,1) y = € (1,+00) para concluir que
fi € L£y(p). Utilice la desigualdad p(l+logt) <t (t21.p€
(0,1)), para t = Lsig>1yze(0l)yparat=uz, sige (0,1)
y > 1. Para p # | modifique a fr).

ii) Prucbe que cxiste f : (0.a) — R (a > 0) continua tal que f ¢
L (1) para toda g € (U. ).

(Sug(‘l'('ll('iili f(_,") = (,l/ﬁr)'
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66. Sea (p: R b d R dada por

_[z? size(o1
m)_{ 0. siw¢(0,1;

k p
g

= {rl,rz .} una enumeracién. Sea f: R = [0,+00) dada por
Z 2T — ri). Pruebe

i) f € Li(A). (De hecho Jfdr=2 Z a, por lo que f(r) < +oo
(c.d. rel ).

ii) f¢ Ly(a,b)sia<hb.
(Sugerencia: Para (i) use el TCM y para (i) la densidad de Q eﬁ R).

67. Sea (X, S, 1) como en el ejercicio (65). Sea p € (0, +00) fija y pruebe

U Lo(w) € Lp(p)

p<y

Z()S;lgle)rencm: Considere f)(x) = m si p =1y modifique f; si

63. Hipdtesis y notacién como en el cjercicio (63). Pruebe que

Loo(p) € () Lp(w)

O<p<+00
. x P .
(Sugerencia: 21 37 < +00 para toda p € (0, +00)).
n=
69. Sea (X, S, 1) un espacio de medida finita con #(X) = 1. Definimos

log(0) = —oc y exp(—oc) = 0.

Sca f € Ly(u) y pruebe
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i) [log(|f]) du <log([|f}dp). La igualdad ocurre si y sélo si |f]
es constante (c.d. rel. p).
(Sugerencia: Verifique la desigualdad log(t) < t—1sit € [0, +00)
con la igualdad ¢ = 1. Sustituya ¢ con ﬁlfi"‘T e integre).

i) lim|| fllr= ezp ([ log(]f]) dp). Compare con el ejercicio (64).

(Sugerencna Pruebe que £=1 1 | log t(r | 0) paratodat € [0, +o0)
para obtener

i ~ (/ AT dye - 1) = [1og1s1d

Use el ejercicio (48) inciso (i) para concluir que

% ( [ =) 2 Siog [ 1 du= [rogistan

70. (Desigualdad de J.L.W.V. Jensen (1906)).

i) Sea I C R un intervalo con mas de un punto y  : I — R
una funcién convexa, es decir, p((1 — t)x + ty) < (l - t)o(r) +
to(y) para todo z,y € I y para todo t € (0, 1). Pruebe que para
todo xy € int(I) existe una recta a través del punto {ry, 2(zg)),
digamos con ecuacién: y = ax + b tal que az + b < () para
toda & € I. (Una recta con tal propiedad sc llama recta soporte
en el punto).

(Sugerencia: Pruebe que D~ (p)(xg) y D*(p)(zp) existen en todo
xy € int([), satisfacen D™ (p)(2g) < D*(p){xy) y tome cualquier
a € [D7(p)(x0). D*(9)(0)])-

ii) Sea (X,S.n) un espacio de medida con p(X) =1, ¢ : R - R

convexa y f € L£y(y), entonces

( / f du) / (f) du  (Desigualdad de Jensen)

En particular [ o(f) dp existe en (—o00, +ox].
(Sugerencia: Para cierta recta soporte adecuada y = axr + b se

ticne .
; ( /1 du) = [tar + v < [ oty am).
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71. Sea (X, S, 1) un espacio de medida y f € Ly(p) tal que u(Ey) < oo

72.

73.

74.

75.

donde
Ef={reX: f(x)#0}

entonces:

n—oo

im [ 111y = (i

. {Es cierto el resultado si no sc supone que p(E 1) < +00?

(La otra desigualdad de Holder)

. , N T R - .
Sea p € (0. l).) ¢ < 0 tal que pra=LSeafelim)yvgelin
tal que 0 < [ g% dpe < . entonces

(Jra)" (o)< s

(Sugerencia: Sea p; = % > 1 Sea h = (fg)’ v k = ¢g~P entonces

heLy(u)ykely(uw). Cong=1- i'lT Aplicar la desiguaidad de
Holder usual).

Sea (X.S.x) un espacio de medida v f € M(X.S). Sea

J = {1)21:/|f|”d,u< oc-}.

Sea ¢ : J —~ R dada por ¢(p) = [|f|” dj. Pruebe:

i) J es un intervalo (posiblemente vacio o con un solo punto) v que
¥ €8s continua.

ii) log(e) es convexa en el interior de J.
(Sugerencia: Use el jercicio (60)).

Pruebe directamente que el espacio normado (€pl-llp). 1< p < 4.
es completo,

Prucbe que:

i) 6, C N {, para todo p > 0 Gijo.
O<p<r

76.

77.

78.
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ii) [lzallr< [lznllp si(zn) €€ y 0<p<r < +o0.

Compare con el gjercicio (62).
(Sugerencia: Pruebe que basta considerar los casos 1 = p<ryp<
r = 1. Para establecerlos es itil la desigualdad (1+1¢)® > 1+¢° (¢t > 0)
si s 2 1, la cual se invierte si s € (0,1)). Compare con el ejercicio (62).
Pruebe que |J 4 C {w

p<20

. . P 00 _ 1
(Sugerencia: Considere la sucesién (a,)32., dada por a, = m).

Sea (X.S, u) un espacio de medida. f € Lp(p), 0 < p< 4o,y e >0
dadas. Pruebe que:

i) Existe g € Lp(p) N Lo tal que: ||f — gllp< e.
(Sugerencia: Sea (g,) una sucesiéon de truncamientos de f con
gn — f. Observe que |gn| < |fl ¥ |f —gn| < |fl para toda n € N).

i) Existe s € Lp(n) simple tal que ||f — sl|,< <.

(Reciproco de la desigualdad de Holder).

Sean (X, S, 1) un espacio de medida o-finita y g € M (X, S) tales que
gs € Ly(p) para toda s simple en L,(u), p € (1,+oc) fijo. Suponga
que existe A > 0 tal que | [ gs d;t| < A|ls||, para toda s. Pruebe que
9 € Lq(u) con 3 + 2 =1y que |jgfly< A.

(Sugerencia: Halle una sucesiéon de funciones simples (¢,) tal que
0 <ty Stusrs tn T g%y ;t({’t € X : ty(x) # O}) < +00 para
todo n. (Ver ejercicio (41).

Si s, = (tn)!/? sgn(g) entonces s, es simple, pertencce a Ly(p) y
tn < gs,. Use la hipdtesis y el teorema de la convergencia mondtona
aplicado a la desigualdad anterior).

79. Establezca el siguiente resultado de F. Riesz.

i) Sea p € [1,+00) fijay (fn) una sucesién de funciones de Lp(p)
tal que f, — f (c.d. rel. p) con f € £,(r). Entonces:

Ifn=flp—= 0 (n—o0) & [ fulb— I, (n— o)

(Sugerencia: El ejercicio (54) es til).
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ii) Pruebe que el inciso anterior es falso si p = +o00.
(Sugerencia: f,(z) = 2tan~!(nz) y f(z) = sgn(z)).
80. Defina: p; : P(R) » R (i =1,... ;6) como sigue:
~_JO siE=0 _JO  siE=@
"‘(E)'{l si E£0 ”"’(E)‘{+oo si E£@
( siEes 0 i’ E=o
0 acotado ]y si F es acotado
p3(E) =1 si E 1o pi(E)=¢ (E#2)
L. si E no es
| es acotado +00
{ acotado
[ si E es finito ( si E es
0 nuerable 0 numerable
p5(E)=T 1 si F noes po(E)=] + si £ no es
| numerable L > humerable

i) {Cudl de las funciones p; es medida exterior y cuél es o-finita?

ii) Si p;i es medida exterior, identifique a A”. (Ver [Hi]).

81. Sea u: A — R una casi medida y p* : P(X) — R la medida exterior
generada. Pruche:

i) Para todo E € A" con p*(E) < +oc y para todo £ > 0, existe
A= Ae) € Atal que p*(EAA) < e.

ii) Inversamente, si E C X es tal que para todo ¢ > 0. existe A =
A(e) € Acon u*(EAA) < ¢, entonces E € A*.

82. Sea p: A — R una casi medida y i : A* — R la medida generada.
Sca E € A" entonces fi(E) = 0 si y s6lo si existe (An)nz, C A tal que
EcClimyewA, y Y oo #(An) < 0.

(Sugerencia: La parte facil del lema de Borel-Cantelli (32) es titil).

83. Sea N C [0, +x¢) tal que A*(N) = 0. Defina VN = {(/T:re N}
N={s*: €N}y N+N={x+y:r,y€ N} Prucbe:
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i) A(VN)=0y A(N?) =0.
(Sugerencia: Suponga primero que N C [0, A] para alguna A > 0.
Ver la propiedad (V) de N.N. Luzin en [N] Vol. I, pagina 248).

ii) C 4+ C = [0,2] donde C es el conjunto clasico de Cantor, por lo
que el inciso anterior no se cumple con la “suma”.

84. (Brunn-Minkowski). Sean E.F' C R no vacios, E + F denota el con-
junto
{r+y:x€k, vy€ F}.

Pruche que:
MN(E+F)>XN(E)+ X(F).

(Sugerencia: Basta suponer que 0 < M(E). AM{F) < oc. Considere
primero ¢l caso en el que E v F son uniones finitas de intervalos
acotados. Ver [Fe| pp. 277-278).

85. Sea X = R. S = la g-dlgebra de Lebesgue y = la medida de Lebesgue
sobre S. Pruebe que ¢l espacio métrico asociado (F. d) (ver ¢l ejercicio
(34)) es separable.

(Sugerencia: Use el anterior inciso (i)).

86. (Cubiertas y nicleos medibles).

Hipétesis y notacion como en el ejercicio (81).

a) Prucbe:
i) Para todo B C X con p*(B) < +oc. existe C € S{A) tal
que:
a) BcC
b) Si D ¢ C - B con D € S(A) entonces 7i(D) =0 (C se
llama una cubierta medible para B} y ademés B(C) =
Jo(B).
ii) Para todo B C X con p*(B) < +x. existe E € S(A) tal
que

a) ECB
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b) SiFCB-Econ Fe S(A) entonces B(F) = 0 (E se
llama un nicleo medible para B).
(Sugerencia: Si C es una cubierta medible para By ¢’
‘ una cubierta medible para C — B, tome E = C — ¢ )-
iii) Prucbe que si C y C' son cubiertas medibles de B, entonces
E(CAC) = 0. (Andlogamente con niicleos medibles).

. b) Suponga que p es o-finita y pruebe los incisos anteriores si

#*(B) = +o0.
87. Hipétesis y notacién como en el ejercicio (81). Para B C X defina:

ne(B)=sup{fi(F): FC B,F e S(A)}
Pruebe:

i) p.(B) = fi(E) para todo E niicleo medible para B (compare con
¢l anterior. inciso (i)).

ii) Si u*(B) < +o0, entonces B € A* p*(B) =

«(B). (1. se
lana la me_d_iM) i (B) (1. se

83. Sean. #: A~ R una casi medida o-finita, Y pte : P(X) > R las
medidas exterior e interior generadas por gy (

B,)%° una sucesién de
subconjuntos de X. Pruebe: l

i) SiBy C ByC..., entonces

n (G Bn) = lim u*(By).

Bt} nloc

i) SiBiD>By>... y #*(B) < 400 para alguna m, entonces

oo
” ( ﬂ Bn) = rllllrotl t+(By).

n=1

iii) Si By N By, = é(n # m), entonces

x o
© o, (U B,,) > Zu.(B,,) (o-sobre-aditividad).

n=1 n=1

(Sugerencia: Use cubicrtas ¥ nicleos medibles).
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89. Hipdtesis y notacidn como cn el ejercicio (81). Sea A € A* con f1(A) <
+00 y sea B C A. Pruebe

Be A" & u(A) =p"(B)+u"(A- B).
(Sugerencia: Use el ejercicio (87) inciso (ii)).

90. Pruebe que si u es o-finita, entonces la complecién de S(.A) con res-
pecto a j¢*| g4 coincide con A* (ver el ejercicio (36)).

91. Suponga que yt : A — R es o-finita. Prucbe

i) f: X — Roes A-medible si y solo si f = g (c.d. rel. pt) con
g: X — R alguna funcién S(A)-medible.'6
(Sugerencia: Para cada r € Qsea E, = {x € X : f(x) > r}. Por
el ¢jercicio anterior E,. = A, U M, con A, € S(A). M, C N, €
S(A) y u(N;) =0. ,
Sea N = |J N, y defina g(x) = f(r)sir ¢ N v g(z) = 0si

reQ
r€N.
Inversamente, si N = {z € X : f(z) # g(z)} entonces para todo
a€eR

freX:fle)>a}=({reX:glr) >a}U{zeN: f(z>a)})
—{zeN: flx) La}).

ii) St f:a,b] — R es Riemann-integrable entonces f es Lebesgue-
medible y

b
R / fdt= / fdx  (ver el cjercicio (55)).

1 {a,b]

iii), Pruebe ¢l cjercicio (57), pero sin suponer que f es Borel-medible.

YEn particnlar una funcion es Lebesgne-medible si v solo si es igual casi donde quicra
a una funcién Borel-medible.
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92. Hipétesis y notacién como en el ejercicio (34). Pruebe que (F, d) es

93.

94,

95.

conexo.
(Sugerencia: Para cada [A] € F fija, defina ~ : [0, +00) — F como
sigue: :

¥(s) =[AN(-s,5)]
Pruebe que 7 es continua, v(0) = [0] y d(+(s), [4]) = 0 (s — +0).

_Use la conexidad de [0, +0c). Pruebe que de hecho (F, d) es conectable
por trayectorias).

Ffruebe que (F.d) podria no ser compacto aiin si u(X) < +x. (ver el
ejercicio (34)).
(Sugerencia: Sca X=101,5= Bjo.1) ¥ # = medida de Lebesgue.

Considere

2=t
AT k-1 2k
U] e

y prucbe que d([A,].[4,.)) = Ln # m). Mds generalmente. pruche
que puede no ser’ localmente compacto).

Sea T : R — R la transformacién afin T (z) =az+Bcona,BeR
a # 0. Observe que si Ti(x) = 2 + 3. To(r) = ~r y T3(x) = la]r,
entonces T=TioT3sia>06T = TioThoTysia < 0. Pruche:
1) Ti(Br) =Br i = 1,2,3. En general, si h : R — R es un homeo-
morfismo entonces h(Bg) = By.

ii) Para toda E C R : MT(E) = M(E)i=12y A(T3(E)) =
a]*(B). ’

iil) T,(Ag) = Ap i=1,2,3.17
iv) Para toda E € A} : N(T(E)) = [a|M(E).

Hipétesis y notacién como en ol cjercicio anterior. Pruche que si
* 3 %
Eec Ay y f € Li(}), entonces

foTeL,(h), vy /fonX:ia-!'l / f dA.
F (F)

1T roor :
Existen homeomorfismos tales ane h{AL) # A5 (ver ol ejercicio (103))

96.

97.

98.

99.
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Sea (X,S,p) un espacio de medida y g : X — R una funcién
S-medible. Sca v : Bg — R dada por v(B) = u(g~!(B)) para toda

B € Bg. Prucbe que v es unamedida y que [ fdv= [ (fog)dp
B 971(B)
para toda f : R — R que sea Borel medible y pertenezca a £,(v).

(Sugerencia: Empiece con f que seca Bg-simple y aproxime).

(Teorema de H. Steinhaus).

Sean A, B € Ag dados con MA) < +oc.y M(B) < 400. Defina A4 g :
R — R como sigue:

Xas(r) =XAN(B + 1))

en donde B +x = {b+ 2 : b € B}. Pruche que X4 ¢s continua y
concluya gue si A(4) > 0 entonces existe § > 0 tal que A(AN(A+r)) >
Osifr|]<dyque AvA={e-d:ad € A} conticne al intervalo
abierto (-4, 8).

(Sugerencia: Empiece con A y B igual a intervalos, luego con A y B
igual a union finita disjunta de intervalos y por aproximacion (ver el
ejercicio (81)) trate el caso general).

Suponga que existe f : R — R que sea aditiva (i.e. f(z+y) = f(x)+
f(y) para toda r,y € R) y Lebesgue medible, entonces f(x) = f(1)r
paratoda z € R

(Sugerencia: Pruebe que basta probar que f es acotada en una ve-
cindad de zy = 0. Halle A/ > 0 de tal modo que X(Ay;) > 0 donde
Ay = {r € R : |f(x)] € M} y aplique ¢l teorema de Steinhaus
ejercicio (97) a Ay © Apr). (Ver [St]).

Denote por = .z;z; ... la expansion decimal (sin cola dc nueves) de
z € [0,1). Sean

A ={z€l0,1):z;#7paratodaie N} y

Ay ={z €[0,1): siz; =3 entonces cxiste i < j tal que z; = 2}.
Prucbe que A v Ay pertenceen a By ) y halle XAy (i = 1.2)

(Solucion: A(A;) = 0, MAy) = %)
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100. Sea E € Ag. Suponga que A(EA(E +z)) =0 para todo z en algin
subconjunto denso de R. Pruebe que A(E) =06 A(R - E) = 0.

(Sugerencia: El ejercicio 97 es itil).

101. i) Para toda « € (0,1) construya un boreliano C, C [0, 1] que sca
a) Denso en ninguna parte.
b) Perfecto.
) MCo) =

(Sugerencia: Imite la construccion del conjunto ternario de

Cantor, pero omitiendo subintervalos abiertos imds pequeiios).

ii) Prucbe que [U,'l] contiene un subconjunto P de primera categoria
tal que P € Ag y A([0,1] = P) = 0 (i.c. P ¢s la unién numerable
de conjuntos densos en ninguna parte).

iii) Generalice el inciso anterior como sigue: paratoda E € Ag. existe
P C E, P € Ay de primera categoria tal que A(E - P) =

iv) Concluya que todo E € A; puede escribirse como: E = PU N
con Py N en Ag, ajenos entre si y tales que P es de primera
categoria y A(N) =

102. 1) Si V C [0.1] es un conjunto no-medible de Vitali y F C V.
F € Ag entonces A(F) =
(Sugerencia' Si F;=F+r.reQn[-1.1] entonces F C JF;
T
(disjuntos); o blcn pruebe que VAV no puede contener intervalos

y use el ejercicio (97)).

ii) Si A*(E) > 0. entonces existe M C E con M ¢ Ag (Teo. de H.
Rademacher. 1916).
(Sugerencia: Si E C (0,1) considere M; = (V+n)NE r; €
QN[-1,1].SiE ¢ (0,1), existe n € N tal que A*(EN(-n,n)) > 0.
Halle una transformacién afin que lleve (-n,n) en (0, 1), use el
ejercicio (94) y el caso anterior).

103. En 1908 F. Bernstein construyé un subconjunto B € R con las si-
guientes propiedades: si C C R es cerrado v no-numerable. entonces:
CNB#¢yC - B#¢. Pruche:
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i) B¢ Ag.
(Sugerencia: Si B € Ag, entonces A(B) =sup{X(C):CC B, C
cerrado}).

ii) Pruebe el inciso (ii) del ejercicio anterior usando a B. (Ver [O]
teoremas 5.3 y 5.4).

104. La funcién “escalera” de Cantor. (También conocida como la funcién
singular de Lebesgue).
Para cada z € [0,1], sea O.ajcxz... su expansion ternaria (ie. r =
Z Srcong; =0,162). Sea N = N(z) € N ¢l primer indice para el
=1

que an = 1. (Si no hay tal N, sea N = +oc). Defina ¥ : [0,1] — [0, 1]
la llamada escalera de Cantor como sigue:

S 3, 1 on 3, = &
— + — (‘ 1 —
Z 7w 2

Sea C el conjunto ternario de Cantor. Pruebe que:

i) W esta bien definida (i.e. ¥(z) no depende de las posibles expan-
siones de x) y que ¥ es no decreciente.

1
ii) ¥ es continua, ¥'(t) = 0 paratoda t ¢ C'y [ W(t)dt = .
0

iii) A : (0,1} > [0,1] definida por h{z) = 4(x + ¥(z)) es un homeo-
morfismo.
iv) A(0.1])) -C)=4% = Mh(C)).

_ (Sugerencia: Prucbe que ¥([0,1} ~ C) es un conjunto numerable,
con cada uno de los valores tomados en cada intervalo abierto del
complemento de C. Note también que A(C) y h([0,1]-C) € By
y $0n ajenos).

(Observacién: h(C) es denso en ninguna parte y de medida posi-
tiva).

105. Pruebe:'®

8pyede probarse que #(Bz) = 2™ v #(A3) = 2",
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106.

107.

108.

EJERCICIOS

i) Existen homeomorfismos tales que h(.A[0 1]) # -A[o I

(Sugerencia: Sea h como en el ejercicio anterior. Halle por el
ejercicio (102) inciso (ii) un subcon]unto no-medible M contenido

en h(C)).
it) Bpoy) & Ap y-
(Sugerencia: Considere h~!(M), con h y M los sugeridos en (i)).
(Desigualdad de P. Tchebyshev).

Sean (X.S,p) un espacio de medida y ¢ : [0, +oc) — [0, +0oc) una
funcién no-decreciente y mayor que cero en (0,+oc). Si f € M(X.S)
es tal que ¢ o |f| € £i(n) entonces para toda a > 0

Hllr € X: /(o) 2 0)) € 2o [eolnan

Sea (X, S,u) un espacio de medida finita. Para cada f € M(X,S)

defina T
r(f) =/ 1] dye.

Pruche:

i) r(f) < +oc y d(f.9) = r(f — g) define una semi-métrica en
M(X,S).
i) d(fu, f) =0 (n— +o<)siy solosi f, = f (n — +oc).
n

(Sugerencia: ¢(t) =
anterior).

157 satisface las condiciones del ejercicio

iii) Si (fn) es una sucesién d-Cauchy en Af(X.S), cntonces existe

J € M(X,S) tal que d(fn, f) = 0 (n — +oc).

Pruebe que el lema de Fatou contintda siendo vdlido si “convergencia

c.d.” se reemplaza por “convergencia en medida”, en el siguiente sen-

tido: Si (f,) es una sucesion de funciones en M*(X,S8) v f, — f,
n

entonces:
/fd/l, _1_ /f,, dp

Enuncie el andlogo al teorema de convergencia dominada y pruébelo.
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109. Sea (X, S, 1) un espacio de medida. Pruebe: f;, — f c.u. (casi unifor-

memente) si y sélo si para todo £ > 0 fija, p(Bg(€)) — 0 (n — +00)
con
Bu(e) = |J {z € X : fa(z) -
k2n
i) Sea X = (0,7, S =Bpnqyn=
fa(z) = %;:'%”()T Dada ¢ > 0. Halle explicitamente un conjunto
de Egorov E, con u(E;) < ¢ tal que (f,,) converge uniformemente
en X - F..
ii) Muestre con ejemplos que la conclusion del teorema de Egorov
puede fallar si p(X) = +00.

f(z)| 2 €}

la medida de Lebesgue. Defina

111. Pruebe el teorema de N.N. Luzin (1913).

i) f:R — R cs Lebesgue medible si y solo si para cada £ > () existe
E = E(¢) abierto con A(E) < ey tal que flg—p:R-E = Ros
continua.

(Sugerencia: Sea {U;}32, una base numerable para la topologia
de R y ¢ > 0 dada. Como f~'(U;) € Ay, existen un cerrado F; y
un abierto G; tales que

FCF'U)CG vy XGi-F)< ;f:

(i€ N)

o0 -
Sea E = |J(G: - F;). Inversamente sea E; abierto con A(E;) < %

=1

o
N E; entonces

i=1

U) para toda U C R abierto).

(# € N) y con f; = f|r-E,, continua. Si E =

NE) =0y f )y -E= U £
i=1

ii) f:R — R es Lebesgue-medible si y sélo si para todo € > 0 existe
ge : R — R continua, tal que

A({z eR: f(z) # ge(z)}) < ¢
(Sugerencia: Use el inciso anterior y el teorema de extension de H.
Tietze (Ver [H-S]). Inversamente. sean E ,,—{‘relR' f(@)#g.1 (.1.")}
v E = lim E,. Pruche que f = lnu g on R-E). )

n—x
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112. Pruebe el teorema de M. Fréchet; f : R — R es Lebesgue-medible

113.

114.

116.

117.

si y s6lo si existe una sucesion de funciones continuas (f,);° tal que

fo— [ (cd.rel. X) (fo :R—R).
(Sugerencia: Ver el anterior).

i) Prucbe que f :[0,1] — R dada por
siz=0

f(:t)——-{(l) siz#0

es Borel-medible. pero no existe una funcién continua g:[0. 1] —R
tal que f = g (c.d. rel. ).

ii) Halle f: {0, l]. — R Borel-medible y acotada tal que ||f —gll;> 0
para toda g : [0.1} = R continua.

Scan f € Ly(R, Ag,A).p€{l,+x), y ¢ > 0 dadas:
i) Pruebe que existe A = A(g) > 0y ¢ : R — R continua con
g(r) = 0 para todo .« & [-A. A} tal que {i f = glip< <.

ii) Pruebe que existe g escalonada (o lineal por tramos o bien dife-
renciable) tal que ||f — glip< €.

5. Sea fe: By — R una medida multiplicativa i.c.

Josow=([s00) (fou)

para todas f,g: [0.1] — R continuas. Identifique a s.

Sean f € Lp(R, A%, X) v p € {i.+0c) fijas. Defina f(.r) = f{t+x) para

todo ¢ € R. Pruebe que f € £,(X) y que lim||f; = fllp= 0. Més aiin,

prucbe que la funcién R — £,(A) dada por ¢ — f; es uniformemente
continua.

(Sugerencia: Empiece suponiendo que f es continua e igual a cero en
R~ [~ A, 4] (A > 0). Use el ejercicio (114) inciso (i)).

Pruebe el lema de Riemann-Lebesgue: Si f € E.(R,A},X}. entonces:

. A cos(nx) | 5
nlll-lalc/f("’){ sen(nk) }‘I/\ =0
R

118.

119.
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El mismo resultado se tiene si n — 0o, conn € R—N.

(Sugerencia: Empiece suponiendo que f es escalonada e igual a cero
en R — [-A4, A] (4 > 0)). Use el ejercicio (114).

Sea X = (0,+c), § = Afg o) ¥ 1 = X Para f € Ly(X,Su)

(p € (1,+00)), defina F : X — R poniendo: F(z) = %(of)f dX.
T

Pruebe la desigualdad de G. G. Hardy:

I1F1< ~E5 1l

La desigualdad ocurre si y sélo si f =0 (c.d. rel. X).
(Sugerencia: Suponga que f es continua. f>0y flz)=0siz> A
(A > 0). Integrando por partes obtenga:

xX ~
/. FP(z) dz = -—p/F”"l(x)a:F'(a:) dr < +0oc

0
Observe que 2F’ = f — F; sustituya en la integral y aplique la des-
igualdad de Holder a F p-1 y f. Concluya el caso general con ayuda
del ejercicio (114) inciso (i)).

Una familia de funciones {fi}ies en Li(u) sc llama uniformemente
integrable si

lim sup ] [fil dpe=0
=X jef

{Ifi|2¢}
Pruebe:

i) Si I es finito o si existe g € L£,(p) tal que | fi] < g paratodai€ I,
centonces {f;}ies es uniformemente integrable.
ii) Si (fa) es una sucesién de elementos en L,(p) (p € 1,+) fija)

tal que f — f, entonces {|fn|P}, ¢y €s uniformemente integrable.
C’)

(Sugerencia: Para toda E € S se tiene

/If,,l”dp <2 /lf,, — fPdp + 2”/|f|”(l/f
E E E
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y pruebe que dadas g € £,(u) y € > 0 existe 6(¢) > 0 tal que si
p#(E) < 6 entonces [ |giPdp < €).
E

iti) Dé un ejemplo de una sucesién de funciones en £;(y) que no
esté dominada en valor absoluto por una funcién en L} (), pero
que sea uniformemente integrable.

(Sugerencia: Sean X = [0,1], § = Bjo,1), # = medida de Lebesgue
oG
Y Ja = s X0/ 2 2. Note que 3

aTogn — +oc).
n=2
120. Prucbe el siguiente resultado de G. Vitali:

Sean (X, S. i) un espacio de medida finita y p € [1, +00) fijos. Si (f,)
os una sucesion de funciones en £,(y) tal que f,, — f con f € L,(;1)
I

y {Iful"}nen es uniformemente integrable entonces ||f, — fll,— 0.
n— +x.

(Sugerencia: Pruebe que (g = |fn — fIP)nen es uniformemente inte-
grable. Por ¢l teorema de Riesz-Weyl existe una subsucesion (f,,) tal
que fu, — f (cd. rel. p) y en medida).

121. Sean (X, S) un espacio de medida y p : § — R una medida con signo.
Pruebe:

i) Para todo E € §:
pt(E) =sup{p(F): F C

p (E)=—inf{p(F): FC E,F € S}.
Ademis ~p~(E) < p(E) < p*(E). Concluya que [p(E)| < |pl(E).

ii) Si v ¢s otra medida con signo y no toma un valor extendido
diferente al de p, entonces:

E,FeS} y

lv+p| < ||+ |p|

122. Sea p una medida con signo o-finita sobre (X, S). Pruebe:"”

"En (i) se ha definido ff dp como [ fdpt - [ fdp~.
solosi fEL(pt)y f€E C.(p ).

Observe que f € Li(|p)) sty

123.

124.

125.

126.

! 127.
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i) |pl(E)= max{ p(F;): {F:}$° particién numerable de E, FiES}

Mv)s

= sup

i) [0l(E [Fdp:fe Ll I < 1} para toda E € §
E

fijo. Si ]p|( ) < +oc, entonces en (ii) sup puede reemplazarse
por max.

/—N\

Sean p y v medidas con signo sobre (X.S). Plucbe que |v] L {pl
si y solo si para toda € > 0O existe F =F. € Scon|v|[(F) <ey
(X = F) <e.

Scan jt; ¥ itz dos medidas sobre (X.S). alguna de cllas finitas, y sca
p = 1y — jt2. Prucbe:

pt=m Yy pT=me il

Sea(X.S) un espacio medible fijo. Denotaremos por M(S) el conjunto
de medidas con signo finitas en (X.S). Pruebe que M(8) ¢s un espacio
de Banach sobre R, con las operaciones: (g1 + i 2)(E) = 1 (E)+p2(E),
(ap)(E) = au(E), E € S,y con la norma flpeil= iu](X).

Sca (X, S, ) un espacio de medida. Para f; € Li(p) (@ = 1,2) fijas,
defina dos medidas con signo finitas como sigue:

p(.):/f,‘d;t i=12

(o)
Pruebe:
p(lr € X« file) =0}A{z e X fa(z)=0}) = entonces p; = p2-
(Sugerencia: Observe que lpil(s) = [ 1fil dje ¥ prucbe la afirmacion

(o}
para |pi| (i =1,2)).

Hipotesis y notacién como en el amerlox Si p; = p2 halle explicita-
mente la derivada de Radon-Nikodiia ,‘ ;Serd cierto que

p{z 2 X filr) =0}O{r € X : folr) # 0}) = 0. entonces py L pa?
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128. Sean u,v medidas con signo o-finitas sobre (X, S) tales que: v = p.

130.

Pruebe:
i) u({zex:g—;(z)=o}) =0.
i) Si fe L)y p(Ey = [f dv (E € S), entonces p < pt y
E

I ,
&= fg‘; (c.d. rel. p).

. Sean (X, S, ) un espacio de medida finita y f € £,(u) dados. Sea

p: S — R definida por

pE)= [fde  (E€S)

E

Halle la descomposicion de Lebesgue e = po+pey de gt con respecto a p,
con iy L py iy < p. Deseriba a ’-?,—;,i en términos de f. ; Qué condicion
debe satisfacer f para que p = u?

Sea g : Bp — R una medida finita. Defina ¢ : R — R poniendo

g(x) = p{(-o0,z]) (x € R). Pruebe que es no-decreciente, continua

por la derecha, p((a.b]) = g(b) — g(a) y u(R) = lirm g(z) (g se llama
£

la distribucion de j). Inversamente, sea ¢ : R — R no-decreciente.
continua por la derecha.

Sea A € P(R) el dlgebra del ejercicio (7), defina A, : A — R exten-
diendo aditivamente los siguientes valores:

Ay((2,8]) = g(b) = glaj), Ag((=20,b] = g(b) - lim g(x)

-2

Ag((e, +oc)) = lim g(x) —g(a), Ag((~00, +00))=lim g(z)~ lim g(x)

Pruebe que existe una 1inica medida Xy dcfinida en una o-dlgebra
completa A} que conticne a Bg. (A, : Bg — R sc llama medida de
Lebesgue-Stieltjes generada por g).

(Sugerencia: Use ¢l teorema de extension de Hahn-Carathéodory. La
continuidad por la derecha de g es indispensable para probar que A, es
una casi medida. Para adaptar la prueba del teorema 7.14, dada z > 0
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elija 6, > 0 de tal modo que g(bn + 8n) — g(bs) < 3= (posible pues
g(b%) = g(bn)) y considere la cubierta abierta G = {I,} de [a + ¢€,}]
donde I, = (@n,bn + 0n) para cada n y luego use que g(a*) = g(a)).
(Observacién: Xy es o-finita y Xy es finita si y sélo si g es acotada.
Ademas A, ({x}) =0 si y slo si g es continua en ).

131. Sea Ay : Bx — R la medida de Lebesgue-Stieltjes generada por g
(como en el ejercicio anterior). Pruebe:20

i) A; < A (medida de Lebesgue) si y solo si para todaa < b €R
y> para todo £ > 0 existe § = d(c,a.b) > 0 tal que si {(ai,bi) }ien
denota cualquicr coleccion numerable disjunta se subintervalos

abiertos contenidos en [a.b] tal que Y. (bi — a;) < & entonces:
1EN

3 (gtbi) - gla)) <.

ielN

i) §i %, < X, entonces: g’ = &t (cd. rel. ).
(Sugerencia: Si g es no-decreciente, entonces g existe (c.d. rel.
X) y os integrable cn cualquier intervalo [a.b] (Tec?rcma de Le-
besgue). Recuerde la siguiente propiedad de las integrales de
Riemann-Stieltjes:

b b

/. fdg= /fy' df, paratoda f:[a,b] = R continua.)
[ a
132. Sea ¥ : [0, 1] — [0.1] la funcidn escalera de Cantor (cjercicio (104)).
1 1
i) Pruebe que ¥ (3z) = 1¥(z) vy V(3+iz) = 5+ 3%

(x € [0.1)).

ii) Extienda ¥ a todo R poniendo ¥(r) =0siz <0y ‘P(m) = 1
si > 1y prucbe que si Ay es la medida de Lebesgue-Sticltjes

generada por ¥ entonces

. : a1 alye . . oy (Y
g R — R que satisface la propiedad anterior se ama absolutamente contimi (6.

Vitali, 1905).
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_ . X
a) [ e diy =e"2 [] cosh () (coseno hiperbélico).

{0.1) k=1
— x —
b) [ sen(nz) dhy = [] cos () y [ cos(nz) dhy =0.
[0.1) k=1 © 7 [0.1]

(Sugerencia: Denote por p(a) a la integral en (a). Observe que

((:2)-

. . 1 .
por lo que basta considerar a la itegral sobre [0. i“ v [=; I] voase
el inciso (i) para obtener p(a) = / Seosh(a [3)p(a/3). Procediendo de
manera inductiva obtenga

k
pla) = ¢ Tl I]ZII(().h )0 a7

Justifique ¢l hecho de que pla) — 1 si ¢ — 0. (ii) Se sigue de (i) si
consideran valores particularcs para a € C)

Pruebe que Bgnim = Bgn @ Bgm.

i) Sea (X, d) un espacio métrico scparable. Pruche que: D = {(r.r):
€ X} la diagonal de X x X. pertencce a By x By.

if) Sea X no numerable v § = {AC X:46X -4 csfinito o
numerable}. Pruebe que D ¢ S S.
(Sugerencia: Si D € §& S. entouces D € S(Ep). para alguna
subfatiilia munerable 8, ¢ S § (ver el ejereicio (120, Por
definicién de S.Ey puede tomarse ignal a {(rp.1,) im0 e N}
para algin conjunto munerable {r,} ¢ X. Obtenga de esto una
contradiccién).

. Enuncie y prucbe los resultados andlogos a los ejercicios (94) y (95)

para transformaciones afines T : R* — R,

(Sugerencia: Sea T(F) = AF +b, si det(A) # 0, entonces A correspon-
de a una matriz que puede ser levada a la matriz identidad mediante
una composicion de transformaciones elementales aplicadas a sus ren-
glones. Examine el efecto de éstas sobre celdas n-dimensionales ).

B
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136. Enuncie y pruebe los resultados andlogos a los incisos del ejercicio
(100) para subconjuntos de R™ (n > 1).

137. Imitando la construccion de G. Vitali, obtenga un subconjunto no
medible contenido en [0.1] x --- x [0.1] (n factorcs).

138. Sea (X, S, ) un espacio de medida y v : P(N) — R la medida de

conteo. Pruebe:
i) E€S®P(N)& E" €S, para todan € N.
C
i) pew(E)= Y n(E") (E €S2 P(N)).

n=]
i) f: X xN—=Res S P(N)-medible si y sélo si f* es S-medible
para todo 1 € N. (f* denota la n-seecion de f).

a;
iv) fELi(poov)e Y, { |f"dpe < +oc. en cuyo caso:

n=1
o o
[ rawsn =% [1ma=[3
XeN n=1 n=1
Enuncic cada uno de los incisos anteriores para el caso en el que
X=NS=PN)yp=v.
139. Sea E C [0,1] x [0,1] medible. Supdéngase que: X(EY) > 5 para toda
y €[0.1). Sea F = {z €[0.1] : X(E,) > 1}. Pruche:
i) Fe Al*().l]'
i) MF) > 3.
140. Sea AC[0, oc) Lebesgue medible y sea

Ca={(r.y) eR?: Vr2+y2 c A}

i) Pruebe que C4 es Lebesgue medible también. .
(Sugerencia: F : R — R dada por F(r.y) = /x* + y? es conti-
nua por lo que si A es abierto en R, entonces Cq = F71(A) es
abierto en R2, o .
Use el ejercicio (19) v pruche también gue (A 2 A)(Cy) = 0 s

A(N) = 0).
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ii) Pruebe que X (Ca) = 2r [ £ dA(2)
A

(Sugerencia: Empiece con A igual a una unién finita y disjunta
de intervalos).

iii) Generalice i) a otras funciones F : R x R - R.

141. Sean (X, S, 1) un espacio de medida o-finitoy f € M*(X,S) dados.
Defina

O.(f)={(z,t) e X xR:0 <t < f(z)}
el conjunto ordenado inferior de f. Pruebe:
i) 0.(f) es S ® Bg-medible.

i) [fdu=p2XMO.(f)). (Por lo tanto la integral es el “drca bajo
la curva®).

iii) y(f) = {(z.,t) : t = f(z)} es S ® Bg-medible y ;1 ® v((f)) = 0.

(Sugerencia: En (i) y (ii) empiece con una funcién S-simple y aproxi-
me. Para (iil) considere {(z,t): 0 <t < f(x)}).

142. Sean (X, S, 1) un espacio de medida o-finito, ¢y, @9 : X — R funciones
S-medibles y acotadas con ) (z) < @a(x) para toda x € X y

E={(x.t) e X xR: ¢)(r) < po(x)}.
Pruebe:

l) E e S®Bp.

(Sugerencia: Aproxime ) y @, con funciones S-simples, acotadas
sy s con: 5 < 9y <y <8).

ii) Si F: E~Rcs S®Bg-medible y F € £,(¢2 ® X), entonces
/F(;L',t) dp®X) = / /F(;r,t) dAdp
E [p1(e)p2(r)] R

(Sugerencia: Considere las z-secciones de x ).

iii) Sea ¢ € (0,1) fijo. Defina F° : R? — R como sigue:

(‘—:’,i)c §i0<y<r0<z<l
Floy) = IOJ si no

Pruebe que F € Li(A&X) v halle [ F(x.y) )y d(X @ N).
(Sugcrenma Una de las integrales iteradas es mds sencilla. Solu-
cion 2“_‘:))

143. Para toda E C R defina ~(E) = {(z.y) € R?:x —y € E}. Pruebe:

i) Si E € Bz entonces Y(E) € Bza.
(Sugerencia: Note que D : R? — R dada por D(r.y) = x>
una funcion continua).

ii) Si A(E) = 0. entonces 5(E) € Ag .

(Sugerencia: Pruebe ¢que (N2 A)(=(E)) =0).

i) Si f: R —Res Az-medible. enfonces Fiz.y) = f(r—y)es
Az.-medible.
(Sugerencia: Use el ejercicio (01) inciso (i) y los incisos anter io-
res).

iv) Si A, B € A son tales que AMA) < +xy A(B) < 400, entonces

+00

/ MAN(B +x))dr = MAA(B)  (Ver el ejercicio (97)).
-
v) Sif.g: RsonAq-uwdlbl( 50 integr zl)les entonces la funcion

f*g: ]R — R definida mediante la fér mala:?!

(f* gz /fI—J y) di(y) (zE€R)

os Ag-medible. es finita (c.d. rel. Ny [(frgdr=([ fdX\)

(J'g dA).
Ademds || f* glhi < Wil

21 funcion f * g se Hama cenvolneion de f con g
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144. Compruebe las siguientes propiedades de la convolucién:

i) frg=g=*{.
ii) fx(gxh)=(f+g)*h
iii) f+(g+h)=(f*9)+(f*h)

iv) fn?fygn L_’g(n"'+°°) entonces fn*gnc_'f*g
1 1 1

(Sugerencia: En (i), (ii) y (iii) use el teorema de Fubini).
145. Enuncie y prucbe los resultados andlogos a los dos ¢jercicios anteriores
para convoluciones de sucesiones dobles de mimeros reales.

(Sugerencia: En este caso s considera (Z, P(Z) contco) cn lugm de

(R. Ax. N yparax,y:Z —Rsedefinerxy(n) = Y Tpeintim)-
meZ

146. (El teorema de la convolucién de W.H. Young).

Sean p,q € [1,00) tales que %+ % > 1ysear € [l,+oc) tal que

P_1,1_ .
= p+ p 1. Pruebe:

r

i) Si f € Ly(\)y g€ LyR) entonces
(/ *9)(z) = / [®)atz — t) dX(t) € L(N).

D) = gll-< [l filpllglly-
(Sugerencia: Si f,g > 0y p,q y r son finitos, escriba

(f*9)x /ft)f'/' ()"~ g(e - £ dX(e)

y usc la desigualdad de Holder para tres funciones con exponentes
r,;1 y p2donde: 1/py = 1/p—1/ry1/ps = 1/p—1/r. Ver ejercicio
(61)).

147. Sca M (Bz) como cn el ejercicio (125). Para cada B € By definimos

B={(zy) cR*:z+yec B}

209

Sean p,v € M(Bg) definimos su convolucién p * v : Bg — R como
sigue: _
(k*v)(B) = p®v(B).

Prucbe:

i) wrve MBr)y lu*vI< llulliv].
i) s * v es la Gnica medida de p € M(Bg) que satisfacc:

/ fdp= / f flx +y) du(z)du(y)

para toda f: R — R continua y tal que o lun fxy=0.

T
(Sugerencia: Ver el ejercicio (114)).
iii) La convolucion * es commutativa, asociativa y distribuye la stuna.

(Sugerencia: Use el inciso anterior).
148. Hipétesis y notacién como en el inciso anterior. Prucbe:
i) No existe § € M(Bg) tal que 1+ 0 = p para toda p € M (BR).
i) Si yt < X entonces jrxv K Ay S22 d(""') ('u) * (%)

(Sugerencia: Para el primer inciso note que para toda B € Bg
(1 0)(B) = [ 1B = ()

Use Fubini para el segundo).

149. Sean puj, 2, v, v medidas o-finitas definidas en un espacio medible
(X,S).

i) Sivy < py y vo K g, entonces vy @2 K p @ p2 y

d(v; ® vo) . _dy o dvy

—(T.Y) = y) (cd. rel. py ® pi2).
d(pey @ p2) Y diny d/n(/)(

ii) Siv Ly v L p, eutonces v @ vy Ly S
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. iii) Obtenga la descomposicién de Lebesgue de v; ® v» con respecto
a p1 @ o en términos de las descomposiciones de vy, con respecto
a j; y de vy con respecto a jio.

150. (Version integral dc la dcsigualdaddc Minkowski).

Sean (X, S, i) y (Y, T, v) dos espacios de medida o-finitos, f: XxY —R
una funcién S ® T medible y ¢ € (1,00). Pruebe:

(/ (/ |f(z,y)] du)q dﬂ)5 S/(/ f(r.y)i (1,,>;l; dv

es decir
N [ 17t v

(Sugerencia: Sea J(r) = [1f(z.y)] dv. pruche que para toda s funcién
S-simple en Lp(p) con %, + % =1 se tiene:

. N 13
‘ / Jsdu| < Allsll, con A= / ( / If (. )i d,,)”m/

y aplique el ejercicio (78). Use el teorema de Tonelli y la desigualdad
de Holder. Ver [H-L-P] p 148).

< [, dv
q /u (., i
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es decir
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S-simple en £y(p) con ’1, + % =1 sc tiene:

( / Jsduls‘Ausnp con a=[(f If(r,y)l"dufdv

y aplique el ejercicio (78). Use el tecorema de Touelli y la desigualdad
de Holder. Ver [H-L-P] p 148).

b

Indice analitico

A-cubierta, 85
absolutamente continua, 123
algebra, 5

dlgebra generada. 8

anillo, 5

axioma de eleccion. 98

Brunn-Minkowski. 189

Carathéodory, K.. 86
casi dondequiera relativa a p, 37
casi-medida. 83
Cauchy en medida, 110
Cavalieri, B., 153
Ch. de la Vallée-Poussin, 101
complecién de un espacio de medida,
175

conjunto ordenado inferior de f. 206
converge

casi uniformemente a f. 107

en media p a f, 108

en medida a f, 107
convergencia

en probabilidad. 113

uniforme casi dondequiera. 119

derivada de Radon-Nikodsm. 135
desigualdad
de Holder, 70

de Jensen. 185

de Minkowski. 72, 210

de Tehiebyshev, 196
diferencia siinétrica. 5

Dvnkin, E.B.. 11

Eaorev, D 116

el probiema dificil de la medida en R,
o7

el problema facil de la teoria de la
medida en R, 99

espacio de medida. 37

espacio medible, 15

espacio medible producto. 143

espacios clasicos de Banach. 69

exponcntes conjugados, 71

formula de inclusidn-exclusion. 163
failia uniformementc integrable, 199
Fréchet. M., 198
Fubini, G., 156
funcién

caracteristica, 17

convexa, 185

Gamma. 182

indicadora. 17

singtifar de Lebesgne, 195

Holder. O.. 70

211



o
—
[E%)

Hahn, H., 90
Hardy, G. G., 199
Hausdorff. F.. 99

integral de f con respecto a u, 42
integral de Riemann, 53
integral de s simple, 40

Jordan. C., 127

A-sistema, 12
Lebesgne-medibles, 95
'1'|llil
de Borel-Cantelli, 174
de Fatou, 51
de las clases mondtonas. 13
de Riemann-Lebesgue, 198
Levi, B.. 48
lim a,. 170

P—

lim (E,), 170
n—2

I ay,, 170
n:_x

lim (E,), 170
=2

b, T5

€. 80

Luzin, N.N., 197

medible, 15
inedida, 31
con signo, 121
de conteo, 33
de Lebesgue, 34
de Lebesgue generada por, 105
exterior, 84
cxterior generada, 85
interior. 91

producto, 151

INDICE ANALITICO

unitaria concentrada en, 32
p-complecion, 37
mutuamente singulares, 128

negativo para 1, 123
Nikodym, O., 131 :
nulo para v, 123 ‘

m-sistema, 12
positivo para i, 123

Rademacher. H.. 100

Radon, M.J., 131

rectangilo medible. 143

recta real extendida, 24

recta soporte. 185

Riesz, F., 70

Riesz-Wevl, 110 e
p-medible, 86

S(E), 8 : -
S-medible, 15

S-simple. 17

a-aditiva, 31

a-algebra, 6

a-dlgebra de Borel Bg. 10
c-algebra de Borel extendida, 24
a-anillo. 6

o-finita. 31

Solovay, R.. 99

subaditividad, 37

Tchebyshev, P., 196
teorema
basico de aproximacion, 103
de categoria de Baire. 140
de extension de Carathéodory-Hopf,
87 |

INDICE ANALITICO

de la convergencia acotada, 63
de la convergencia dominada de
Egorov, 118
de la convergencia dominada de
Lebesgue, 62
de la convergencia dominada en
Ly, 109
de la convergencia dominada en
medida. 113
de la convergenicia mondtona. 48
de la descomposicion de H. Hahn,
125
de Lebesgue, 181
de Rademacher, 194
de Steinhaus, 193
descomposicion de Lebesgue, 137
Vitali-Halhn-Saks. 139
Tietze. H., 197 )
tipo Fg, 11 I
tipo Gs. 11
Tonelli, L., 154

Ulam, S.M., 104

uniformemente integrable, 199

variacion
negativa, 127
positiva, 127
total, 127

Vitali, G., 98, 200

L-sececion de F, 146
T-seccion de f, 148

y-seccion de F, 146
y-seccion de f, LIS
Young., W.H.. 208




	medigrab1
	medigrab2

