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¢, Qué teoremas de convergencia
conocemos”?




 Contexto

El teorema fue propuesto por el matematico
italiano Giuseppe Vitali en el afio 1907 (Antes de
que Lebesgue propusiera el Teorema de
convergencia dominada, en 1910), y es
considerado como una generalizacion del
teorema de convergencia dominada

Naturalmente surge la duda, si es la
generalizacion, ¢ Por qué no se utiliza en
lugar del de convergencia dominada?




Construccu’m de la demostracion:

Ul Al Jdalu U U C U VI UC A C© Uil

« Sea (X, A, 1) un espacio de « Sea (X, A, 1) un espacio de
mediday F ¢ M (A) una medida. Una sucesion de
familia de funciones funciones mesurables u,: X —
mesurables. F es R converge en medida si
uniformemente integrable si VeEOVAE A u(d) < o:

VeO3Iw, € L'(),we =0 lim u({|lu, —u| >e}n A) =
. n—-oo
supj luldu <€ f
we? Jiugow, Para algun u € M'(A)




.1. Lemall

Sca (un), .y C LP(),p € [1,00), ¥y (wn), oy € M(&). Entonces

-y e - '”
1) limy, o0 ||un — u| \p — () entonces u,, — u

o . . P L
i) limy, o0 wyp(r) = w(z) c.t.p. entonces w,, — w.
Sea f: R — R una funcién continua. Si p{|w| = oo} = 0, entonces

N . oo
iii) w, — w entonces fow, — fow

iv) w, — w entonces w, A v — w A v para cualquier v € M ()

Construccion de la demostracion:
Lemas



Demostracion lema 1

Utilizando la desigualdad de Markov:

1
p{lun —ul > en A) < pllup —ul” > €} < = {luy — ull

Veamos que Ve > 0

{lw, —w| > ¢€} c{lw, —w| =€} ={e A|w, —w| = €} . Utilizando la desigualdad de Markov
ulw, —w|>e}n A) <u({en|lw,—w|=€}n A

1 1
SEJE/\lwn—Wld,u =Ef(EA\|Wn—W|)]1Ad,u.
A

Si u(4) < oo, la funcion el € L1(u) es integrable y domina el integrando
(e A |lw,, —w|)1,, y por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue
lim [ (e Alw, —wl)du = 0.

n—>00



Demostracion lema 1

La idea del (iii) es utilizar las propiedades de la composicion y la continuidad
uniforme para obtener que

{If ew—fow,| >€}c{lw—-—w,| >38}U{lw| >R}, dondeR > 0.
A partir de esto, dado que u(4) < « y recordando que w,, £ w obtenemos que
limsup u({|f e w—fowy|>€e}tn A) <u({lw| >R}n A)R_)—>OOO, dado que u{|w| = ©} =0.

n—->0o

Veamos que

Esto implica que l[w, A v—w A v| < |w,, — W] e 0, y se cumple la propiedad.



2.2.2. Lema 2

< w para algin w € LP p € [1,00) entonces

. § - r . s i .
Sea (uy,), oy C M(&) una sucesion u,, — u. Si |ul, [u,|

lfm [ju, —ul, =0y lim / [ty | dpp = ] [u|Pdp.
T — 0 i n—0od .

Construccion de la demostracion:
Lemas



Demostracion lema 2

Veamos que u,u,, € LP. Se sigue la demostracion del teorema de convergencia dominada, y
obtenemos que parae > 0 y R > 0, utilizando el dato que |u,| < w obtenemos que

jlunlpdy = J lun [P dp + j |u, |P du + j |lu,|P du
{lunl<e} {lun|>€}n{w>R} {lun|>€e}n{w=R}
- wlPdet [ hPder [l

{lun|<e}n{lun|sw} {lun|>€e}n{jw>R} {lun|>€}n{e<w=R}

< jepA wP du + j wPdu + RP u({|u,| > e} n{w > €}).
{w>R}

Para finalmente utilizar la desigualdad de Markov y de nuevo la convergencia dominada para
concluir que, siendoR - 0 ye - 0

: con.dom. con.dom.
lim supjlunlpdu < jep AwPdu + J wPdy— | e A wWPduy—— 0
n—>0o

{w>R



2.2.3. Lema 3

Supongamos que (X, .o, ;1) es o—hnita y (1, )pen C M7 converge en medida a u. Entonces u es tinica c.t.p.

Construccion de la demostracion:
Lemas



Demostracion Lema 3

Sea (Ay)rey © A unasucesion con 4, T X y u(4;) < o. Supongamos
u

. U
que u y w son dos funciones mesurables tal que u,, »uy u,, > w . Dado
que |lu —w| < |lu —u,| + |u,, — w| tenemos que parae >0 yn € N

{lu—wl|} > 2¢} c {Jlu—u,| >e€}u{u, —w| > €}, entonces

u(lg N {lu —wl > 2¢€})
< u(Ag N {u —up| > €}) + plAg N {lup, —w| > €}) —0

n—>0o

Se cumple para todo k € N, e > 0, entonces el conjunto derecho de
nuestra desigualdad es nulo y entonces Uy ceq+(Ax N {lu —wl} > €})
también es nulo



Teorema de Convergencia de Vitali

L lim ||u, —ul|, = 0;

Nn—>00
i1, (|up [P ) neny €8 UN2
familia uniformemente
iIntegrable;
ii im [ |u,|P du =
— OO
Jn [ulPdu < oo.




En otras palabras

Sea A un conjunto de medida finita. Sea {u,,} una
sucesion de funciones integrables tal que u,, - u c.t.p.

con u finita c.t.p. Entonces u es integrable y |- u, —
Ju para todo subconjunto medible Fde A siy solo si
las integrales [, son uniformemente absolutamente
continuas: dado e > 0 existe § > 0talquesiu(F) <§
entonces | [ u, | < e para todo n



Pruebas del

teorema de Vitali . -| .

En el libro de Schilling pueden #l#; 'hi....-l

encontrar la demostracion

realizada, utilizando el Teorema
. . I = ?

de Convergencia Dominada de

Lebesgue

Para una alternativa sin utilizar el
Teorema de Convergencia
Dominada, a mi me gusto esta
prueba, que encontre en
math.stackexchange.com:




¢ Se puede generalizar?

Si si... ¢, COMo?



Teorema generalizado

L. (u,)nen CONverge en
LP(1);

ﬁ-(lunlp)nEN S
uniformemente integrable;

1'1'1'.(|1,Ln|p)nEN converge en
R.




¢ Qué mas nos dice el
teorema?
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