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Teorema de convergencia monótona

Lema de Fatou

Teorema de convergencia Dominada

¿Qué teoremas de convergencia
conocemos?



El teorema fue propuesto por el matemático 

italiano Giuseppe Vitali en el año 1907 (Antes de 

que Lebesgue propusiera el Teorema de 

convergencia dominada, en 1910), y es 

considerado como una generalización del 

teorema de convergencia dominada

Naturalmente surge la duda, si es la 
generalización, ¿Por qué no se utiliza en 
lugar del de convergencia dominada?



Construcción de la demostración: 
Definiciones

Integrabilidad uniforme: 

• Sea (𝑋,𝒜, 𝜇) un espacio de 
medida y ℱ ⊂ ℳ(𝒜) una 
familia de funciones 
mesurables. ℱ es 
uniformemente integrable si 
∀ 𝜖 0 ∃ 𝑤𝜖 ∈ ℒ1 𝜇 ,𝑤𝜖 ≥ 0 ∶

sup
𝑢∈ℱ

න
|𝑢|>𝑤𝜖

.

|𝑢|𝑑𝜇 < 𝜖

Convergencia en medida

• Sea (𝑋,𝒜, 𝜇) un espacio de 
medida. Una sucesión de 
funciones mesurables 𝑢𝑛: 𝑋 →
ഥℝ converge en medida si

∀ 𝜖 0 ∀ 𝐴 ∈ 𝒜, 𝜇 𝐴 < ∞ ∶

lim
𝑛→∞

𝜇({|𝑢𝑛 − 𝑢| > 𝜖} ∩ 𝐴) = 0

Para algún 𝑢 ∈ ℳ(𝒜)





Demostración lema 1
i. Utilizando la desigualdad de Markov: 

𝜇 { 𝑢𝑛 − 𝑢 > 𝜖 ∩ 𝐴 ≤ 𝜇{ 𝑢𝑛 − 𝑢 𝑝 > 𝜖𝑝} ≤
1

𝜖𝑝
||𝑢𝑛 − 𝑢||𝑝

𝑝

ii. Veamos que ∀𝜖 > 0

{ 𝑤𝑛 − 𝑤 > 𝜖} ⊂ { 𝑤𝑛 − 𝑤 ≥ 𝜖} = {𝜖 ∧ 𝑤𝑛 − 𝑤 ≥ 𝜖} . Utilizando la desigualdad de Markov 

𝜇( 𝑤𝑛 − 𝑤 > 𝜖} ∩ 𝐴 ≤ 𝜇({𝜖 ∧ 𝑤𝑛 − 𝑤 ≥ 𝜖} ∩ 𝐴

……………………………………………… .…… ≤
1

𝜖
න

𝐴

.

𝜖 ∧ 𝑤𝑛 − 𝑤 𝑑𝜇 =
1

𝜖
න 𝜖 ∧ \ 𝑤𝑛 − 𝑤 𝕝𝐴 𝑑𝜇 .

Si 𝜇(𝐴) < ∞, la función 𝜖𝕝𝐴 ∈ ℒ1(𝜇) es integrable y domina el integrando               

(𝜖 ∧ |𝑤𝑛 − 𝑤|)𝕝𝐴, y por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue 

lim
𝑛→∞


𝐴

.
(𝜖 ∧ 𝑤𝑛 − 𝑤 )𝑑𝜇 = 0.



Demostración lema 1
iii. La idea del (iii) es utilizar las propiedades de la composición y la continuidad 

uniforme para obtener que 

𝑓 ∘ 𝑤 − 𝑓 ∘ 𝑤𝑛 > 𝜖 ⊂ 𝑤 − 𝑤𝑛 > 𝛿 ∪ { 𝑤 > 𝑅}, donde 𝑅 > 0. 

A partir de esto, dado que 𝜇 𝐴 < ∞ y recordando que 𝑤𝑛→
𝜇
𝑤 obtenemos que 

lim sup
𝑛→∞

𝜇 { 𝑓 ∘ 𝑤 − 𝑓 ∘ 𝑤𝑛 > 𝜖} ∩ 𝐴 ≤ 𝜇 { 𝑤 > 𝑅} ∩ 𝐴
𝑅→∞

0, dado que 𝜇{|𝑤| = ∞} = 0 .

iv. Veamos que 

Esto implica que 𝑤𝑛 ∧ 𝑣 − 𝑤 ∧ 𝑣 ≤ 𝑤𝑛 −𝑤 →
𝜇
0, y se cumple la propiedad. 





Demostración lema 2
Veamos que 𝑢, 𝑢𝑛 ∈ ℒ

𝑝. Se sigue la demostración del teorema de convergencia dominada, y 
obtenemos que para 𝜖 > 0 𝑦 𝑅 > 0, utilizando el dato que 𝑢𝑛 ≤ 𝑤 obtenemos que 

න 𝑢𝑛
𝑝𝑑𝜇 = න

{ 𝑢𝑛 ≤𝜖}

.

𝑢𝑛
𝑝 𝑑𝜇 + න

𝑢𝑛 >𝜖 ∩{𝑤>𝑅}

.

𝑢𝑛
𝑝 𝑑𝜇 + න

𝑢𝑛 >𝜖 ∩{𝑤≤𝑅}

.

𝑢𝑛
𝑝 𝑑𝜇

= න

𝑢𝑛 ≤𝜖 ∩{|𝑢𝑛|≤𝑤}

.

𝑢𝑛
𝑝 𝑑𝜇 + න

𝑢𝑛 >𝜖 ∩{|𝑤>𝑅}

.

𝑢𝑛
𝑝 𝑑𝜇 + න

𝑢𝑛 >𝜖 ∩{𝜖<𝑤≤𝑅}

.

𝑢𝑛
𝑝 𝑑𝜇

≤ න𝜖𝑝 ∧ 𝑤𝑝 𝑑𝜇 + න

𝑤>𝑅

.

𝑤𝑝𝑑𝜇 + 𝑅𝑝 𝜇({|𝑢𝑛| > 𝜖} ∩ {𝑤 > 𝜖}) .

Para finalmente utilizar la desigualdad de Markov y de nuevo la convergencia dominada para 
concluir que, siendo 𝑅 → ∞ 𝑦 𝜖 → 0

lim sup
𝑛→∞

න 𝑢𝑛
𝑝𝑑𝜇 ≤ න𝜖𝑝 ∧ 𝑤𝑝𝑑𝜇 + න

{𝑤>𝑅

.

𝑤𝑝𝑑𝜇
𝑐𝑜𝑛.𝑑𝑜𝑚.

න𝜖𝑝 ∧ 𝑤𝑝 𝑑𝜇
𝑐𝑜𝑛.𝑑𝑜𝑚.

0





Demostración Lema 3
Sea 𝐴𝑘 𝑘∈ℕ ⊂ 𝒜 una sucesión con 𝐴𝑘 ↑ 𝑋 𝑦 𝜇 𝐴𝑘 < ∞. Supongamos 

que 𝑢 𝑦 𝑤 son dos funciones mesurables tal que 𝑢𝑛→
𝜇
𝑢 y 𝑢𝑛→

𝜇
𝑤 . Dado 

que u − w ≤ 𝑢 − 𝑢𝑛 + |𝑢𝑛 −𝑤| tenemos que para 𝜖 > 0 𝑦 𝑛 ∈ ℕ

𝑢 − 𝑤 > 2𝜖} ⊂ 𝑢 − 𝑢𝑛 > 𝜖 ∪ { 𝑢𝑛 −𝑤 > 𝜖}, entonces

𝜇 𝐴𝑘 ∩ { 𝑢 − 𝑤 > 2 𝜖}

≤ 𝜇 𝐴𝑘 ∩ 𝑢 − 𝑢𝑛 > 𝜖} + 𝜇 𝐴𝑘 ∩ { 𝑢𝑛 −𝑤 > 𝜖
𝑛→∞

0

Se cumple para todo k ∈ ℕ, 𝜖 > 0, entonces el conjunto derecho de 

nuestra desigualdad es nulo y entonces ڂ𝑘∈ℕ,𝜖∈ℚ+(𝐴𝑘 ∩ 𝑢 − 𝑤 > 𝜖})

también es nulo



Teorema de Convergencia de Vitali

i. lim
𝑛→∞

||𝑢𝑛 − 𝑢||𝑝 = 0; 

ii. 𝑢𝑛
𝑝

𝑛∈ℕ es una 
familia uniformemente 
integrable;

iii. lim
𝑛→∞

 𝑢𝑛
𝑝 𝑑𝜇 =

 𝑢 𝑝𝑑𝜇 < ∞.

Sea (𝑋,𝒜, 𝜇)
𝜎 −finita y 𝑢𝑛 𝑛∈ℕ ⊂
ℒ𝑝 𝜇 , 𝑝 ∈ [1,∞) una 

sucesión que 
converge en medida 

a alguna función 
mesurable 𝑢 ∈ ℳ 𝒜

entonces, las 
siguientes 

afirmaciones son 
equivalentes



En otras palabrasEn otras palabras

Sea 𝒜 un conjunto de medida finita. Sea {𝑢𝑛} una 

sucesión de funciones integrables tal que 𝑢𝑛 → 𝑢 c.t.p. 

con 𝑢 finita c.t.p. Entonces 𝑢 es integrable y 𝑭
.
𝒖𝒏 →

𝑭
.
𝒖 para todo subconjunto medible 𝐹de 𝒜 si y solo si  

las integrales 𝐸
.
. son uniformemente absolutamente 

continuas: dado 𝜖 > 0 existe 𝛿 > 0 tal que si 𝜇(𝐹) < 𝛿

entonces | 𝑭
.
𝒖𝒏 | < 𝝐 para todo 𝑛



Pruebas del 
teorema de Vitali

• En el libro de Schilling pueden

encontrar la demostración

realizada, utilizando el Teorema 

de Convergencia Dominada de 

Lebesgue

• Para una alternativa sin utilizar el 

Teorema de Convergencia 

Dominada, a mí me gustó esta 

prueba, que encontré en 

math.stackexchange.com: 



¿Se puede generalizar?
Si sí… ¿Cómo?



Teorema generalizado

i. 𝑢𝑛 𝑛∈ℕ converge en 

ℒ𝑝(𝜇);

ii. 𝑢𝑛
𝑝

𝑛∈ℕ es 
uniformemente integrable; 

iii. |𝑢𝑛|𝑝 𝑛∈ℕ
converge en

ℝ.

Sea (𝑋,𝒜, 𝜇) no 
𝜎 −finita. Si 

𝑢𝑛 𝑛∈ℕ converge 
en medida, 

entonces las 
siguientes 

afirmaciones son 
equivalentes 



¿Qué más nos dice el 
teorema?

La integrabilidad uniforme implica la continuidad 
absoluta uniforme

La integrabilidad uniforme implica la convergencia en ℒ1

La integrabilidad uniforme es una condición suficiente 
para la compacidad secuencial relativa débil
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