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Teorema 16.4 (transformada de Jacobi)

Sean U,V ∈ τRn , Φ : U → V un C 1-difeomorfismo y λW = λn(· ∩W )⇒

λV (X ) = Φ(|detDΦ(X )|λU)

equivalentemente∫
V
f (y)dy =

∫
U
f (Φ(x))|detDΦ(X )|dx ,∀f ∈M+(B(V ))

particularmente

f ∈ L1(λV )⇔ |DetDΦ|f ◦ Φ ∈ L1(λU)
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Corolario 16.10

Sean B ∈ B(Rn), U = Bo , U ′ ∈ τRn 3 B ⊆ U ′ y Φ : U ′ → Rn una
funcion lipchitz continua, Si B/U ∈ N(λn) y ΦU : U → Φ(U) un C 1-
diffeomorphismo ⇒∫

Φ(B)
f (y)λn(dy) =

∫
B
f (Φ(x))|detDΦ(X )|λn(dx),∀f ∈M+(B(V ))

particularmente

f ∈ L1(λn,Φ(B))⇔ |DetDΦ|f ◦ Φ ∈ L1(λn,B)
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Definicion de coordenadas polares en R2

consideremos el mapeo

Ψ : (0,∞)×(−π, π)→ R2/((−∞, 0]×{0}) 3 Ψ(r , θ) = (r cos(θ), r sin(θ))

Facilmente podemos ver que Ψ es un C 1-difeomorfismo y su jacobiano es

detDΦ(X ) = det

(
∂Ψ(r , θ)

∂(r , θ)

)
= det

(
(∂/∂r)(r cos(θ)) (∂/∂θ)(r cos(θ))
(∂/∂r)(r sin(θ)) (∂/∂θ)(r sin(θ))

)
=

= det

(
cos(θ) −r sin(θ)
sin(θ) r cos(θ)

)
= r cos2(θ) + r sin2(θ) = r

⇒ por el corolario 16.10 y teorema de Fubini∫
R2

f (x , y)d(x , y) =

∫
(0,∞)×(−π,π)

f (Φ(x))|detDΦ(X )|d(r , θ) =

=

∫
(0,∞)×(−π,π)

rf (r cos(θ), r sin(θ))d(r , θ) =

=

∫
(0,∞)

∫
(−π,π)

rf (r cos(θ), r sin(θ))d(r)d(θ), ∀f ∈M+(B(V ))
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Ejemplo

∫
R
e−x

2
dλ1(x) =

√(∫
R
e−x2dλ1(x)

)2

=

√∫
R

∫
R
e−x2e−y2dxdy

Tonelli
=

=

√∫∫
R2

e−(x2+y2)d(x , y)
polares

=

√∫
(0,∞)

∫
(−π,π)

re−(r2 cos2(θ)+r2 sin2(θ))dθdr =

=

√∫
(0,∞)

∫
(−π,π)

re−r2dθdr =

√∫
(0,∞)

re−r2

∫
(−π,π)

1dθdr =

=

√∫
(0,∞)

re−r2λ1(−π, π)dr =

√
2π

∫ ∞
0

re−r2dr =

√
2π[−1

2
e−r2 ]∞0 =

√
π
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Definicion de coordenadas polares en Rn

consideremos el mapeo

Ψ : (0,∞)× (0, π)n−2 × (−π, π)→ Rn/{X : xn = 0, xn−1 ≤ 0}

3 X = (xi )
n
i=1 ∈ Rn, θ = (θi )

n−1
i=0 ∈ (0,∞)× (0, π)n−2 × (−π, π), θ0 = r 3

Ψ(θ) = X ⇒ xn = r
∏n−1

i=1 sin(θi ) y

xi = r cos(θi )
i−1∏
j=1

sin(θj), ∀i < n

Lemma 16.18 Ψ es un C 1-difeomorfismo y su jacobiano es

detDΨ(θ) = rn−1
n−2∏
i=1

sinn−1−i (θi )
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ejemplos

n=2

Ψ : (0,∞)× (0, π)2−2 × (−π, π)→ R2/{X : x2 = 0, x2−1 ≤ 0}

Ψ : (0,∞)× (−π, π)→ R2/{(x , y) : y = 0, x ≤ 0}

detDΨ(r , θ) = r2−1
2−2∏
i=1

sin2−1−i (θi ) = r

n=3

Ψ : (0,∞)× (0, π)3−2 × (−π, π)→ R3/{X : x3 = 0, x3−1 ≤ 0}

Ψ : (0,∞)× (0, π)× (−π, π)→ R3/{(x , y , z) : z = 0, y ≤ 0}

detDΨ(r , θ1, θ2) = r3−1
3−2∏
i=1

sin3−1−i (θi ) = r2 sin(θ1)
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16.19

u(x) ∈ L1(dx)⇔ |j(r , θ)|u(Ψ(θ)) ∈ L1(dθ) en este caso

∫
Rn

u(x)dx =

∫ ∞
0

n−2

|−−−−−|∫ π

0
· · ·
∫ π

0

∫ π

−π
u(Ψ(θ))|j(θ)|dθ

Si Sn−1 es la esfera de dimencion n-1 en Rn ⇒

σn−1(Γ) =

n−2

|−−−−−|∫ π

0
· · ·
∫ π

0

∫ π

−π
1Γ(Ψ(θ/θn, r = 1))|j(θ)|dθ/θn

es la medida superficial canonica sobre Sn−1 en este caso

∫
Rn

u(x)dx =

∫ ∞
0

n−2

|−−−−−|∫ π

0
· · ·
∫ π

0

∫ π

−π
u(Ψ(θ))|j(θ)|dθ =

∫ ∞
0

∫
Sn−1

rn−1u(rs)σn−1dsdr
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volumen-superficie

veamos que el volumen de la esfera esta dado por

V = λn(Sn−1) =

∫
Rn

u(x)dx =

∫ 1

0

n−2

|−−−−−|∫ π

0
· · ·
∫ π

0

∫ π

−π
|J(θ)|dθ =

=

∫ 1

0
rn−1

n−2

|−−−−−|∫ π

0
· · ·
∫ π

0

∫ π

−π
|J(θ, r = 1)|dθ =

∫ 1

0
rn−1σn−1(Sn−1)dr =

= σn−1(Sn−1)

∫ 1

0
rn−1dr =

1

n
σn−1(Sn−1)
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16.20

si f (x) = φ(|x |) es una funcion de rotacion simetrica

∫
Rn

f (x)dx =

∫ ∞
0

∫
Sn−1

rn−1f (rs)σn−1dsdr =

∫ ∞
0

rn−1

∫
Sn−1

σn−1f (rs)dsdr =

=

∫ ∞
0

rn−1σn−1(Sφ(r)dr = σn−1(S)

∫ ∞
0

rn−1φ(r)dr = nV

∫ ∞
0

rn−1φ(r)dr

A.Pallais (UVG) Seminario 20 de mayo de 2023 15 / 19



Contenido

1 Teoremas previos

2 Coordenadas polares en R2

3 Coordenadas polares en Rn

4 Corolarios

5 Volumen de esfera unitaria

6 Referencias

A.Pallais (UVG) Seminario 20 de mayo de 2023 16 / 19



Demostracion

(
√
π)n =

(∫
R
e−x

2
dλ1(x)

)n

=

n
−−−−−∫
R
· · ·
∫
R
e−

∑n
i=1 x

2
i λ1(dx) =

=

∫
Rn

e−
∑n

i=1 x
2
i λ1(dx) = nV

∫ ∞
0

rn−1e−r
2
dr =

1

2
nV

∫ ∞
0

s(1/2)n−1e−sds =

=
n

2
VΓ(

n

2
) = VΓ(

n

2
+ 1)

⇒ V = πn/2

Γ( n
2

+1)

y el area superficial es σn−1(S) = nV = 2 π
n/2

Γ( n
2

)
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