Medida de Hausdorff
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Algunos conceptos previos y recordatorios

Definicion
Sean (X, d) un espacio métrico y A C X, se le llama diédmetro de A, notado
diam(A) o |A|, al valor

|Al = sup{d(x.y) : x,y € A}
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Definicién
Sean (X, d) un espacio métrico A una familia de subconjuntos de X tales que
Vx € X,¥0 > 0,3A € A tal que x € Ay |A| < § se define As como

As=1{AcA:|A <5}

Definicion

Sea B C X, una familia {U;}ien es una d-cubierta de B si

BC|JUyUensvieN

i=1




.

- Teorema de Extensiéon de Carathéodory

\
Sea X conjunto no vacio, y sea S C P(X) un semi-anillo. Sea . : S — [0, 0]
una pre-medida en S, esto es:
) 1(0) =0,
i) para {Ay} 1, disjuntos a pares, vale 1 UAk = Zu(Ak)

k>1 k>1

Entonces, 1 posee una extensién a una medida i en A = o(S)
Si, ademas, S posee una secuencia exhaustiva S¢ 7 X, tal que u(S) < oo,
Vk > 1, entonces dicha extensién es Gnica. y




Esquema de la prueba:

~N

Para cada A C X, consideramos la familia de S-coberturas enumerables de A:

C(A) = {{Sk}k21 C Usk}
k

Si A no admite cobertura enumerables en S, entonces definimos C(A) = ()
Definimos la funcién p : P(X) — [0, oo], por

p(A) = inf $ > (k) : {Skhier € C(A)

k=1

Cuando C(A) = 0, definimos p*(A) = inf) = co
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Esquema de la prueba

( 1. Mostrar que p es una medida exterior )
« pr(0)=0
L AC B *(A) > (B,
« u* es o-subaditiva: p* (J, Z,u (Ax)
k>1

2. Mostrar que p* extiende a p, esto es pu*ls =

3. Definir conjuntos p*-mesurables, mediante la condicién de Carathéodory:
A=ACX:p*(Q)=p"(QNA) + p*(Q—A),VQC X

4. Mostrar que p * | 4 es una medida en A*

\ _/
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Para lo que sigue (X, d) es un espacio métrico con sus abiertos O, sus cerrados
C y su o-algebra de Borel Z(X) = (0O)

( Ademas, ® : Rt — R™ es una funcién creciente continua por la derecha )

Sea C: Z(X) = RY
O(|A) si A 0

0 si A=

=
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(
HP(A) = inf {Z C(U;) : {Ui}ien, es una ¢ — cubierta de A}
i=0
HP(A) = Iim HE(A)
0—0

A H® se le llama medida de Hausdorff

Cuando ®(x) = x° para algtn s > 0, H® = H° y se le llama s-medida de
Hausdorff o medida s-dimensional de Hausdorf.




e Theorema_

Sea H*, s > 0 una medida de Hausdorff en (R", 2(R"))entonces
1. HO es la medida de conteo en A(R")
2. H' es las medida de Lebesgue sobre %(R)
3. H*(R") =0sis>n
4, H(A) < oo = H'(A)=0paratodo ACR"yt>s>0
5. H(MA) = AH5(A) VACR" YA >0




Encuentre la s—medida de Hausdorff del intervalo [0, 1]: h
Consideremos A1 = {[0 %] , [1” %] [”7_11}}
\ J
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Dimensién de Hausdorff

Jg Definicion ~

La dimension de Hausdorff de A C R" es:

dimy(A) = inf{s € (0,00) : H5(A)
= inf{s € (0,00) : H*(A) < o0}
=sup{s € (0,00) : H°
=sup{s € (0,00) : H*

\ _/
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Sean A B, A, Ay; - - - C R” subconjuntos arbitrarios, entonces
1. AC B= dimy(A) < dimy(B)
2. dimy (H?&A,‘) = SUPieNdimH(Ai)

L 3. H*(A) € (0,00) = dimy(A) =s
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Conjunto de Cantor

.

Calcule dimy(C) donde C es el conjunto de Cantor

0 1

HH H HH  HHG
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Curva de Koch

~N

Calcule la s dimensién de Hausdorff de la curva de Koch:

VANt N 10

\. J
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