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6 Transformada de Fourier en SpRnq

Joshua Chicoj (Universidad del Valle de Guatemala) Transformada de Fourier 2023 3 / 31



Aclaraciones

CbpRnq hace referencia a las funciones continuas y acotadas en Rn

CcpRnq hace referencia a las funciones continuas en Rn con soporte
compacto

C8pRnq hace referencia a las funciones continuas en Rn tales que
lim

|x |Ñ8
upxq � 0

xx , ξy �
°n

k�1 xkξk , el producto escalar euclidiano usual en Rn
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Transformada de Fourier

La transformada de Fourier de una medida finita µ sobre pRn,BpRnqq está
dada por

µ̂pξq :� Fµpξq :� p2πq�n

»
Rn

e�ixx ,ξyµpdxq

Y la transformada de Fourier de una función f P L1pλnq está dada por

f̂ pξq � F f pξq � p2πq�n

»
Rn

e�if pxqxx ,ξyf pxq dλn
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Propiedades de la transformada de Fourier

Sea µ una medida finita sobre Rn y f P L1pλnq. Las transformadas de
Fourier µ̂, f̂ son funcinoes continuas acotadas por

|µ̂pξq| ¤ µ̂p0q � p2πq�nµpRnq

|f̂ pξq| ¤ f̂ p0q � p2πq�n||f ||1
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Propiedades de la transformada de Fourier

Función Transformada de Fourier

µ̃pdxq � µp�dxq µ̂pξq Relexión en el origen

f̃ pxq � f p�xq f̂ pξq

µ � T�1pdxq e�ixb,ξyµ̂pλξq Ty � λy � b Q λ P R, b P Rn

f prx � cq r�ne ixc,r
�1ξyf̂ pr�1ξq r � 0, c P Rn

f pxqe�ixx ,cy f̂ pc � ξq c P Rn

f pRxq f̂ pRξq R P Rn�n ortogonal
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Lema

lim
TÑ8

» T

0

sinξ

ξ
dξ �

π

2

En particular, para x , a P R

lim
TÑ8

» T

0

sinppa� xqξq

ξ
dξ � lim

TÑ8

» pa�xqT

0

sinη

η
dη �

$&
%

π
2 , x   a
0, x � a
�π

2 , x ¡ a
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Teorema de Lévy

Sea µ una medida finita sobre pR,BpRqq, entonces para todo a   b

1

2
µtau � µpa, bq �

1

2
µtbu � lim

TÑ8

» T

�T

e ibξ � e iaξ

iξ
µ̂pξq dξ
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Demostración
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Corolario 1 al teorema de Lévy

Sea µ una medida finita sobre pRn,BpRnqq, entonces para todo rectángulo
abierto I P J 0 Q µpBI q � 0

µpI q � lim
TÑ8

» T

�T
...

» T

�T

n¹
k�1

e ibkξk � e iakξk

iξk
µ̂pξq dξ1...dξn
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Corolario 2 al teorema de Lévy

1 Sean µ, ν medidas finitas, si µ̂ � ν̂ ùñ µ � ν

2 Sean f , g P L1pλnq, si f̂ � ĝ ùñ f � g Lebesgue c.t.p.
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Corolario 3 al teorema de Lévy

Sea µ una medida finita sobre pRn,BpRnqq y µ̂ P L1Cpλ
nq. En el caso

µpdxq � upxq dx entonces

upxq �

»
µ̂pξqe ixx ,ξy dξ

Si u P L1C & û P L1C entonces

upxq �

»
ûpξqe ixx ,ξy dξ
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Transformada inversa de Fourier

Sea µ una medida finita sobre pRn,BpRnqq. La transformada inversa de
Fourier está dada por

µ̌pxq � F�1µpxq �

»
Rn

e ixx ,ξyµpξq dξ

La transformada inversa de una función u P L1Cpλ
nq está dada por

ǔpxq � F�1upxq �

»
Rn

e ixx ,ξyupξq dξ

Además, dada la naturaleza de la transformada de Fourier y su inversa, se
tienen las siguientes relaciones

ǔpxq � p2πqnµ̂p�xq µ̂pxq � p2πq�nµ̌pxq ûpxq � p2πq�n ˇ̄upxq
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ǔpxq � F�1upxq �

»
Rn

e ixx ,ξyupξq dξ

Además, dada la naturaleza de la transformada de Fourier y su inversa, se
tienen las siguientes relaciones
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nq está dada por
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5 Álgebra de Wiener, convergencia débil y teorema de Plancherel
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Teorema de convolución

Convolución de dos medidas

La convolución de dos medidas finitas µ, ν es una medida finita

µ � νpBq �

» »
1Bpx � yq µpdxqνpdyq, @B P BpRnq

Sean µ, ν medidas finitas sobre pRn,BpRnqq, entonceszµ � νpξq � p2πqnµ̂pξqν̂pξq~µ � νpξq � µ̌pξqν̌pξq
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Simetŕıa de la transformada de Fourier

Para una medida finita µ sobre pRn,BpRnqq y u P L1pλnq se tiene que»
ûpxqµpdxq �

»
upξqµ̂pξq dξ
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Teorema de Riemann-Lebesgue

Sea u P L1pλnq ùñ û P C8pRnq
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Álgebra de Wiener

Consideremos

ApRnq � tu P L1pλnq : û P L1pλnqu

, entonces

1 u P ApRnq ðñ û P ApRnq

2 u P ApRnq ùñ u P C8pRnq

3 u P ApRnq ùñ u P Lppλnq, 1 ¤ p   8

4 u, v P ApRnq ùñ u � v P ApRnq

5 u, v P ApRnq ùñ uv P ApRnq
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Lema de aproximación de unidad

Lema previo

Sean u P L1pλnq y gt � p2πtq�n{2e�|x |
2{tt ùñ u � gt P ApRnq

Sea u P CbpRnq uniformemente continua, entonces
limtÑ0||u � u � gt ||8 � 0
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Convergencia débil

Sea pµkqkPN y µ medidas finitas sobre pRn,BpRnqq. La secuencia de
medidas converge debilmente si

lim
kÑ8

»
Rn

upxqµkpdxq �

»
Rn

upxqµpdxq @u P CbpRnq

Teorema de convergencia débil

Sean µ y pµkqkPN medidas finitas sobre pRn,BpRnqq

µ̂kpξq
kÑ8
ÝÝÝÑ
@ξ

µ̂pξq ðñ µk
kÑ8
ÝÝÝÑ
débil

µ
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Teorema de Plancherel

Lema previo

El álgebra de Wiener ApRnq es densa en LpCpλ
nq, 1 ¤ p   8 y C8pRn,Cq

Sea u P L2Cpλ
nq X L1Cpλ

nq ùñ ||û||2 � p2πq�n{2||u||2. En particular, hay
una extensión cont́ınua F : L2Cpλ

nq Ñ L2Cpλ
nq
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Lema

Sea µ una medida finita sobre pRn,BpRnqq, 1 ¤ k ¤ n. Entonces

1 Si
³
|xk | µpdxq   8 ùñ Bk µ̂ P CbpRnq y Bk µ̂pξq � {p�iqxkµpξq

2 Si u, xku P L1pλnq ùñ Bk û P CbpRnq y Bk ûpξq � {p�iqxkupξq
3 Si Bku P L1pλnq y u P C8pRnq X L1pλnq ùñ yBkupξq � iξk ûpξq
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Espacio de Schwartz

El espacio de Schwartz SpRnq de funciones suaves rápidamente
decrecientes de valores complejos u P C8pRnq, las cuales decresen, junto a
su derivada, más rápido que otro polinomio

sup
xPRn

���xαBβupxq���   8 @α, β P Nn
0

En particular, pn � x2n1 � ...� x2nn q|upxq| ¤ c, @u P SpRnq. Utilizando
desigualdades

n¹
k�1

� p1�x2k q ¤

�
max
1¤k¤n

p1� x2k q

�n
¤

ņ

k�1

p1�x2k q
n Hölder

¤ 2n�1
ņ

k�1

p1�x2nk q

y combinando con el teorema de Fubini-tonelli, tenemos que @u P SpRnq

»
|upxq| dx ¤ cd

»
...

»
dx1 � � � dxn±n
k�1p1� x2k q

� cd

n¹
k�1

»
dxk

1� x2k
  8
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Biyectividad de la transformada de Fourier en SpRnq

Sea u P SpRnq ùñ û P SpRnq, i.e. F : SpRnq Ñ SpRnq

Biyectividad

La transformada de Fourier F : SpRnq Ñ SpRnq es biyectiva y
@u, v P SpRnq

1 F�1vpξq �
³
Rn vpxqe

ixx ,ξy dx

2 F�1vpξq � p2πqnFvp�ξq y F � Fupxq � p2πq�nup�xq
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