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Aclaraciones

@ Cp(R") hace referencia a las funciones continuas y acotadas en R”
@ C.(R") hace referencia a las funciones continuas en R"” con soporte
compacto
@ Cy(R"™) hace referencia a las funciones continuas en R" tales que
lim u(x) =0
|x|—00

(x,&) = > _1 k&, el producto escalar euclidiano usual en R”
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Transformada de Fourier

La transformada de Fourier de una medida finita p sobre (R", B(R")) esta
dada por

7€) = Fule) = <27r>—"f &% dl)

n
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Transformada de Fourier

La transformada de Fourier de una medida finita p sobre (R", B(R")) esta
dada por

7€) = Fule) = <2w>—"f &% dl)

n

Y la transformada de Fourier de una funcién f € L1(\") est4 dada por

) = FF(E) = @n) " | e MK ()
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Propiedades de la transformada de Fourier

Sea p una medida finita sobre R" y f € L*(\"). Las transformadas de
Fourier i, f son funcinoes continuas acotadas por

&) < A(0) = (2m) "u(R")

(O] < £(0) = 2m) "I f|x
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Propiedades de la transformada de Fourier

Funcién Transformada de Fourier
fi{dx) = p(—dx) a(é) Relexién en el origen
F(x) = f(—x) f(¢)
po T~ (dx) e Kb nINE) Ty=Ay+b3XeR,beR"
f(rx+c) rneler O f(r1g) r#0,ceR"
1‘(x)e_"<x":> f(c +&) ceR"
f(Rx) f(R¢) R € R"™" ortogonal

Joshua Chicoj (Universidad del Valle de Guat| Transformada de Fourier 2023 7/31



Agenda

© Inyectividad y existencia de la transformada inversa de Fourier

Joshua Chicoj (Universidad del Valle de Guat| Transformada de Fourier 2023 8/31



Lema

) sm§
e [0

En particular, para x,a€ R

T . _ (a—x)T ; )
Iimf S'"((ax)g)dgznmj SLLUTR
0

T—00 ¢ T—w Jg n -
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Teorema de Lévy

Sea i una medida finita sobre (R, B(R)), entonces para todo a < b

T _ibé _ _iat
f e e ) de

1 1 .
sidal + u(a, b) + Spib} = lim T E
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Demostracion

T ei(b—x){ _ ei(a—x){
: d
/—T 3 :
0 Ji(b—x)¢ _ Li(a—x)¢ T i(b—x)¢ _ Li(a—x)&
_ / ¢ ¢ d¢ + / ¢ _° d
T i 0 i€
T ,—ila—x)¢ _ ,—i(b—x)¢ T i(b—x)¢ _ i(a—x)¢
_ / ¢ —¢ d¢ + / ¢ _° dg
0 i€ 0 3
:2/T sin((b — x)¢) d§—2/T sin((a — x)§) .
0 £ 0 3
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Demostracion

. T ei(b—x)§ _ ei(a—x)& 0,
lim , dé =<,
T—o0 -T lg

2,
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Demostracion

. T b€ _ giaf
lim ————(§)d¢

T—o0 -T lf
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= 1 P R _lxé-
i g |, [ e

T b _ jia
D fim L// %e_”‘f d¢ pu(dx)

| el(b—x)& _ pila— Y)&d p
ngog// € pu(dx)
@ 1 1

/{ ﬂ{a}"’“(ab)“‘ ﬂ{b}] du

= Lufa} + plab) + Lu{b}.
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Corolario 1 al teorema de Lévy

Sea p una medida finita sobre (R”, B(R")), entonces para todo rectangulo
abierto 1 € 7% 5 p(0l) = 0

N ofbkék _ giakék
w(l) = lim J ka 11— i(€) déi...d¢&,

T—w fk
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Corolario 2 al teorema de Lévy

© Sean u, v medidas finitas, sii =0 — u=v
Q Sean f,ge LY(\"),si f = g => f = g Lebesgue c.t.p.
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Corolario 3 al teorema de Lévy

Sea 1 una medida finita sobre (R", B(R")) y i € LE(A"). En el caso
u{dx) = u(x) dx entonces

u(x) = Jﬁ(é)eKX@ de

Siue Ll & i€ L} entonces

u(x) = ja@)e’“£> ot
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Transformada inversa de Fourier

Sea p una medida finita sobre (R”, B(R")). La transformada inversa de
Fourier estd dada por

ilx) = Flu(x) = f O u(€) de

n
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Transformada inversa de Fourier

Sea p una medida finita sobre (R”, B(R")). La transformada inversa de
Fourier estd dada por

ilx) = Flu(x) = f O u(€) de

n

La transformada inversa de una funcién u € LL(\") estd dada por

i(x) = FLu(x) = J O y(¢) de

n

Ademds, dada la naturaleza de la transformada de Fourier y su inversa, se
tienen las siguientes relaciones

i(x) = (2m)"fi(=x)  fi(x) = (2m)"fi(x)  B(x) = (2m)7"d(x)
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Teorema de convolucién

Convolucién de dos medidas

La convolucién de dos medidas finitas p,  es una medida finita

pxv(B) = f J 1g(x + y) u(dx)v(dy), ¥B € BR")

Sean u, v medidas finitas sobre (R", B(R")), entonces
o (&) = (2m)"A&)D(S)
o v (&) = &)Y (E)
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Simetria de la transformada de Fourier

Para una medida finita z sobre (R”, B(R")) y u e L1(\") se tiene que

| avouta) = [u©nte) ae

Joshua Chicoj (Universidad del Valle de Guat| Transformada de Fourier 2023 20/31



Agenda

@ Teorema de Riemann-Lebesgue
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Teorema de Riemann-Lebesgue

Sea ue [1(\") = e Co(R")
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Agenda

(5 ] Algebra de Wiener, convergencia débil y teorema de Plancherel
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Algebra de Wiener

Consideremos

ARy = {ue L*(\") : d e LY(A")}
, entonces
ve AR") < ie AR
ue AR") = ue Cu(R")
ue AR"Y = wuelP(\"), 1<p<w
u,ve AR") = uxve AR")
u,ve AR") = uv e AR")

00000
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Lema de aproximacién de unidad

Lema previo
Sean ue LY(A\") y gr = (2rt) e X/t — u g, e ARD)

Sea u € Cp(R™) uniformemente continua, entonces
limeol|lu — u* gt[lo =0
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Convergencia débil

Sea (k) ken y p medidas finitas sobre (R”, B(R")). La secuencia de
medidas converge debilmente si

lim J ) u(x)puk(dx) = f ) u(x)p(dx) Yu e Cp(R")

k—00

Teorema de convergencia débil

Sean p1y (uk)keny medidas finitas sobre (R”, B(R"))

~ k—w0o A k—a0
—_— > — —_—>
ik (§) » () Pk~
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Teorema de Plancherel

Lema previo
El 4lgebra de Wiener A(R") es densa en L2()\"), 1 < p < w0y Cu(R",C)

Sea ue LZ(A") A LE(\") = 0|2 = (2m)~"/?||ul|2. En particular, hay
una extensién continua F : LZ(A") — L2(A")
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@ Transformada de Fourier en S(R")
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Lema

Sea i una medida finita sobre (R"”, B(R")), 1 < k < n. Entonces
© Si §xi| u(dx) <00 = ke Co(R) y A(E) = (—1)xep(€)
@ Siuxue LI\ = dpde Go(R") y (&) = (—i)xu(€)
@ Siduel!(\)yue Co(R") N L1(A\") = 6ku(§) i€0(8)
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Espacio de Schwartz

El espacio de Schwartz S(R") de funciones suaves rapidamente
decrecientes de valores complejos u € C*®(R"), las cuales decresen, junto a
su derivada, mas rdpido que otro polinomio

sup
xeR"

En particular, (n + x2" + ... + x2")|u(x)| < ¢, Yu € S(R"). Utilizando
desigualdades

xo‘é’ﬁu(x)‘ < o Va, f € Ny

n n n Héld n
H = (1+x?) < [ max (1 +X/%)] < 2 (1+x2)" <ol 2(1 +x2")
k=1

<k<
k=1 Lsksn k=1

y combinando con el teorema de Fubini-tonelli, tenemos que Yu € S(R")

dX1 fdxk
d
J' ) dx < CdJ Jﬂk11+xk dH 1+ x2
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Biyectividad de la transformada de Fourier en S(R")

Sea ue S(R") = e S(R"), ie. F:S(R") — S(R")
Biyectividad

La transformada de Fourier F : S(R") — S(R") es biyectiva y
Yu,v e S(R")

Q 7 v(¢) =g v(x)e8 dx
Q@ F lv(¢) = (2m)"Fv(=€) y Fo Fu(x) = (27) "u(—x)
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