AQui esta el esquema para empezar

Hechos clave acerca de su tema

Karl Theodor Wilhelm Weierstral3 fue un matematico aleman
que se suele citar como el «padre del analisis moderno». Entre
sus logros mas destacados figuran la definicion de la
continuidad de una funcion, demostrando el teorema del valor
medio; y el teorema de Bolzano-\Weierstrass usado
posteriormente para estudiar las propiedades de funciones

continuas en intervalos cerrados.
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Dimitri Egorov

* Nacio en 1869

* Fue presidente de la sociedad de matematicos
de Moscu.

« Fue director de la facultad de matematicas en
la universidad estatal de Moscu

* Se le atribuyen muchas pruebas y resultados en
las areas de Geometria diferencial y analisis




Nikolar Luzin

* Nacio en 1883

* Fue estudiante de Egorov en la estatal de
Moscu

» Catedratico en la Estatal de Moscu.
« Fue asesor de tesis de Pavel Urysohn

* Se le atribuyen pruebas relacionadas al analisis
y la topologia.




s;Convergencia Puntual

implica convergencia absoluta?




Teorema de Egorov

Sea 1 fi.+ una secuencia de funciones mesurables que convergen casi en todo
punto de un conjunto E de medida finita a un limite hnito f. Entonces dado
¢ > () existe un subconjunto I de E tal que

E— F| < ey {fk} converge uni-
formemente a f en k.



Teorema de Egorov

Sea {fir} una secuencia de funciones mesurables que convergen casi en todo
punto de un conjunto E de medida finita a un limite finito f. Entonces dado
e > () existe un subconjunto F de E tal que u(F) < € y { fx } converge uniforme-
mente a { en F“,



Importancia de Egorov

Si bien la convergencia puntual no implica convergencia
uniforme, el teorema de Egorov da las condiciones para
que se cumpla esta implicacion. Pero estas son
considerablemente restrictivas.



Lema 1

Sea {fi} una secuencia de funciones mesurables que convergen casi en todo
punto de un conjunto E de medida finita a un limite finito f. Ademas sean,e >
0. Entonces existe un subconjunot F de E y un entero K tal que |[E - F| <7y
|f(z) — fx(z)| <e paratodoxz € Fyk>K.



Idea de Demostracion

Egorov

La idea es escoger un conjuntos F,, aplicando el lema 1 y escoger epislon de
la forma €2~ ™ luego intersectar los F,, para obtener el F el cual se acota pro la
sub aditividad de la mededa



Contraejemplo

Considerece la funcion f, : R = R tal que f,(z) = £y u la media de lebesgue.
notese que f,, — 0 puntualmnte en R. Supongase que la conclucion del teorema
de egorof es cierta, entonces para un € > 0 debe existir un E conjunto de Borel
tal que u(F) < € y f, — 0 unifromenmente en el complemento de E. Entonces
por tener E medida acotada entonces u(FE¢) = oco. Ademas por la convergencia
uniforme para un n > 0 existe N € N tal que n > N y cualugier x en E°
entonces |z/n| < n . Por lo que se puede concluir que |z| < 7N entonces
E¢ c (—nN,nN)



Funcion casi

uniformemente continua

sea (X, A, 1 un espacio de medida y { fr} una secuencia de funcione mesurables.
Se dice que la secuencia converge casi uniformemente a f si para cada € > 0
existe un subconjunto B de X tal que u(B€) < € y y la secuencia converge
unifmormente a f en B.



Aplicacion del teorema

Problema:Sea f,, una secuencia de funciones mesurables sobre R y f,, — f casi
en todo punto. A probar la existencia de una secuencia de conjuntos mesurables
tal que la medida de lebsegue del complemento de la union de los conjuntos s 0
y que f, — f de manera uniforme sobre cada conjunto.



Aplicacion del teorema

Prueba: Sea € > 0 y notese que R = |J,.n(—n,n) = U, en In entonces por
el teorema de Egorov eixtse E} para cada k tal que |I,, — EX| < 5. Notese
que

R-JE:=1UJ(Un - EDI < )_(tim|I — Eg| = 0)
n k




;Que es una funcion

mesurable?

Sean (X, A), (R, B) espacios mesurables. Se dice que una fucion f : X — R es
mesurable si f~}(B) C A



Propiedad L

Sea f un a funcion definidad sobre el conjunto E mesurable a R. entonces se
dice que f tiene la propiedad L si para cualquier € > 0 existe un compacto F
contenido en E tal que se cumple

1. u(F°) <e

2. f es continua para el dominio restringido a F



Propiedad

Toda funcion simple y mensurable tiene |la propiedad L



Teorema de Lusin

Sea X un espacio localmente compacto de Hausdorfl, sea A una sigma algebra on
X . se 1 una medida regular en (X, A). Sea f : X — R una funcién mesurable en
A. Sea A € Atal que u(A) < oo y sea € > 0 entonces existe un un subconjunto
F compacto de A tal que u(A—F') < ey frestringida en k sea continua. Ademas
existe una funcion g que coincide con f en casi todo punto en K.



Teorema de Lusin

sea E un conjunto medible en un espacio metrico completo y separable X, y
sea f una funcion medible y acotada definida en E. Entonces, para cada € >
0, existe una funcion continua g definida en X tal que:
g(x) = f(x) para todo x en un conjunto medible A & E tal que m(E - A) <€
y g es uniformemente continua en X.
En otras palabras si f es mesurable entonces tiene la propiedad L en E



Idea de la Demostracion

Sea f mesurable, entonces se puede representar como el limite de una secuec-
nia de funciones simples{ fi.}. por la propiedad 1 cada una de estas funciones
simples tiene la propiedad L. Entonces se tiene un familia de F.cerrados con
medida de complemento menor a €27 %1, Si E tiene medida finita por el teo-
rema de Egorov existe el compacto fy C E con F§ < €/2. donde la seceucnia
converge uniromemente a f. sea F la interseccion Fjconlosfx. Entonces cada
fi. es relativamente continuo respecto a F y por subaditividad de la medida , le
mdediad de F compelmento esta acotado



Teorema de Lusin

Sea (z, A, 1) espacio de medida y f una funcién real sobre X. Supongase que
para cada subconjuncto compacto K de X y cada ¢ > 0 hay un subconjunto
compacto J de K tal que J y f tiene la propiedad L. Entonces f es mesurable



Idea de la Demostracion

DEM lusin de regreso

Supongase que { tiene la propiedad L en E. Escogase F. cerrados tales que F©
tiene medida menor a 1/k y f es continua restringida a cada Fi Entonces. Con
H como la union de los F. contenido en E v Z el complemento de H tiene medida
0.Entonces

{reE:f(z)>a}={ze H: f(z) >alU{zx € Z: f(z) >a} = U{l’ €F.: fl(z)>alu{zx e Z: f(z) > a}

pero {xr € Z : f(z) > a} tiene medida 0 entonce f es mesurable respectoa E. v {
es continua relativa a Fi. mesurable entonces por lema 2 f es mesurable repsecto



Aplicacion del Teorema

El teorema de Lusin se utiliza para demostrar que C.(|a,b]) el espacio de fun-
ciones continuas complejas con soporte compacto es denso en LP([a, b|)
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