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1. (a) Probar que BpR2q � BpRq � BpRq.
(b) Probar que BpRm�nq � BpRmq � BpRnq.

2. Sea X � r0, 1s, A � Bpr0, 1sq, y sea µ : AÑ R una medida multiplicativa, esto es»
fg dµ �

� »
f dµ

	� »
g dµ

	
,

para todas las funciones f, g : X Ñ R continuas. Identificar a µ.

3. Sea c P p0, 1q fijo. Definamos F : R2 Ñ R como sigue:

F px, yq �

"� 1�y
x�y

�c
, 0 ¤ y   x, 0   x   1;

0, caso contrario.

Compruebe que F P mL1pR2q respecto de la medida λ2 � λ1 � λ1 y hallar la integral»
F dλ2.

4. Sean X � Y � r�1, 1s, A � B � Bpr�1, 1sq, y sean µ � ν � λ1, la medida de Lebesgue en R. Estudiar la integrabilidad
de la función f : X � Y Ñ R, dada por

fpx, yq �

#
0, x2 � y2 � 0;
xy

px2 � y2q2
; x2 � y2 ¡ 0.

En particular, determinar las funciones “marginales”, determinar si f satisface el teorema de Fubini, y estudiar qué ocurre
con la integral de f en la medida producto π � µ� ν.

5. Sea pX,Aq un espacio mesurable, y sean ν, ν1, ν2 : AÑ medidas con signo. Mostrar que

a) ν1 K ν2 ñ ν2 K ν1.

b) ν1 K ν y ν2 K ν ñ ν1 � ν2 K ν.

c) ν2 Î ν1 ô |ν2| Î ν1 ô |ν2| Î |ν1| ô ν�2 , ν�2 Î ν1.

d) Si ν2 Î ν y ν Kν1 ñ ν2 K ν1.

e) Si ν1 Î ν y ν1 K ν, entonces ν1 � 0.

6. Demostrar que el Teorema de Radón-Nikodym falla si µ no es σ-finita, aunque ν sea finita. Para ello, considerar el siguiente
ejemplo. Sea X un conjunto no-enumerable, A � tEX : Ees enumerable ó X � E es enumerableu, y µ la medida de
conteo. Además, sea

νpEq �

"
0, E es enumerable;
�8, E no es enumerable.



7. Sean µ1, µ2, ν1, ν2 medidas σ-finitas sobre un espacio mesurable pX,Aq. Pruebe que:

i) i) Si ν1 Î µ1 y ν2 Î µ2, entonces ν1 � ν2 Î µ1 � µ2 y

dν1 � ν2
dµ1 � ν2

px, yq �
dν1
dµ1

pxq �
dν2
dµ2

pyq.

ii) Si ν1 K µ1 y ν2 K µ2, entonces ν1 � ν2 K µ1 � µ2.

8. Mostrar que, con las hipótesis adecuadas, valen:

1) Si ν1 Î µ y ν2 Î µ, entonces
ν1 � µ2 Î µ y

dpν1 � ν2q

dµ
�

dν1
dµ

�
dν2
dµ

.

2) Si ρ Î ν y ν Î µ, entonces
ρ Î µ y

dρ

dµ
�

dρ

dν
�
dν

dµ
.

3) Si ν y µ son equivalentes (esto es, ν Î µ y µ Î ν), entonces

ν
� 
x P X : Bν

Bµ
� 0

(�
� 0 y

dµ

dν
�

�dν
dµ

	�1

.


