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1. Sea (X,A, µ) un espacio de medida. Adaptar la prueba del Teorema de Convergencia Dominada para mostrar que cualquier
secuencia de funciones mesurables {fn}n≥1 ⊆ M(A), con fn → f , y |fn| ≤ g para toda n ≥ 1, con g ≥ 0 y gp ∈ L1(µ),
entonces

lim
n→∞

∫ ∣∣fn − f
∣∣p dµ = 0.

2. Considere el espacio de medida (R,B(R), λ1). Hallar una secuencia de funciones integrables {fn}n≥1, con fn(x) → f(x),
para todo x ∈ R y una función integrable f , tales que

lim
n→∞

∫
R
fn(x) dx ̸=

∫
R
f(x) dx.

¿Contradice esto el Teorema de Convergencia Limitada? Explique.

3. Probar el Lema de Fatou para medidas: Sea (X,A, µ) espacio de medida y sea {An}n≥1 ⊂ A una secuencia de conjuntos
mesurables. Definiendo

lim inf
n→∞

An =
⋃
k≥1

⋂
n≥k

An y lim sup
n→∞

An =
⋂
k≥1

⋃
n≥k

An.

i) Mostrar que 1lim infn An = lim infn 1An y 1lim supn An = lim supn 1An .

ii) Probar que µ
(
lim inf

n
An

)
≤ lim inf

n
µ(An).

iii) Compruebe que lim sup
n

µ(An) ≤ µ
(
lim sup

n
An

)
, si µ es una medida finita.

iv) Dé un ejemplo donde (iii) es falso si la medida µ no es finita.

4. La Función Gamma de Euler. Probar que la función Gamma

Γ(t) =

∫
(0,∞)

e−xxt−1 dx, t > 0,

es k veces diferenciable (para todo k ≥ 1) y

Γ(k)(t) =

∫
(0,∞)

e−xxt−1 (log x)k dx.

5. Función Generadora de Momentos. Sea X una variable aleatoria positiva en el espacio de probabilidad (Ω,F ,P). La
función

ϕX(t) =

∫
Ω

etX dP

se denomina función generadora de momentos. Pruebe que ϕX es k-veces diferenciable en t = 0+ si el k-ésimo momento
absoluto ∫

Ω

|X|k dP

existe.



6. Desigualdad de Tchebyshev. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilildad, X : F → R una variable aleatoria, y sea α > 0.
Mostrar la Desigualdad de Tchebyshev

P
(∣∣X − E(X)

∣∣ ≥ α
√

V(X)
)
≤ 1

α2
,

donde

E(X) =

∫
Ω

X dP y V(X) =

∫
Ω

(
X − E(X)

)2
dP.

(Sugerencia: Ver ejercico 11.3 Schilling).

7. Sea (X,A, µ) un espacio de medida, y f ∈ M+(A). Mostrar que la función ν : A → R, dada por

A 7−→ ν(A) =

∫
A

f dµ =

∫
f · 1A dµ

es una medida en A.

Esta medida se llama la medida con función de densidad f con respecto de µ, y se denota por ν = fµ ó dν = f dµ.


