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Medidas Singulares y Continuas

Definicion

Sea (X, .A) un espacio mesurable y sean p, i, : A — R medidas positivas. Diremos que
11 Y 11, SOn mutuamente singulares si existen conjuntos mesurable y complementarios
A,B e AconX=AUB,ytales que y(A) = 0 = uy(B).

Para medidas con signo, v, y 1, son mutuamente singulares si |v,| y |v,| son mutuamente
singulares.

Notacion: y; L .

Definicion B

Sea (X, .A) un espacio mesurable y sean p, i1, : A — R medidas positivas. Diremos que
U, es absolutamente continua respecto de i, si ;W(E) =0 = u,(E) = 0.

Para medidas con signo, v, es absolutamente continua respecto de v, si v, es
absolutamente continua respecto de |v,|.

Notacion: ;,; < /.
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Medidas Singulares y Continuas

Proposicion
Sean (X, .A) un espacio mesurable, y sean v,v,,v, : A — R medidas con signo. Entonces
a) vy Ly, = 1n L.
b) nmlvyv,lv = v+, L
C) L & <y & | <|lnl v, <.
d) Si,<vyvly, = v, L.
e) Siv, < vywr, Luv, entonces v, = 0.

Prueba: Ejercicio!
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Ejemplo: Sean X = [0,1], A = B([0,1]), y consideremos las medidas ;. = A", y la medida
v =4/, concentrada en x = .

a .
Recordemos que 6, /,(E) = {?’ ? i E Ec A
b 2 M

Tomando A = {]} y B =[0,1 — {3}, tenemos que
u(A)=X'(A)=o0, vy v(B)=d,(B)=o0.

Entonces, u L v.
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Ejemplo: Si tenemos una medida positiva x definida en (X, A) y una funcionf : X - R
positiva y u-integrable, definiendo
va) = [ fan

obtenemos una medida v en la misma c-algebra A. Observe que

o) = [ o< [ supf(x)du=supf(x) [ chu = supf(x) - (a).

X€A

Luego,si u(A) = 0, entonces v(A) = 0, de modo que v < p.

Este ejemplo es muy importante. Bajo condiciones muy generales el reciproco también
es cierto. En consecuencia este es el (inico método de generar medidas con signo
absolutamente eontinuas con respecto a una medida dada: Teorema de L. ). Radon y O.
Nikodym (1930).
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El Teorema de Radon-Nikodym

Lema

Sea (X,.A) un espacio de medida y v, n : A — R medidas finitas tales que v < y, con

v # 0. Entonces, existene > 0y A € A, con u(A) > o, tales que con A es positivo para la
medida con signo v — epu.

Prueba: Para cada n > 1, sea (A, | By) una descomposicion de Hahn para la medida

v — pi. Considere Ao = (U5, An Y Bo = (p>; Bn-

Como B, C By, entonces B es negativo para v+, Vn > 1. Luego

Esto muestra que v(B,) = 0, y portanto v(A,) > 0 (ya que v # 0). Como v < i, entonces

u(Ao) > 0. Asi, existe n, € N tal que p(An,) > 0.
Tomamos ¢ = nio YA =An.O
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El Teorema de Radon-Nikodym

Teorema (Radon-Nikodym)

Sea (X,.A) un espacio mesurable, i : A — R una medida o-finita, y nu : A — R una
medida con signo o-finita, tal que v < u. Entonces, existe una funcién p-mesurable
f : X — R que satisface

v(E) = /f du, para todo E € A.
E

Ademas, si existe otra funcion g : X — R tal que v(E) = [, gdy, paratodo E € A,
entonces f = g p-c.t.p.

Prueba: Caso 1: ;1 y v son medidas finitas. Sean

ic:{feLjﬁ(u): /Efdugz/(E), VEeA}, a:sup{/fdu: fezc}.

Observe que a < v(X) < +oo.
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El Teorema de Radon-Nikodym

Sif1,f> € K, entonces max{fy,f,} € K, pues si para E € A denotamos por
Ei={xecE: fi(x)>fa(X)} yE; ={x € E: fi(X) < fa(X)}, entoncesE=E, UE, y

[maxtffitdu= [ fidu [ fodu < v(E) + v(E) = v(E).
E E, E,

Sea {fn}n>+ una secuencia de funciones en K, y sea f, = sup, f,. Entonces, f, € K, pues si
gn = max{fs,...,fn}, por el argumento del parrafo anterior e induccion obtenemos que
g € K. Como g, " fo, del Teorema de Convergencia Mondtona tenemos que

/fo dp = lim /gn du < v(E).
E n=1 E

Lo anterior prueba simultaneamente fo, € L1(1) y que fo € K.

Ahora hallamos una secuencia {f,}n>+ tal que [f,du — a.
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El Teorema de Radon-Nikodym

Observe que fo=supfa € K, y /fo du = a.

n>1
Como f, € Li(u), es posible hallar f € M*(A) tal que f=f, p-c.t.p. por lo que también
tendremosf e Ky [fdu=c.

Se probara que v(E) = [.f du, paratodo E € A o bien que la medida
vo(E) = v(E) — [ f duu es idénticamente cero. Si este no es el caso, se sigue del lema
anterior que existen ¢ > 0y A € A tales que A es positivo para vo —ep y u(A) > 0,y

ew(ENA) <vo(ENA)=v(ENA) —/E Afdu.

Sea g = f + e1a. Entonces, g € K, ya que para todo E € Avale

/gdu:/du+eu(EOA)§/ fdu+ v(ENA) < v(E).
E f E—(ENA)

para todo E € A. Pero [ gdu = a + ¢ u(A) > a. Lo cual contradice la definicion de ay
acaba la prueba de existencia en este caso.
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El Teorema de Radon-Nikodym

Si h e M*(A) es otra funcion tal que v(E) = [, hdy, VE € A, entonces [(f —h)du =0
para todo E € A, y portanto, f = h u-ct.p.

Caso 2: p(X) < +oo y |v|(X) < +oo.
Por la propiedad (e), la condicion v < p equivale a la simultanea validez de v¥ < iy
v~ < p. Del caso 1, existen f;, f, € M1 (A) tales que

vH(E) = /f1 du, v~ (E) = /f2 du, paratodo E € A.
E E

De ahi, f = f; — f, € M(A) satisface las condiciones del Teorema, y es Unica u-c.t.p.

Caso 3: Caso general, ;(X) < ooy |v|(X) < 4o0.
Hallamos una secuencia {An}n>1 de conjuntos mesurables disjuntos en A tales que

A=A, u(An) < oo, [v|(An), ¥n > 1.

n>1
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El Teorema de Radon-Nikodym

Denotamos por un, v, v, : AyNA — R a las restricciones de u, v, v~ determinadas por
A,. Como v < pn Y v < pin, Se tiene del caso 2 que existen secuencias {f,S1)}21 y
{FP}5., con £ € M*(A, N A) tales que

= /Efrsﬂ dpin y Vn_(E) = /Efr$2) dpn.

Si E € Ay N A, definimos f() - X — R por f)(x) = FD(x) si x p. Asi, fO € M*+(A), y si
E € A, por el Teorema de Convergencia Monotona tenemos

VHE) = Zzﬁ(EmAn) =/ n(‘) dun=>" [  fPdu= lim (/f(” du) = /f“’ dp

ENAn

V(E) = ZV EﬂAn)—Z/ 79 dpun —Z/ £ dj = tim /f<2 /fz)dp.
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El Teorema de Radon-Nikodym

para todo E € A. Haciendo f = f(V — f(2) ¢ M(.A), se comprueba que f satisface las
condiciones del teorema, y la unicidad p-c.t.p. o

Obs!:
® Elteorema de Radon-Nikodym permanece valido aln si u es una medida
convsigno, ya que si (A | B) es una descomposicion de Hahn para i, podemos
aplicar los casos ya probados a las restriccionesvy u™ enA,yvy u~ enB.
® Elteorema permanece valido si v no es o-finita. Sin embargo, éste falla si . no es
o-finita aunque v sea finita.

Existen otras pruebas del de Radon-Nikodym. Por ejemplo
® la demostracion de P. von Neumann que aparece en Royden, H. L. y Fitzpatrick, P. M.
(2010). Real Analysis, sa ed., pp. 242-243. Esta contiene una muy buena prueba en el
caso que v no es o-finita.
* la prueba que aparece en Stein, E. M. y Shakarchi, R. (2005). Real analysis: measure
theory, integration, and Hilbert spaces, pp. 187-189, y que es esencialmente la
prueba original de O. Nikodym.
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El Teorema de Radon-Nikodym

Definicion
Sea (X,.A) un espacio mesurable, i : A — R una medida o-finitay v : A — R una medida
con signo o-finita tales que v < p. La Gnica funcién funcioén f € M(A) que satisface

v(E) = /fdu, paratodoE € A,
E

se llama la derivada de Radon-Nikodym de v con respecto de L.

Notacion: f = %
o
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El Teorema de Radon-Nikodym

Proposicion (Propiedades)

1) Si < pyu, < p, entonces
d(v, + d d
v < p y (V1d’ul/2) dI; iTIz

2) Sip < vyv < p, entonces
dp dp dv
P y di —dv di

3) Siv y 1 son equivalentes (esto es, v < 1y 1 < v), entonces

du dv
. dv _ _ —
v({xeX: g(x)=0})=0 y i (d,u)
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Descomposicion de Lebesgue

Teorema (Teorema de Descomposicion de Lebesgue)

Sean (X, .A) un espacio mesurable, y y1,v : A — R dos medidas o-finitas. Entonces,
existen dos (nicas medidas o-finitas v,, v, : A — R tales que

I) V =1+ Uy,

ii) vo Lpyun < p.

Prueba: Pendiente.
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